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Einleitung Abschnitt 1.0.0

1 Einleitung

Die eindimensionale Zeic henk ettensuc he, also die Suc he nac h einer b estimm ten

Zeic henk ette in einem T ext, ist w eitgehend erforsc h t. Für diesen Themen b e-

reic h existiert eine Vielzahl e�ektiv er Algorithmen. In den letzten Jahren wird

jedo c h die Suc he nac h mehrdimensionalen Mustern immer wic h tiger. Beispiele

für deren An w endung �nden sic h in der Bilderk enn ung im industriellen Bereic h,

in vielen Bereic hen der Bioinformatik und b esonders in den letzten Jahren in

der V erarb eitung v on biometrisc hen Daten zur Authen ti�k ation v on Ben ut-

zern.

Diese Arb eit zeigt anhand der zw eidimensionalen Mustersuc he einige Ideen

und Algorithmen auf, die sic h auc h auf höhere Dimensionen erw eitern lassen.

Die Üb erführung der b ek ann ten eindimensionalen Algorithmen auf mehrdi-

mensionale An w endungen ist leider n ur b edingt möglic h. In den meisten Fäl-

len k önnen sie n ur dazu b en utzt w erden um ein n-dimensionales Problem in

ein n-1-dimensionales Problem zu üb erführen. Auf diese W eise gelang es auc h

Bak er[8 ] und Bird[9 ] unabhängig v on einander einen ersten zw eidimensiona-

len Suc halgorithm us zu en t wic k eln. Sie generierten dab ei aus dem gesuc h ten

Muster einen A C-Automaten[2], der für jede Spalte einen b estimm ten Endzu-

stand erreic h t. Die Endzustände aller Spalten ergeb en damit hin tereinander

gesc hrieb en eine Zeic henk ette s, w elc he das Muster eindeutig iden ti�ziert. Be-

n utzt man den Automaten üb er dem T ext, so k ann dieser genauso in eine

Matrix v on Endzuständen üb erführt w erden. Findet sic h s in dieser Matrix

wieder, so ist auc h das gesuc h te Muster im Ausgangstext gefunden. Dieser Al-

gorithm us lässt sic h b ereits in einer Zeit v on O(Nlog c) realisieren.

Da hier jedo c h ein sp eziell auf eindimensionale Probleme angepasster Algo-

rithm us zw ec k en tfremdet wird, ist zu erw arten, dass er nic h t in der selb en ef-

fektiv en Laufzeit arb eitet wie ein auf n Dimensionen sp ezialisiertes V erfahren.

Ein solc hes V erfahren setzt eine genaue Un tersuc h ung der Eigensc haften v on

höher dimensionalen Mustern v oraus. V orreiter auf diesem Gebiet sind Amir,

Benson und F arac h[3 ], die mit ihren Ideen bis heute alle gängigen Algorithmen

b eein�ussen. Ein erster v on ihnen en t wic k elter sp ezialisierter Algorithm us wird

im ersten Absc hnitt dieser Arb eit v orgestellt.

Amir, Benson und F arac h v erfolgen dab ei einen optimistisc hen Ansatz und

gehen v on einer p oten tiell groÿen Anzahl v on F undstellen aus. Im zw eiten Ab-

sc hnitt dieser Arb eit wird eine genau en tgegengesetzte Idee v on Cro c hemore,

G � asienic, Plando wski und Rytter präsen tiert[10]. Sie nehmen p essimistisc h eine

minimale Anzahl v on F undstellen an. Anstatt n un diejenigen Orte zu suc hen,

an denen diese F undstellen liegen, v erfolgen sie die Idee durc h einige gezielte

V ergleic he die Vielzahl an P ositionen im T ext zu b estimmen, an denen das
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Kapitel 1 Einleitung

gesuc h te Muster nic h t gefunden wird. Für diese Suc he en t wic k eln sie einige

Ideen für k omplexe dynamisc he V erfahren. Diese Ideen wurden nie zu einem

k ompletten Algorithm us umgesetzt, sie bilden jedo c h als Gedank enmo dell die

Grundlage für einige später en t wic k elte V erfahren.

Im dritten Absc hnitt wird eines dieser V erfahren v orgestellt. Kärkk äinen und

Ukk onen geb en einen Algorithm us an, der eb enfalls den p essimistisc hen An-

satz v erfolgt und im V orfeld nic h t alle, ab er eine groÿe Anzahl v on Kandidaten

als F undstellen aussc hlieÿt[18 ]. Da n ur w enige Kandidaten v erbleib en ist es

v ertretbar, diese im Ansc hluss mit einem trivialen Algorithm us exakt zu un-

tersuc hen. Dab ei präsen tieren die Autoren einen generellen Algorithm us, der

auf viele Arten sp ezialisiert w erden k ann. Zw ei dieser Sp ezialisierungen w erden

genauer un tersuc h t.

Die Arb eit endet mit einem praktisc hen V ergleic h der Algorithmen b ei rea-

ler Implemen tierung. Hierb ei wird sic h der Algorithm us v on Kärkk äinen und

Ukk onen als derjenige herausstellen, der in den meisten Fällen die b esten Lauf-

zeiten liefert.

In dieser Arb eit wird da v on ausgegangen, dass in einer quadratisc hen Matrix

T der Gröÿe n � n eine eb enfalls quadratisc he Un termatrix P der Gröÿe m� m
gesuc h t wird. T wird im F olgenden als T ext b ezeic hnet, die Un termatrix P als

(Suc h-)Muster (engl. P attern). Der ob ere link e Ein trag v on P ist der Ursprung

v on P , die P osition w elc he sic h in T un terhalb des Ursprungs v on P b e�ndet

wird demen tsprec hend auc h als Ursprung v on P in T b ezeic hnet.

Mit � bzw. � wird die Gröÿe des Alphab ets b enann t, w elc hes dem T ext bzw.

dem Muster zu Grunde liegt.

Die T eilzeic henk ette einer Zeic henk ette s, w elc he v om i -ten bis zum j -ten Zei-

c hen reic h t, wird mit s[i; j ] o der s[i:::j ] b ezeic hnet, si steh t abkürzend für s[i; i ].

Einzelne Zeic hen in einer Matrix T w erden mit T[i; j ] notiert. Dies mein t das

j -te Zeic hen in der i -ten Zeile.

Mit T[0 : 3; 1 : 4] bzw. T[0:::3; 1:::4] wird die Un termatrix v on T = ( t) ij mit

0 � i � 3; 1 � j � 4 b ezeic hnet, also die Un termatrix v on T w elc he ihre link e

ob ere Ec k e b ei T[0; 1] und ihre rec h te un tere Ec k e b ei T[3; 4] hat.

Die Zählung der Zeilen und Spalten b eginn t in dieser Arb eit grundsätzlic h b ei

0. Als Kandidat wird eine P osition im T ext b ezeic hnet, an der die gesuc h te

Un termatrix gefunden w erden k önn te. Es handelt sic h also um eine p oten tiel-

le F undstelle. Alternativ k önnen b eide Begri�e anstelle der P osition auc h für

einen m� m groÿen Bereic h an dieser P osition stehen. Die jew eilige Bedeutung

ist aus dem K on text ersic h tlic h.

Einfac here Algorithmen w erden in Pseudo co de angegeb en, b ei k omplizierteren

V erfahren wird eine b esser v erständlic he, v erbale Besc hreibung b en utzt.
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Einleitung Abschnitt 1.0.0

Die Bezeic hn ungen orien tieren sic h zum gröÿten T eil an denen aus der eng-

lisc hen Literatur, um die angegeb enen Algorithmen und Ideen leic h ter mit

w eiteren V erfahren v ergleic hen zu k önnen. F erner wurden die meisten engli-

sc hen F ac h b egri�e als solc he b en utzt und n ur einige w enige üb ersetzt.

Die Einsc hränkung auf quadratisc he T exte und Muster v ereinfac h t die Algo-

rithmen in einigen Fällen erheblic h. Die Erw eiterung auf b eliebige rec h tec kige

T exte ist jedo c h in jedem F all durc h eingefügte F allun tersc heidungen o der v er-

änderte Grenzen möglic h.

Will man zw eidimensionale unregelmäÿige Muster suc hen, so k önnen diese v or-

her auf rec h tec kige Muster aufgefüllt w erden. Dab ei ist darauf zu ac h ten, dass

die Füllzeic hen in den Algorithmen b ei jedem V ergleic h wie Wildcards b ehan-

delt w erden, die V ergleic he also je nac h Art des Algorithm us immer erfolgreic h

sind o der immer fehlsc hlagen.
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Algorithm us v on Amir, Benson und F arac h Abschnitt 2.1.0

2 Algorithm us v on Amir, Benson und F arac h

Für eine e�zien te Umsetzung ihres Algorithm us b en utzen Amir, Benson und

F arac h einige Ideen und Begri�e aus einer v orangegangen Arb eit v on Amir

und Benson[3 ] üb er P erio den in zw eidimensionalen Mustern. Die wic h tigsten

Begri�e hieraus sollen deshalb zunäc hst als Grundlage für diesen und w eitere

Algorithmen erläutert w erden.

2.1 Zw eidimensionale P erio den

Die Idee für die De�nition v on P erio den führt auf den eindimensionalen F all

zurüc k. Eine Zeic henk ette w ist p erio disc h, w enn das längste Prä�x p v on w ,

w elc hes zugleic h dessen Su�x ist, ein Länge v on mindestens p=2 hat. Zum Bei-

spiel ist w = abcabcabcabp erio disc h, da p = abcabcabdas längste Prä�x und

zugleic h Su�x v on w und 2� j pj > jwj ist. Ansc haulic h k ann man zw ei K opien

v on w üb ereinander legen, diese um jwj � j pj = 3 v ersc hieb en und erhält im

Bereic h der Üb erlappung eine Üb ereinstimm ung der Zeic hen.

Diese De�nition k ann leic h t auf den zw eidimensionalen F all üb ertragen w er-

den. Der Prä�x einer m � m -Matrix M sei eine Un termatrix, w elc he einen der

Ec kpunkte v on M en thält. Ein dazugehöriger Su�x v on M ist eine Un terma-

trix, w elc he den diagonal gegen üb erliegenden Ec kpunkt b einhaltet.
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Abbildung 1: Ein Matrix und zw ei sic h üb erlapp ende Matrizen

M ist p erio disc h, w enn das gröÿte Prä�x P v on M , w elc hes gleic hzeitig Su�x

ist, mehr als halb so groÿ wie M ist, w enn also 2 � dim(P) > dim (M ) gilt.

Ansc haulic h führt dies wie im eindimensionalen F all dazu, dass man zw ei Ma-

trizen üb ereinanderlegen und so v ersc hieb en k ann, dass sie im üb erlapp enden

Bereic h k einerlei Un tersc hiede aufw eisen (Abbildung 1).

Nun sollen 4 v ersc hiedene Klassen eingeführt w erden, in w elc he sic h die P eri-

o den ein teilen lassen.
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Kapitel 2 Algorithm us v on Amir, Benson und F arac h
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Abbildung 2: Quadran t-I Symmetrie

Hierfür wird zunäc hst die Matrix wie in Abbildung 2 in 4 Quadran ten un ter-

teilt, w elc he b eginnend ab dem ob eren link en Quadran ten gegen den Uhrzei-

gersinn mit I bis IV markiert w erden. Legt man zw ei iden tisc he K opien der

Matrix üb ereinander, so sind alle üb ereinander liegenden Zeic hen der b eiden

Matrizen iden tisc h, die Matrizen sind in De ckung . V ersc hiebt man die ob ere

Matrix so, dass die b eiden Matrizen wieder in Dec kung sind (sic h also im üb er-

lapp enden Bereic h nic h t un tersc heiden), so liegt genau eine Ec k e e der ob eren

Matrix üb er einem Zeic hen s der un teren Matrix. Da es sic h um zw ei iden tisc he

Matrizen handelt, sind e und s dab ei in b eiden Matrizen zu �nden. s wird als

Sour c e (Ursprung) b ezeic hnet. Liegt e im ersten Quadran ten der zugehörigen

Matrix (handelt es sic h also um M [0; 0]), so ist die Matrix Quadr ant I symme-

trisch und s wird auc h genauer als Quadr ant-I-Sour c e b ezeic hnet (v ergleic he

Abbildung 2). En tsprec hend k ann sie auc h Quadr ant II, III o der IV symme-

trisch sein.

Der Symmetrievektor ist der V ektor v on e nac h s innerhalb der un teren Matrix.

Er k ann als V ektor zwisc hen den Matrizen in terpretiert w erden, der angibt, b ei

w elc her V ersc hiebung sic h die Matrizen wieder in Dec kung b e�nden. Ist die Ma-

trix p erio disc h, so wird dieser V ektor auc h als Perio de der Matrix b ezeic hnet.

Je nac hdem, in w elc hem Quadran ten der V ektor startet, handelt es sic h um

einen Quadr ant I, II, III, o der IV - Symmetrievektor . Die Länge eines Symme-

triev ektors sei de�niert als das Maxim um seines horizon talen und v ertik alen

An teils. Ist diese Länge < m
2 , so ist der V ektor p erio disch . Ansc haulic h also

dann, w enn er nic h t üb er die horizon tale bzw. v ertik ale Mitte der Matrix hin-

ausreic h t, also eine V ersc hiebung der ob eren Matrix um w eniger als die halb e

Breite (bzw. Höhe) ausreic h t, um die b eiden Matrizen wieder in Dec kung zu

bringen.

Es ist o�ensic h tlic h, dass eine Matrix mehr als einen Symmetriev ektor ~v b e-

sitzen k ann. W enn es möglic h ist, dass man durc h V ersc hiebung der ob eren

Matrix um ~v die b eiden Matrizen in Dec kung bringt, so m uss dies auc h durc h

eine V ersc hiebung der un teren Matrix um � ~v möglic h sein, da es sic h augen-
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Zw eidimensionale P erio den Abschnitt 2.1.0

sc heinlic h um denselb en V organg handelt. Zu jedem Symmetriev ektor ~v gibt

also einen zw eiten V ektor � ~v, w elc her en tgegengesetzt im diagonal gegen üb er-

liegenden Quadran ten startet. Aufgrund dieser Symmetrie w erden im F olgen-

den n ur no c h Quadran t-I und -I I symmetrisc he V ektoren b etrac h tet, also n ur

no c h eine V ersc hiebung der ob eren Matrix nac h rec h ts ob en o der rec h ts un ten.

Zur Klassi�k ation der P erio den b etrac h tet man die so genann ten Basisv ekto-

ren eines jeden Quadran ten. Der Basisvektor in Quadr ant I ist aus der Menge

der kürzesten Quadran t-I-V ektoren derjenige mit dem b etragsmäÿig gerings-

tem v ertik alen An teil (�der W aagerec h teste�). Der Basisvektor in Quadr ant II

ist aus der Menge der kürzesten Quadran t-I I-V ektoren derjenige mit dem b e-

tragsmäÿig geringstem horizon talen An teil (�der Senkrec h teste�).

Seien im F olgenden (falls existen t) ~vI und ~vII die Basisv ektoren des ersten und

zw eiten Quadran ten. Es lassen sic h n un für eine Matrix M vier Arten v on

zw eidimensionalen P erio den un tersc heiden.

� non-p erio dic (nic h tp erio disc h, Abbildung 3):

M hat k eine p erio disc hen V ektoren.
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Abbildung 3: non-p erio dic Matrix

� lattice p erio dic (gitterp erio disc h, Abbildung 4 auf der näc hsten Seite):

Der erste und der zw eite Quadran t hab en b eide einen p erio disc hen Ba-

sisv ektor.

Alle Source-Punkte liegen auf einem v on den Basisv ektoren aufgespann-

ten Gitter, ganauer:

Be�ndet sic h der Punkt (0; 0) + i~vI + j~v II mit i; j 2 N im ersten Qua-
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Kapitel 2 Algorithm us v on Amir, Benson und F arac h

dran ten, so ist er ein Quadran t-I-Source. W eitere Quadran t-I-Sources

existieren im ersten Quadran ten nic h t.

Die äquiv alen te Aussage gilt für Quadran t-I I-Sources im zw eiten Qua-

dran ten mit dem Gitter (m � 1; 0) + i~vI + j~v II .
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Abbildung 4: lattice p erio dic Matrix

� line p erio dic (geradenp erio disc h, Abbildung 5 auf der näc hsten Seite):

Genau einer der b eiden Quadran ten I und I I hat einen p erio disc hen Ba-

sisv ektor. Alle Source-Punkte im Quadran ten mit dem p erio disc hen Ba-

sisv ektor liegen auf einer Geraden.

Ist z.B. ~vI der p erio disc he Basisv ektor, dann ist der Punkt (0; 0) + i~vI

mit i 2 N w enn er sic h im ersten Quadran ten b e�ndet ein Quadran t-I-

Source und es existieren im ersten Quadran ten k eine w eiteren Quadran t-

I-Source-Punkte.

� radian t p erio dic (strahlenp erio disc h, Abbildung 6 auf Seite 14):

Dieser F all ist nahezu iden tisc h mit dem geradenp erio disc hen F all, mit

dem Un tersc hied, dass es w eitere Source-Punkte gibt, w elc he alle auf

Strahlen liegen, die in derselb en Ec k e wie der p erio disc he Basisv ektor

b eginnen. Die genaue P osition hängt dab ei v on der zugrunde liegenden

Matrix ab, ein Source-Punkt liegt jedo c h nie auf einem Punkt, der sic h

als Lineark om bination der Basisv ektoren ergibt.

Die Ermittlung der Symmetriev ektoren (und damit auc h der Basisv ektoren)

k ann mit Hilfe v on zw ei Witness-T ab ellen (Zeugen tab ellen, Abbildung 7 auf

Seite 14) erfolgen.

Diese w erden im F olgenden mit TOP-WITNESS , bzw. BOTTOM-WITNESS b ezeic h-

net.
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Abbildung 5: line p erio dic Matrix

Legt man wieder zw ei K opien der m � m -Matrix M üb ereinander und v er-

sc hiebt die ob ere Matrix um i < m Zeic hen nac h un ten und um j < m Zeic hen

nac h rec h ts, dann ergibt sic h einer der folgenden Fälle:

� Die Matrizen sind nic h t in Dec kung. In diesem F all gibt es in der ob eren

Matrix mindestens ein Zeic hen M [r; c], w elc hes die un tere Matrix üb er-

lappt und nic h t mit dem Zeic hen der un teren Matrix üb ereinstimm t. Das

Zeic hen M [r; c] ist dann ein �Zeuge� dafür, dass sic h die Matrizen nic h t

dec k en. Es k ann mehr als einen Zeugen geb en, die W ahl des Zeugen ist

b eliebig.

� Die Matrizen sind in Dec kung.

In der T ab elle TOP-WITNESS wird n un für jeden W ert 0 � i; j < m en t w eder

die P osition eines Zeugen relativ zur v ersc hob enen Matrix, o der � falls die Ma-

trizen b ei einer V ersc hiebung um (i; j ) in Dec kung sind � der W ert (m; m) als

Platzhalter eingetragen. Die Symmetriev ektoren im ersten Quadran ten sind

somit genau diejenigen (i; j ) , b ei denen der Pseudozeuge (m; m) eingetragen

wurde.

V ersc hiebt man die ob ere Matrix nac h ob en, so ergibt sic h äquiv alen t die T a-

b elle BOTTOM-WITNESS , w elc he die Symmetriev ektoren des zw eiten Quadran ten

en thält.

2.2 Grundidee des Algorithm us

In einer sc hnellen Lösung des zw eidimensionalen Suc hproblems würde man für

jede P osition des Suc hm usters im T ext v ergleic hen, ob dieser dort mit dem

Suc hm uster üb ereinstimm t. Man geh t also da v on aus, dass jede P osition auc h

13
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Abbildung 6: radian t p erio dic Matrix mit w eiteren markierten Source-Punkten
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Abbildung 7: Witness-Ein trag für (i; j ) = (1 ; 2) und (r; c) = (1 ; 1)

eine möglic he F undstelle sein k önn te.

Amir, Benson und F arac h mac h ten jedo c h die Beobac h tung, dass nic h t alle

P ositionen im T ext als F undstellen in F rage k ommen[5]. Üb erlapp en sic h die

Suc hm uster an zw ei P ositionen und sind sie im Bereic h der Üb ersc hneidung

nic h t iden tisc h, so k önnen nic h t b eide P ositionen auc h F undstellen sein. Es

m üssen also nic h t an b eiden P ositionen V ergleic he des Suc hm usters mit dem

darun ter liegenden T ext durc hgeführt w erden.

In diesem F all k ann durc h eine v orher für das Suc hm uster k onstruierte Witness-

T ab elle (Zeugen tab elle) in k onstan ter Zeit eine P osition b estimm t w erden, an

dem sic h die b eiden Suc hm uster un tersc heiden. Durc h den V ergleic h dieser

P osition (des sogenann ten Zeugen) mit dem un ter den Mustern liegenendem

T ext k ann dann ermittelt w erden w elc hes der b eiden Suc hm uster nic h t mit dem

T ext üb ereinstimm t und somit als F undstelle ausgesc hlossen w erden k ann. Die-

ses Suc hm uster brauc h t nic h t w eiter b etrac h tet zu w erden.
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Grundidee des Algorithm us Abschnitt 2.2.0

Mit dieser Idee ist es möglic h v or der eigen tlic hen Suc he die Anzahl der mögli-

c hen (und damit zu un tersuc henden) P ositionen stark einzusc hränk en, da sic h

die Muster hier in den üb erlapp enden Bereic hen in Dec kung b e�nden m üssen.

Da sic h in den möglic hen P ositionen die F undstellen im Bereic h der Üb ersc hnei-

dung nic h t un tersc heiden, k ann auÿerdem v ermieden w erden, ein Zeic hen im

T ext mehrfac h, also mit Zeic hen aus v ersc hiedenen F undstellen, zu v ergleic hen,

da b ereits v erglic hene T extp ositionen markiert und im w eiteren V erlauf üb er-

sprungen w erden k önnen. In der endgültigen Suc he w erden somit n ur maximal

n2
V ergleic he b enötigt.
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Kapitel 2 Algorithm us v on Amir, Benson und F arac h

2.3 V orv erarb eitung des Suc hm usters

2.3.1 Der Algorithm us v on Main und Loren tz

Zur V orv erarb eitung des Suc hm usters stellen Amir, Benson und F arac h in ihrer

Arb eit[5 ] einen einfac hen Algorithm us v or, in dem sie v ersuc hen das zw eidi-

mensionale Problem auf ein Problem der eindimensionalen Zeic henk ettensuc he

zurüc kzuführen.

Die Grundv oraussetzung ist eine Idee aus einer Arb eit v on Main und Loren tz[20 ]:

Algorithm us A: max_prefix(W,T)

Der Algorithm us max_prefix erhält als Eingab e eine Zeic henk ette

T = t0t1:::tn� 1 der Länge n und eine Zeic henk ette W = w0w1:::wm der

Länge m . Hieraus wird eine T ab elle max_prefix[0..n-1] erzeugt. Dab ei

ist max_ prefix [i ] die Länge des längsten Prä�xes v on W , w elc hes in der

Zeic henk ette T b eim Zeic hen t i b eginn t (siehe Abbildung 8).

}

W = A B A B A B C

T = C A B A A

lppattern = 7 0 4 0 2 0 0

lptext = 0 3 0 1 1

max_pre�x = 0 3 0 1 1

Abbildung 8: max_pre�x

Main und Loren tz geb en einen zw eigeteilten Algorithm us an, w elc her dieses

Problem in einer Zeit v on O(n) löst.

Im ersten Algorithm us lppattern wird zunäc hst max_prefix(W,W) b erec hnet.

Aus der hieraus erhaltenen T ab elle wird mit dem leic h t abgeänderten V erfah-

ren lptext dann die endgültige T ab elle zu max_prefix(W,T) ermittelt (siehe

Abbildung 9 auf der näc hsten Seite).

Da die T eilalgorithmen b eide auf derselb en Idee, einer V ariation des Algo-

rithm us v on Kn uth, Morris und Pratt[17] b eruhen, w erden sie hier n ur am

Beispiel v on lppattern b esc hrieb en.

Der Algorithm us baut die T ab elle v om ersten zum letzten Ein trag auf, es ist

nic h t nötig innerhalb des Algorithm us no c h einmal einen b ereits ermittelten

W ert abzuändern. T rivialer W eise ist der W ert v on lppattern[0] immer m
und wird daher in den folgenden Üb erlegungen nic h t w eiter b etrac h tet. An-

genommen lppattern[1] ... lppattern[i-1 ] wurden sc hon b erec hnet und es

soll n un ein W ert für lppattern[i] ermittelt w erden. Sei auÿerdem ange-

16



Der Algorithm us v on Main und Loren tz Abschnitt 2.3.1

nommen es wurde b ereits jenes k im Bereic h 1 � k < i notiert, w elc hes den

W ert v on k + lppattern [k] maximiert. Ist n un i kleiner als k + lppattern [k],

so k ann der b ereits b ek ann te W ert v on lppattern[i-k] zur Berec hn ung v on

lppattern[i] b en utzt w erden:

A B A B A B C A B A B A B C A B A B A B C

� -x

� -x

� -x

0 1 2 3 4 5 6

ik

A B A B

A B A B A

|x|=3

lppattern[k]=4

lppattern[i]=0

F all 1:

0 1 2 3 4 5 6

k i

A B A B A

A B A B A B

F all 2:

lppattern[i]=4

lppattern[k]=0

0 1 2 3 4 5 6

k i

A B A B A

A B A

F all 3:

lppattern[i]=2

lppattern[i-k]=0<|x| lppattern[i-k]=0>|x|

|x|=-1<0 |x|=2>0

lppattern[i-k]=4>|x|

lppattern[k]=4

Abbildung 9: Die Fälle v on lppattern

Be�ndet sic h i un terhalb dieser Sc hrank e, dann ist die T eilzeic henk ette

x := wi :::wk+ lppattern [k]� 1 mit der Zeic henk ette wi � k :::wlppattern [k] iden tisc h.

Im F olgenden mein t jxj die Länge der Zeic henk ette x . Liegt das Ende der Zei-

c henk ette v or deren Anfang, so ist jxj negativ!

Ist lppattern [i � k] < jxj , so gilt folglic h lppattern [i ] = lppattern [i � k]
(F all 1).

Ist andererseits lppattern [i � k] � j xj , so m uss lppattern [i ] mindestens so

groÿ wie jxj sein, in diesem F all k önnen b ei p ositiv em x also jxj V ergleic he

eingespart w erden (F all 2,3).

Algorithm us B: lppattern(W)

W sei eine Zeic henk ette der Länge m mit Endzeic hen, jeder V ergleic h mit

wm führt somit zum Misserfolg.

Es wird die T ab elle lppattern[0] ... lppattern[m -1] wie ob en b esc hrieb en

ausgegeb en.

/* Initialisierung */

lppattern[0]:=m;

/* Bestimmung von lppattern[1] */

j:=0;

while(w[j] == w[j+1])

j:=j+1;

17
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lppattern[1]:=j;

k:=1;

/* Bestimmung der restlichen Einträge */

for(i:=2 to m-1) {

|x|:=k+lppattern[k]-i;

if(lppattern[i-k] < |x|) {

lppattern[i]:=lppattern[i-k ]; /* Fall 1 */

} else {

if(j >= k+lppattern[k])

j:=0 /* Fall 2 */

else

j:=|x|; /* Fall 3 */

while(w[j] == w[j+i])

j:=j+1;

lppattern[i]:=j;

k:=i;

}

}

}
Anmerkung:

� Der erste Ein trag en thält trivialer W eise immer die Gesam tlänge v on W .

� Der zw eite Ein trag m uss in jedem F all v or der Bestimm ung der restlic hen

Ein träge k omplett �ausgezählt� w erden, da es no c h k eine V orinformatio-

nen gibt.

� In F all 2 ist jxj negativ. Es sind also k eine V orinformationen v orhanden.

� In F all 3 b eginn t die �Zählung� erst ab jxj , da bis hierhin b ereits �ausge-

zählt� wurde.

Theorem 1:

Der Algorithm us lppattern b enötigt eine Zeit v on O(m) .

Bew eis:

In jedem Durc hlauf der inneren while -Sc hleife wurde das Zeic hen w[j + i ]
no c h nie erfolgreic h mit einem anderen Zeic hen aus W v erglic hen. Da es n ur

m Zeic hen in W gibt, k ann es folglic h auc h insgesam t n ur m Durc hläufe mit

p ositiv em bzw. negativ em T est geb en.

Also ergibt sic h insgesam t für die äuÿere for -Sc hleife und damit für den

Algorithm us die angegeb ene Laufzeit. �
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Der Algorithm us v on Main und Loren tz Abschnitt 2.3.1

Durc h kleine Änderungen des Algorithm us erhält man lptext :

Algorithm us C: lptext(W,T,lppattern)

W bzw. T seien Zeic henk etten der Länge m bzw. n mit Endzeic hen, jeder

V ergleic h mit wm bzw. tn führt somit zum Misserfolg.

lppattern sei die v om gleic hnamigen Algorithm us erzeugte T ab elle.

Es wird die T ab elle lptext[0] ... lptext[n-1] ausgegeb en, diese en tspric h t

der gesuc h ten T ab elle max_prefix .

/* Bestimmung von lptext[0] */

j:=0;

while(w[j] == t[j])

j:=j+1;

lptext[0]:=j;

k:=0;

/* Bestimmung der restlichen Einträge */

for(i:=1 to n-1) {

|x|:=k+lptext[k]-i;

if(lppattern[i-k] < |x|) {

lptext[i]:=lppattern[i-k];

} else {

if(j >= k+lptext[k])

j:=0;

else

j:=|x|;

while(w[j] == t[j+i])

j:=j+1;

lptext[i]:=j;

k:=i

}

}

}

Theorem 2:

Der Algorithm us lptext b enötigt eine Zeit v on O(n) .

Bew eis:

Analog zum Bew eis der Laufzeit v on lppattern . �
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Theorem 3:

Der Algorithm us max_prefix lässt sic h in einer Zeit v on O(n) realisieren.

Bew eis:

Für den Algorithm us v on Main und Loren tz folgt eine Gesam tlaufzeit v on

O(m + n) . Da im Allgemeinen m > n gilt, gen ügt es im Algorithm us

lppattern die ersten n Elemen te zu b erec hnen, da Ein träge gröÿer n nic h t

mehr für den Algorithm us lptext b enötigt w erden.

Hierdurc h lässt sic h die Laufzeit auf O(2n) = O(n) senk en. �

2.3.2 Berec hn ung der Witness-T ab ellen

@@��
@@��

@@��
@@��

@@��
@@��

@@��
@@��

@@��

@@��
@@��

@@��

@@��
@@��

@@��
@@��

@@��
@@��

@@��
@@��

@@��

@@��
@@��

@@��
j

j

j

@@

��@@
��

@@��
@@��

@@��
@@��@@��

@@��

@@��

@@��
@@��

@@��

j=0 j=5

i=0

i=5

i=2

j=2

Abbildung 10: Einzelnes Muster und V ersc hiebung um (i; j ) = (2 ; 2)

Man stelle sic h v or, zw ei iden tisc he Muster lägen wie in Abbildung 10 üb er-

einander. Im A dho c-V erfahren würde man n un alle üb ereinander liegenden

Zeic hen miteinander v ergleic hen, in diesem F all w ären das 16 V ergleic he un ter

der Annahme, die Muster würden üb ereinstimmen.

Sc ha�t man es jedo c h ohne groÿen Aufw and zuerst die üb erlapp enden Zeilen

(anstelle der einzelnen Zeic hen) miteinander zu v ergleic hen und b estimm t erst

b ei Nic h tüb ereinstimm ung die F ehlerstelle innerhalb der en tsprec henden Zeile,

so k äme man im v orliegenden Beispiel un ter gleic her Annahme auf n ur maxi-

mal 4 Zeilen- und 4 Einzelv ergleic he.
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Der folgende Algorithm us leistet dies:

Algorithm us D: Witness-Berechnung

Gegeb en sei ein Muster P der Dimension n � n . Die Spalten seien mit

j = 0:::m � 1 und die Zeilen mit i = 0:::m � 1 durc hn ummeriert.

Für jede Spalte j = 0:::m � 1:

1. Sei wi das Prä�x der Zeile i v on P mit der Länge m � j . Dann ist

W diejenige Zeic henk ette, die durc h aneinander hängen v on w0:::wm� 1

en tsteh t. Hierb ei seien die wi nic h t als einzelne Zeic henk etten, sondern

als jew eils ein Zeic hen zu in terpretieren.

2. Sei t i das Su�x der Zeile i v on P mit der Länge m � j . Dann ist

T diejenige Zeic henk ette, die durc h aneinander hängen v on t0:::tm� 1

en tsteh t. Hierb ei seien die t i nic h t als einzelne Zeic henk etten, sondern

als jew eils ein Zeic hen zu in terpretieren.

3. Bestimme n un die T ab elle max_prefix für die Prä�xe v on W inner-

halb v on T . Beac h te hierb ei, dass die wi und t i jew eils als Zeic hen

und nic h t als Zeic henk ette zu b etrac h ten sind!

4. Für jede Zeile i v on P :

(a) W enn max_ prefix [i ] = m � i gilt, dann ist eine P osition gefunden,

an der die Muster üb ereinstimmen und es wird

TOP � W ITNESS [i; j ] := ( m; m) gesetzt.

(b) Ansonsten:

Sei l die Länge des gemeinsamen Prä�xes v on Ti + max_ prefix [i ] und

Wmax_ prefix [i ] , n un als Zeic henk etten und nic h t mehr als einzelne

Zeic hen in terpretiert.

Dann gilt TOP � W ITNESS [i; j ] = ( max_ prefix [i ]; l) .

Zur Berec hn ung der BOTTOM � W ITNESS b en utzt man eine nahezu

iden tisc hen Algorithm us. Hier w erden W und T mit W = wm� 1wm� 2:::w0

und T = tm� 1tm� 2:::t0 initialisiert. Ist eine F ehlerstelle gefunden, so gilt

BOTTOM � W ITNESS [i; j ] = ( m � max_ prefix [i ] � 1; l) .

}

Erklärung:

Das Muster wird zu Beginn des Algorithm us zw eimal erstellt und dec kungs-

gleic h üb ereinander gelegt. In jedem Durc hlauf wird es ansc hlieÿend um je eine

P osition w eiter nac h rec h ts v ersc hob en ( j wird um eins erhöh t).

Die wi und die t i sind jew eils diejenigen Absc hnitte des Muster, w elc he sic h

ohne v ertik ale V ersc hiebung (d.h. i = 0 ) üb erlapp en.
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Aus diesen Zeilenabsc hnitten w erden n un die Zeic henk etten W und T gebildet

und max_prefix b erec hnet. In Abbildung 10 auf Seite 20 würden sic h so diese

Ketten ergeb en:

i = 0 1 2 3 4 5
W = X X X XO X X X X

T = X X XO X X X X X

max_ prefix [i ] = 0 0 0 0 0 1

Nun wird das Suc hm uster nac h un ten v ersc hob en (d.h. i erhöh t). Dab ei gelan-

gen die letzten i Zeilen aus W und die ersten i Zeilen aus T aus dem Bereic h

der Üb erdec kung heraus.

max_prefix gibt an, wie viele der ersten Zeilenabsc hnitte v on t i ; t i +1 ; : : : ; tm� 1

mit den Zeilenabsc hnitten w0; w1; : : : ; wm� 1 üb ereinstimmen.

Gilt max_ prefix [i ] = m � i , so stimm t der Su�x v on T ab t i mit W üb erein,

die b eiden Muster sind also an der aktuellen P osition dec kungsgleic h. Nac h

der De�nition der Witness-T ab elle wird somit TOP-WITNESS[i,j] auf (m,m)

gesetzt.

Ansonsten ist max_ prefix [i ] die erste Zeile, ab der die sic h üb erlapp enden

Bereic he der b eiden Muster nic h t mehr üb ereinstimmen und k ann als horizon-

taler An teil für diese P osition in die Witness-T ab elle eingetragen w erden. Der

v ertik ale An teil ergibt sic h genau zur P osition l des ersten Zeic hens, w elc hes in-

nerhalb dieser Zeile im Bereic h der Üb erdec kung v om zw eiten Muster ab w eic h t.

Sei zum Beispiel j = 2 und i = 2 (siehe Abbildung 10 auf Seite 20).

Dann gilt max_ prefix [i ] = 0 6= 4 = m � i . Also gibt es gleic h b ei Zeile 0 im

v ersc hob enen Suc hm uster eine Ab w eic h ung. Der üb erlapp ende An teil dieser

Zeile ist �X O X�, der k orresp ondierende An teil des zw eiten Suc hm usters ist

�X X�. Der gemeinsame Prä�x dieser Zeic henfolgen ist �X�, sie un tersc heiden

sic h also ab P osition l = 1 . Somit ist TOP-WITNESS[2,2]=(0,1).

Die Berec hn ung der Bottom-Witness erfolgt nac h dem gleic hen Prinzip. Da

hier jedo c h das zw eite Suc hm uster nac h ob en v ersc hob en wird ergeb en sic h die

im Algorithm us genann ten Ab w eic h ungen.

Theorem 4:

Der Algorithm us b enötigt eine Zeit v on O(m2log� ) .

Bew eis:

Der Algorithm us max_prefix b enötigt eine Zeit v on O(m) . Hier wird aller-

dings da v on ausgegangen, dass der V ergleic h v on zw ei Zeic hen in k onstan ter

Zeit erfolgt.

Um diese V oraussetzung zu erfüllen, k ann man zu Beginn des Witness-
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Algorithm us einen Su�x-Baum aus den aneinander gehängten Reihen des

Suc hm usters erstellen[23 ] und diesen für die Suc he v on kleinsten gemeinsa-

men V orfahren ( le ast c ommon anc estor, LCA) v orb ereiten. Der LCA zw eier

Zeic henk etten ist gleic hzeitig deren längstes gemeinsames Prä�x[19], ist er

genauso lang wie die Ketten, so sind diese folglic h iden tisc h.

Der Aufbau eines solc hen Su�x-Baums k ann in O(m2log� ) erfolgen. Die

V orb ereitung auf LCA-Abfragen ist in einer linearen Zeit möglic h, die Ab-

frage der V orfahren gesc hieh t dann wie b enötigt in k onstan ter Zeit[16 ].

Die Suc he nac h der Länge des längsten gemeinsamen Prä�x (=LCA) im

vierten Sc hritt k ann mit diesem V erfahren eb enfall in k onstan ter Zeit erfol-

gen.

Insgesam t wird der Su�x-Baum n ur einmal aufgebaut, der Algorithm us

max_prefix wird für jede der m -Spalten je einmal b enötigt.

Die Witness-Berec hn ung wird einmal für die T ab elle TOP-WITNESS und

einmal für die T ab elle BOTTOM-WITNESS durc hgeführt.

Es folgt die angegeb ene Laufzeit. �

Anmerkung:

Insgesam t ergeb en sic h für das Muster aus Abbildung 10 auf Seite 20 die fol-

genden Witness-T ab ellen:

TOP � W ITNESS :
0 1 2 3 4 5

0 (6; 6) (0; 0) (2; 0) (0; 0) (0; 0) (0; 0)
1 (0; 0) (1; 2) (0; 0) (0; 0) (6; 6) (0; 0)
2 (0; 0) (0; 0) (0; 1) (0; 0) (0; 0) (6; 6)
3 (2; 3) (0; 0) (0; 0) (6; 6) (0; 0) (0; 0)
4 (0; 0) (6; 6) (0; 0) (0; 0) (6; 6) (0; 0)
5 (0; 0) (0; 0) (6; 6) (0; 0) (0; 0) (6; 6)

BOTTOM � W ITNESS :
0 1 2 3 4 5

0 (6; 6) (5; 1) (5; 0) (2; 0) (5; 1) (5; 0)
1 (5; 1) (5; 0) (3; 1) (5; 1) (5; 0) (6; 6)
2 (5; 0) (4; 2) (5; 1) (5; 0) (6; 6) (4; 0)
3 (5; 3) (5; 1) (5; 0) (5; 0) (5; 1) (5; 0)
4 (5; 1) (5; 0) (6; 6) (5; 1) (5; 0) (6; 6)
5 (5; 0) (6; 6) (5; 1) (5; 0) (6; 6) (6; 6)
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2.4 Bearb eitung des T extes

Die eigen tlic he Suc he läuft in zw ei Sc hritten ab. Zunäc hst w erden v on allen

P ositionen im T ext, an denen das gesuc h te Muster liegen k önn te, diejenigen

gesuc h t, w elc he paarw eise �k onsisten t� sind.

K onsistenz b edeutet, dass die Kandidaten in allen P ositionen, in denen sie sic h

üb erlapp en, iden tisc h sind, sic h also in Dec kung b e�nden.

Im zw eiten Sc hritt w erden dann un ter den v erblieb enen Kandidaten diejenigen

b estimm t, w elc he tatsäc hlic h die gesuc h ten T extstellen sind.

Die K onsistenz soll n un mit den Begri�en der Witness-Theorie de�niert w er-

den:

De�nition 1:

Sei T ein T ext und P ein Suc hm uster. P hab e seinen Ursprung an der

P osition T[i; j ] im T ext und sei v ollständig im T ext en thalten.

Dann wird diese P osition v on P in T Kandidat (in T ) genann t und mit (i; j )
b ezeic hnet.

Im F olgenden w erden so w ohl diese gesuc h ten Muster im T ext als Ganzes, als

auc h die P ositionen an denen ihr Ursprung im T ext liegt, als �Kandidaten�

b ezeic hnet. Die jew eilige Bedeutung ist dem K on text zu en tnehmen.

De�nition 2:

Seien (r; c) und (x; y) zw ei Kandidaten in T der Art, dass c � y , dann sind

(r; c) und (x; y) k onsisten t , w enn gilt:

1. F all ( r � x , x � r < m ):

TOP � W ITNESS [x � r; y � c] = ( m; m)
2. F all ( r > x , r � x < m ):

BOTTOM � W ITNESS [r � x; y � c] = ( m; m)
In den Fällen ( r � x , x � r � m ) und ( r > x , r � x � m ) �nde k eine

Üb ersc hneidung der Muster statt. In diesem F all ist die K onsistenz trivialer

W eise gegeb en.

Sind (r; c) und (x; y) k onsisten t, so wird dies mit (r; c) � (x; y) b ezeic hnet,

ansonsten mit (r; c) 6� (x; y) .

Anmerkung:

� (jx � r j; y � c) ist genau die V ersc hiebung der b eiden Muster un terein-

ander. Ist diese gleic h (m; m) , so gibt es nac h De�nition der Witness-

T ab ellen k eine P osition innerhalb der Üb erlappung dieser Muster, an

denen die Zeic hen nic h t üb ereinstimmen.
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� Die V oraussetzung c � y k ann immer erfüllt w erden, gilt sie nic h t, so

w erden die Kandidaten v ertausc h t. Der Grund dieser Bedingung sind

die Symmetrieüb erlegungen, w elc he zur Einsc hränkung der Betrac h tung

v on 4 auf 2 Quadran ten führten (siehe Seite 11 bzw. [4]).

O�ensic h tlic h ist es v on V orteil in möglic hst w enigen Sc hritten möglic hst viele

ink onsisten te Kandidaten zu eliminieren. Der Algorithm us n utzt hierzu die

T ransitivität der K onsistenz aus:

Lemma 1: top-tr ansitiv

Für alle 1 � r1 � r2 � r3 � n und für alle 1 � c1 � c2 � c3 � n gilt:

Gilt (r1; c1) � (r2; c2) und (r2; c2) � (r3; c3) ,

dann gilt auc h (r1; c1) � (r3; c3) .

Bew eis:

Angenommen un ter den V oraussetzungen des Satzes gelte (r1; c1) 6� (r3; c3) .

Dann gibt es ein x � m � r3 + r1 und ein y � m � c3 + c1 der Art, dass

P[x; y] 6= P[x + r3 � r1; y + c3 � c1]. ( ?)

Es gilt auÿerdem r3 � r2 .

Hieraus folgt x + r3 � r2 und m � x + r3 � r1 � r2 � r1 .

Andererseits gilt m � y + c3 � c1 � c2 � c1 .

Da (r1; c1) � (r2; c2) folgt P[x+ r3 � r1; y+ c3 � c1] = P[x+ r3 � r2; y+ c3 � c2].

Mit der gleic hen Üb erlegung folgt P[x; y] = P[x + r3 � r2; y + c3 � c2] aus

(r3; c3) � (r2; c2) .

Insgesam t ergibt sic h somit P[x; y] = P[x + r3 � r1; y + c3 � c1].

Dies ist ein Widerspruc h zu ( ?). Es folgt die Behauptung. �

Lemma 2: b ottom-tr ansitiv

Für alle 1 � r1 � r2 � r3 � n und für alle 1 � c3 � c2 � c1 � n gilt:

Gilt (r1; c1) � (r2; c2) und (r2; c2) � (r3; c3) ,

dann gilt auc h (r1; c1) � (r3; c3) .

Bew eis:

Analog zum v orherigen Lemma. �
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2.4.1 Eindimensionaler K onsistenz-Algorithm us

Zunäc hst soll ein Algorithm us v orgestellt w erden, der die P ositionen aller k on-

sisten ten Kandidaten ermittelt, w elc he in einer gegeb enen Spalte ihren Ur-

sprung hab en.

Algorithm us E: col_cons_check(c)

Gegeb en sei ein Suc hm uster P mit b erec hneter Witness-T ab elle und ein

T ext T . Das Suc hm uster hab e die Gröÿe m � m, der T ext hab e die Gröÿe

n � n.

Sei c die Spalte v on T , für die eine dopp elt v erk ettete Liste S k onsisten ter

P ositionen v on T b estimm t w erden soll.

S sei mit der P osition (n � m; c) initialisiert.

Für alle Zeilen r = n � m � 1:::0:

1. (x; c) sei der letzte Ein trag in S.

2. Üb erprüfe (r; c) und (x; c) auf K onsistenz.

3. Bei K onsistenz füge (r; c) am Ende v on S ein.

4. Ansonsten:

(a) Ermittle mit Hilfe der Witness-T ab ellen ein Zeic hen w elc hes in (r; c)
und (x; c) nic h t üb ereinstimm t.

(b) V ergleic he diese Zeic hen mit dem k orresp ondierenden Zeic hen im

T ext.

(c) Stimm t (x; c) an dieser Stelle nic h t mit dem T ext üb erein, dann

lösc he (x; c) aus S.

(d) Ist S n un leer, dann füge (r; c) ein. W enn nic h t, dann v ergleic he

(r; c) an dieser Stelle mit dem T ext. Stimmen die Zeic hen üb erein,

dann fahre mit demselb en r , ab er dem neuen letzten Elemen t v on

S b ei Sc hritt 1 fort.

Gib S zurüc k.

}

Erklärung:

Das Suc hm uster wird am �un teren Ende� der Spalte c im T ext p ositioniert.

Da das Muster m und der T ext n Zeic hen ho c h ist, en tspric h t dies genau dem

W ert n � m . Da ein einzelner Kandidat zu sic h selbst trivialer W eise k onsisten t

ist, wird S en tsprec hend mit (n � m; c) initialisiert.

Ein Muster wird n un an die letzte P osition aus S gelegt. Ein zw eites Muster
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wird eine Zeile darüb er p ositioniert und in jedem Sc hritt (also b ei jeder Er-

niedrigung v on r ) um eine Zeile w eiter nac h ob en v ersc hob en.

Sind die b eiden Muster k onsisten t, so ist das zw eite Muster w egen der T ransi-

tivität der K onsistenz auc h mit allen anderen Elemen ten aus S k onsisten t. Es

k ann also in S eingefügt w erden.

Anderenfalls ist mindestens eines der Muster an einer P osition, in der es k eine

F undstelle im T ext repräsen tiert.

Durc h die Witness-T ab elle ist eine P osition b ek ann t, an der sic h die b eiden

Muster in ihrem üb erlapp enden Bereic h un tersc heiden. Die en tsprec henden

Zeic hen w erden mit dem T ext an der en tsprec henden Stelle v erglic hen.

P asst der T ext nic h t zum ersten Muster, so wird dessen P osition aus S ge-

lösc h t, da es sic h in k einem F all um eine F undstelle handeln k ann. Damit ist

jedo c h nic h t automatisc h der zw eite Kandidat mit den anderen Ein trägen aus

S ink onsisten t. Mit diesem Kandidaten und der neuen letzten P osition aus

S wird n un b ei Sc hritt 1 fortgefahren, um seine K onsistenz mit den übrigen

Kandidaten aus S zu testen.

P asst das Zeic hen aus dem ersten Muster zum T ext, so k ann der neue Kandidat

(r; c) k eine F undstelle im T ext sein. Das zw eite Muster wird n un eine w eitere

Zeile nac h ob en v ersc hob en ( r wird v erringert).

W enn S im Laufe dieses V erfahrens k eine Elemen te mehr en thält, so wird

es mit dem Muster an der aktuellen P osition (r; c) initialisiert. Dieses ist tri-

vialer W eise mit sic h selbst k onsisten t, die Eigensc haft v on S n ur k onsisten te

Elemen te zu en thalten bleibt damit erhalten.

Anmerkung:

� Sind zw ei Kandidaten ink onsisten t, so k önnen nic h t b eide eine F und-

stelle im T ext darstellen. Durc h den Abgleic h mit dem T ext üb er die

Witness-T ab ellen wird in jedem F all ein Kandidat en tfern t, w elc her k ei-

ne F undstelle ist. Auf diese W eise wird nie eine F undstelle gelösc h t!

� Die K onsistenz der P ositionen wird mit Hilfe v on De�nition 2 auf Sei-

te 24 b estimm t.

Da in diesem Algorithm us immer y = c und r � x gilt, reduziert sic h die

Abfrage auf:

(r; c) � (x; c) , TOP � W ITNESS [x � r; 0] = ( m; m)
Dab ei ist b esonders zu b eac h ten, dass die Kandidaten trivialer W eise

k onsisten t sind, w enn x � r � m .
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� Im F all (r; c) 6� (x; c) ergeb en sic h die nic h t k orresp ondieren Zeic hen zu:

P[i; j ] für das Zeic hen im Muster an der P osition (x; c)
P[(x � r ) + i; 0 + j ] für das Zeic hen im Muster an der P osition (r; c)
T[x + i; c + j ] für das Zeic hen im T ext

mit (i; j ) := TOP � W ITNESS [x � r; 0]

� Sind zw ei Kandidaten b ei diesem Algorithm us um mehr als m Zeilen

v oneinander en tfern t, so üb ersc hneiden sie sic h nic h t und sind trivia-

ler W eise k onsisten t. Der un tere Kandidat wird also in S gelangen und

ist mit jedem w eiteren (höherem) Kandidaten eb enso trivial k onsisten t.

Säm tlic he K onsistenztests w erden sic h in diesem F all n ur no c h zwisc hen

P ositionen ob erhalb des un teren Kandidaten v ollziehen.

� Die dopp elt v erlinkte Liste ist not w endig um die Laufzeit des Algorith-

m us zu senk en.
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Beispiel 1:

Beispielsw eise soll n un S für Spalte 3 b estimm t w erden:

Sei c = 3 . Seien P und T wie in Abbildung 11 auf der v orherigen Seite gegeb en.

Die Witness-T ab ellen v on P wurden b ereits b erec hnet (Seite 23).

n = 20 , m = 6 , ) m � n = 20 � 6 = 14. Also S := ( m � n; c) = (14 ; 3).

r = 13 (= m � n � 1):

(r; c) = (13 ; 3), (x; c) = (14 ; 3)
TOP � W ITNESS [x � r; 0] = TOP � W ITNESS [1; 0] = (0; 0) =: ( i; j )
) (r; c) 6� (x; c)
k orresp ondierendes Witness-Zeic hen in (x; c) : P[i; j ] = P[0; 0] = �X�

k orresp ondierendes Zeic hen in (r; c) : P[(x � r ) + i; 0 + j ] = P[1; 0] = � �

k orresp ondierendes Zeic hen im T ext: T[x + i; c + j ] = T[14; 3] = � �

Das Zeic hen aus dem Muster b ei (x; c) und das Zeic hen im T ext stimmen nic h t

üb erein. Lösc he (x; c) aus S.

S ist n un leer, füge (r; c) ein und fahre mit dem näc hsten r fort.

S = (13; 3)

r = 12 :

(r; c) = (12 ; 3), (x; c) = (13 ; 3)
TOP � W ITNESS [1; 0] = (0; 0) =: ( i; j ) ) (r; c) 6� (x; c)
k orresp ondierendes Witness-Zeic hen in (x; c) : �X�

k orresp ondierendes Witness-Zeic hen in (r; c) : � �

k orresp ondierendes Zeic hen im T ext: � �

Lösc he (x; c) aus S.

S ist n un leer, füge (r; c) ein und fahre mit dem näc hsten r fort.

S = (12; 3)

r = 11 :

(r; c) = (11 ; 3), (x; c) = (12 ; 3)
TOP � W ITNESS [1; 0] = (0; 0) =: ( i; j ) ) (r; c) 6� (x; c)
k orresp ondierendes Witness-Zeic hen in (x; c) : �X�

k orresp ondierendes Witness-Zeic hen in (r; c) : � �

k orresp ondierendes Zeic hen im T ext: �X�

Das Zeic hen aus dem Muster b ei (x; c) und das Zeic hen im T ext stimmen üb er-

ein, das Zeic hen aus dem Muster b ei (r; c) stimm t demen tsprec hend nic h t mit

dem T ext üb erein. F ahre mit dem näc hsten r fort.

S = (12; 3)

r = 10 :

(r; c) = (10 ; 3), (x; c) = (12 ; 3)
TOP � W ITNESS [2; 0] = (0; 0) =: ( i; j ) ) (r; c) 6� (x; c)
k orresp ondierendes Witness-Zeic hen in (x; c) : �X�
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k orresp ondierendes Witness-Zeic hen in (r; c) : � �

k orresp ondierendes Zeic hen im T ext: �X�

F ahre mit dem näc hsten r fort.

S = (12; 3)

r = 9 :

(r; c) = (9 ; 3), (x; c) = (12 ; 3)
TOP � W ITNESS [3; 0] = (2; 3) =: ( i; j ) ) (r; c) 6� (x; c)
k orresp ondierendes Witness-Zeic hen in (x; c) : �O�

k orresp ondierendes Witness-Zeic hen in (r; c) : � �

k orresp ondierendes Zeic hen im T ext: � �

Lösc he (x; c) aus S.

S ist n un leer, füge (r; c) ein und fahre mit dem näc hsten r fort.

S = (9 ; 3)

Bei den folgenden Durc hläufen ändert sic h der Inhalt v on S nic h t, deshalb n un

w eiter b ei r = 3 :

S = (9 ; 3)
r = 3 :

(r; c) = (3 ; 3), (x; c) = (9 ; 3)
Nun m üsste der Witness-Ein trag für [6,0] ermittelt w erden. Da das Muster

jedo c h n ur 6x6 Zeic hen groÿ ist, ist dieser W ert nic h t de�niert, trivialer W eise

gilt hier jedo c h (r; c) � (x; c) .

Also wird (r; c) am Ende v on S eingefügt.

S = (9 ; 3) ! (3; 3)

Dieser W ert bleibt bis zum letzten Sc hritt erhalten:

S = (9 ; 3) ! (3; 3)
r = 0 :

(r; c) = (0 ; 3), (x; c) = (3 ; 3)
TOP � W ITNESS [3; 0] = (2; 3) =: ( i; j ) ) (r; c) 6� (x; c)
k orresp ondierendes Witness-Zeic hen in (x; c) : �O�

k orresp ondierendes Witness-Zeic hen in (r; c) : � �

k orresp ondierendes Zeic hen im T ext: � �

Lösc he (x; c) aus S. S ist nic h t leer, w eiter b ei Sc hritt 1.

S = (9 ; 3)

(r; c) = (0 ; 3), (x; c) = (9 ; 3)
T rivialer W eise sind n un wiederum (r; c) und (x; c) k onsisten t.

Also wird (r; c) am Ende v on S eingefügt.

S = (9 ; 3) ! (0; 3)
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Also sind für c = 3 in diesem Beispiel (9; 3) und (0; 3) zw ei k onsisten te Kandi-

daten.

Später wird sic h (9; 3) als eine P osition des Musters im T ext herausstellen. y

Theorem 5:

Der Algorithm us col_cons_check ist k orrekt und b enötigt eine Zeit v on

O(n) .

Bew eis:

Die K orrektheit ist aus den Erklärungen in V erbindung mit Lemma 1 auf

Seite 25 ersic h tlic h.

Zur Laufzeit:

S k ann in k onstan ter Zeit initialisiert w erden. Jeder K onsistenztest erfolgt

üb er die Witness-T ab ellen in k onstan ter Zeit. Für jede Zeile r in der Sc hleife

gibt es hö c hstens einen erfolgreic hen T est auf K onsistenz. Für jeden negati-

v en T est wird en t w eder der aktuelle Kandidat (r; c) o der der ob erste Kan-

didat aus S en tfern t. Da die Anzahl der Kandidaten durc h n b esc hränkt ist

(streng genommen n � m ), folgt die Gesam tlaufzeit zu O(n) . �
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2.4.2 Zw eidimensionaler K onsistenz-Algorithm us

Nac hdem es n un möglic h ist innerhalb einer Spalte v om T ext T alle k onsisten-

ten Kandidaten des Musters P zu ermitteln, m uss der Algorithm us erw eitert

w erden, um n ur jene Kandidaten zu erhalten, w elc he auc h horizon tal b etrac h-

tet paarw eise k onsisten t sind.
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Abbildung 12: Bottom Up und T op Do wn

Die Idee:

Es sei die Situation v on Abbildung 12 gegeb en.

Es gelte folgende In v arian te für j > i :

P(j ) � die nic h t gelösc h ten Kandidaten in den

Spalten j; :::; n � 1 sind paarw eise k onsisten t

Die Kandidaten, w elc he sic h im T ext auf der rec h ten Seite der aktuellen Spalte

i b e�nden, sind also alle k onsisten t.

Nun soll die Spalte i hinzugenommen w erden. Die Kandidaten innerhalb die-

ser Spalte ( X bzw. C ) sind b ereits mit dem Algorithm us col_cons_check als

v ertik al k onsisten t iden ti�ziert.

Nun m uss üb erprüft w erden, ob diese Kandidaten auc h mit allen Kandidaten

des rec h ten Bereic hs k onsisten t sind. Aufgrund der T ransitivität der K onsis-

tenz gilt:

Ist ein Kandidat C aus der zu üb erprüfenden Spalte mit dem link en Kan-

didaten � einer Zeile aus dem sc hon v eri�zierten Bereic h k onsisten t, so gilt

diese Eigensc haft für alle Kandidaten O aus dieser Zeile. Es gen ügt also je-

w eils der V ergleic h mit einem Elemen t einer Zeile. Im Algorithm us wird hierzu

das Elemen t b en utzt, �w elc hes am w eitesten links� liegt, also den kleinsten

Spaltenindex b esitzt.
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Sind C und � nic h t k onsisten t, so k ann nac h einem Abgleic h mit dem zugrunde

liegenden T ext (wie sc hon b ei col_cons_check ) en t w eder der neue Kandidat

C o der ab er � en tfern t w erden.

Wird � en tfern t, so m uss der T est mit dem näc hsten Elemen t aus dieser Spal-

te wiederholt w erden. Wird C en tfern t, so k ann man mit dem näc hsthöheren

Kandidaten X in der aktuellen Spalte fortfahren.

Nac h diesem Prinzip k ann gew ährleistet w erden, dass jeder Kandidat aus der

neuen Spalte mit jedem Kandidaten aus dem sc hon k onsisten ten Bereic h un-

terhalb seiner eigenen P osition k onsisten t ist. Diese Üb erlegungen führen zum

Algorithm us bottom_up .

Es fehlt no c h die K onsistenz der neuen Elemen te mit allen darüb er liegenden

Kandidaten im k onsisten ten Bereic h. Dies leistet der Algorithm us top_down ,

der im Gegensatz zu bottom_up die neuen Kandidaten und die Zeilen aus dem

k onsisten ten Bereic h v on ob en nac h un ten durc hläuft.

Es folgt n un der eigen tlic he Algorithm us zur Ermittlung aller k onsisten ten

Kandidaten in einem zw eidimensionalen T ext. Dieser durc hläuft den T ext v on

rec h ts nac h links und fügt jede neue Spalte wie b esc hrieb en mit Hilfe v on

bottom_up und top_down und un ter Einhaltung der In v arian te P hinzu.

Algorithm us F: cons_check

Für alle i = 0:::n � m sei Ci := col_ cons_ check(i ) die Liste aller Kandida-

ten in der Spalte i .

Für alle j = 0:::n � m initialisiere eine leere dopp elt v erk ettete Liste Rj zur

Aufnahme v on Kandidaten in der Zeile j .

Sortiere alle Kandidaten aus der Liste Cn� m in die Listen Rj ein.

Für alle i = n � m � 1:::0:

1. bottom_up(i)

2. top_down(i)

3. Sortiere alle üb erleb enden Kandidaten aus Ci en tsprec hend ihrer Zei-

lenk omp onen te in die Listen Rj ein.

}

Anmerkung:

� Die Spaltenk omp onen te v on Ci ist trivialer W eise immer i , die Zeilen-

k omp onen te v on Rj immer j .

� Durc h bottom_up(i) und top_down(i) w erden, wie ob en b esc hrieb en,

alle Kandidaten eliminiert, w elc he nic h t k onsisten t zu den üb er bzw.

un ter ihnen b e�ndlic hen Zeilen sind.
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� In den Rj b e�nden sic h durc h diesen Algorithm us n ur Kandidaten, w elc he

rec h ts der aktuellen Spalte i liegen.

� Spalten und Zeilen gröÿer als n � m bleib en un b erüc ksic h tigt, da hier

k eine v ollständige Üb erdec kung durc h das Muster möglic h ist und daher

Kandidaten an diesen P ositionen k eine F undstellen sein k önnen. Sie sind

nic h t mehr v ollständig im T ext en thalten.

� Am Ende dieses Algorithm us en thalten die Ci und die Rj n ur no c h paar-

w eise k onsisten te Kandidaten.

Algorithm us G: bottom_up(c)

Der Algorithm us greift auf die Listen Ci und Rj v on cons_check zu.

Sei cur ein Zeiger auf den un tersten Ein trag v on Cc .

Sei row = n � m die letzte v erglic hene Zeile.

Solange cur existiert:

1. Sei lf t ein Zeiger auf den Kandidaten in Rrow mit der kleinsten Spal-

tenk omp onen te.

2. Sind cur und lf t k onsisten t, o der ist Rrow leer, dann fahre mit der

näc hsten Zeile fort: row := row � 1.

3. Sind sie nic h t k onsisten t, dann

(a) �nde eine P osition (i; j ) an der die Muster nic h t üb ereinstimmen

(aus der Witness-T ab elle)

(b) v ergleic he die en tsprec henden Zeic hen aus cur und lf t mit dem

k orresp ondierenden Zeic hen im T ext um herauszu�nden, w elc hes

dieser b eiden Muster in jedem F all nic h t als F undstelle in F rage

k omm t.

i. K omm t lf t nic h t in F rage, dann en tferne diesen Ein trag aus

den en tsprec henden Listen Ci und Rj .

ii. K omm t cur nic h t in F rage, dann en tferne cur aus Cc , setze cur
auf den näc hsthöheren Ein trag in Cc .

4. W enn row kleiner als die Zeilenk omp onen te v on cur ist (also row
�üb er� cur ), dann setze cur auf den näc hsthöheren Ein trag v on Cc .

Gibt es k einen höheren Ein trag, so existiert cur nic h t und der Algo-

rithm us bric h t ab.

}
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top_do wnb ottom_up

cur

lft

i,j

cur

lft

i,j

Abbildung 13: V ergleic he b ei Ink onsistenz

Anmerkung:

� Die räumlic hen Begri�e sind immer als Bezug des Kandidaten auf seine

P osition im T ext zu in terpretieren.

� In den Rj b e�nden sic h durc h diesen Algorithm us n ur Kandidaten, w elc he

rec h ts der aktuellen Spalte i liegen. lf t liegt also auc h immer rec h ts v on

cur .

� Der K onsistenztest erfolgt nac h De�nition 2 auf Seite 24. Da sic h cur
immer links v on lf t b e�ndet v ereinfac h t sic h die Abfrage:

(cr ; cc) � (l r ; lc) , TOP � W ITNESS [l r � cr ; lc � cc] = ( m; m)
mit (cr ; cc) := cur und (l r ; lc) := lf t .

� Im F alle einer Ink onsistenz w erden die folgenden Zeic hen v erglic hen (v er-

gleic he Abbildung 13):

P[i + ( l r � cr ); j + ( lc � cc)] für das Zeic hen aus dem Muster b ei cur
P[i; j ] für das Zeic hen aus dem Muster b ei lf t
T[i + l r ; j + lc] für das Zeic hen im T ext

mit (i; j ) := TOP � W ITNESS [l r � cr ; lc � cc]

� Wird ein Elemen t aus Rrow gelösc h t, dann wird b eim näc hsten Sc hleifen-

durc hgang das näc hste Elemen t aus row mit cur v erglic hen. Dies wird

dadurc h erreic h t, dass in diesem F all cur nic h t w eiter gesetzt wird.

� Ist lf t k onsisten t zu cur , dann ist die ganze Zeile zu cur k onsisten t

(T ransitivität!).

� Ist eine Zeile aus dem k onsisten ten Bereic h mit cur k onsisten t, dann ist

sie auc h mit jedem Elemen t aus Cc ob erhalb v on cur k onsisten t (T ransi-

tivität!). Aus diesem Grund m uss jede Zeile n ur einmal als k onsisten t zu

einem Cc ob erhalb dieser Zeile iden ti�ziert w erden. Deshalb wird selbst

b ei Lösc h ung v on cur row nic h t zurüc kgesetzt.

35



Kapitel 2 Algorithm us v on Amir, Benson und F arac h

� V orsic h t F alle: Je nac h Implemen tierung k ann es not w endig sein das

näc hste cur zu b estimmen b ev or man das aktuelle cur w egen Ink on-

sistenz lösc h t!

Der Algorithm us top_down funktioniert im Prinzip genauso und sei n ur der

V ollständigk eit halb er und ohne K ommen tare hier angegeb en:

Algorithm us H: top_down(c)

Der Algorithm us greift auf die Listen Ci und Rj v on cons_check zu.

Sei cur ein Zeiger auf den ob ersten Ein trag v on Cc .

Sei row = 0 die letzte v erglic hene Zeile.

Solange cur existiert:

1. Sei lf t ein Zeiger auf den Kandidaten v on Rrow mit der kleinsten

Spaltenk omp onen te.

2. Sind cur und lf t k onsisten t, o der ist Rrow leer, dann fahre mit der

näc hsten Zeile fort: row := row + 1 .

3. Sind sie nic h t k onsisten t, dann

(a) �nde eine P osition (i; j ) an dem die Mustern nic h t üb ereinstimmen

(aus der Witness-T ab elle)

(b) v ergleic he die en tsprec henden Zeic hen aus cur und lf t mit dem

k orresp ondierenden Zeic hen im T ext um herauszu�nden, w elc hes

dieser b eiden Muster in jedem F all nic h t als F undstelle in F rage

k omm t.

i. K omm t lf t nic h t in F rage, dann en tferne diesen Ein trag aus

den en tsprec henden Listen Ci und Rj .

ii. K omm t cur nic h t in F rage, dann en tferne cur aus Cc , setze cur
auf den näc hsttieferen Ein trag in Cc .

4. W enn row gröÿer als die Zeilenk omp onen te v on cur ist, dann setze

cur auf den näc hsttieferen Ein trag v on Cc .

Gibt es k einen tieferen Ein trag so existiert cur nic h t und der Algo-

rithm us bric h t ab.

}

Anmerkung:

Es gelten äquiv alen te Üb erlegungen wie zu bottom_up . Da sic h jedo c h lf t im-

mer ob erhalb v on cur b e�ndet, m uss für den K onsistenzv ergleic h

BOTTOM � W ITNESS [cr � l r ][lc � cc] =: ( i; j ) b etrac h tet w erden.
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Im F alle einer Ink onsistenz sind dann folgende Zeic hen zu v ergleic hen (Abbil-

dung 13 auf Seite 35):

P[i � (cr � l r ); j + ( lc � cc)] für das Zeic hen aus dem Muster b ei cur
P[i; j ] für das Zeic hen aus dem Muster b ei lf t
T[i + l r ; j + lc] für das Zeic hen im T ext
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Abbildung 14: Der F all c=6

Beispiel 2:

Für die Suc he im Beispiel 11 auf Seite 28 ergeb en sic h zu Beginn des Algorith-

m us die folgenden Listen:

C0 ! (0; 0) C1 ! (1; 1) C2 ! (2; 2)
C3 ! (0; 3) ! (9; 3) C4 ! (0; 4) C5 ! (0; 5)
C6 ! (0; 6) ! (12; 6) C7 ! (1; 7) C8 ! (2; 8)
C9 ! (3; 9) C10 ! (0; 10) ! (7; 10) C11 ! (0; 11)
C12 ! (0; 12) C13 ! (1; 13) C14 ! (2; 14)
R2 ! (2; 14)
Alle anderen Listen sind leer.
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Angenommen die ersten Durc hläufe des Algorithm us sind b ereits erfolgt, als

näc hstes soll Spalte 6 b earb eitet w erden. Es liegt die Situation aus Abbil-

dung 14 auf der v orherigen Seite v or, in den Listen sind die folgenden W erte

en thalten:

C0 ! (0; 0) C1 ! (1; 1) C2 ! (2; 2)
C3 ! (0; 3) ! (9; 3) C4 ! (0; 4) C5 ! (0; 5)
C6 ! (0; 6) ! (12; 6) C9 ! (3; 9) C10 ! (7; 10)
R3 ! (3; 9) R7 ! (7; 10)

1. Phase: bottom_up

cur ! (12; 6)
row := n � m = 20 � 6 = 14
R14 ist leer, setze row herab ! R13 leer ! � � � ! R11 .

Nun steh t row = 11 ob erhalb v on cur (Zeile 12). cur wird also auf den näc hst-

höheren Ein trag v on C6 in der aktuellen Spalte gesetzt:

cur ! (0; 6)
R11 leer ! � � � ! R7 .

R7 ist nic h t leer, der am w eitesten links liegende (und einzige) Ein trag v on R7

ist (7; 10), setze lf t := (7 ; 10).

Prüfe auf K onsistenz: (0; 6) ?� (7; 10)
Die Kandidaten sind trivialer W eise k onsisten t, fahre mit der näc hsten row
fort: row = 6 .

R6 leer ! � � � ! R3 .

lf t := (3 ; 9)

Prüfe auf K onsistenz: (0; 6) ?� (3; 9)
Die Kandidaten sind k onsisten t, fahre mit der näc hsten row fort: row = 5 .

Alle w eiteren Rrow sind leer, b ei row := � 1 bric h t der Algorithm us ab, da hier

row wieder üb er cur liegt. Nun m üsste der näc hste cur aus C6 gew ählt w erden,

es gibt jedo c h k einen w eiteren Ein trag in C6 .

2. Phase: top_down

cur ! (0; 6)
row := 0
R0 leer ! R1 .

Damit ist row un terhalb v on cur , setze cur auf den näc hsttieferen Ein trag v on

C6 :

cur ! (12; 6)
R1 leer ! � � � ! R3 .

R3 ist nic h t leer, der am w eitesten links liegende (und einzige) Ein trag v on R3

ist (3; 9), setze lf t := (3 ; 9).

Prüfe auf K onsistenz: (12; 6) ?� (3; 9)
Die Kandidaten sind k onsisten t, fahre mit der näc hsten row fort: row = 4 .

R7 leer ! : : : ! R7 .
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lf t := (7 ; 10)

Prüfe auf K onsistenz: (12; 6) ?� (7; 10)
Die Kandidaten sind k onsisten t, fahre mit der näc hsten row fort: row = 8 .

Alle w eiteren Rrow sind leer, b ei row := 13 bric h t der Algorithm us ab, da hier

row un terhalb v on cur liegt. cur m üsste n un auf den näc hsten Ein trag v on C6

gesetzt w erden, dieser existiert jedo c h nic h t.

3. Phase: Einsortierung

Da b eide Kandidaten in C6 k onsisten t w aren und nic h t gelösc h t wurden, w er-

den sie n un in die Rj einsortiert. Die Listen Ci bleib en un v erändert, die Rj

ergeb en sic h n un zu:

R0 ! (0; 6)
R3 ! (3; 9)
R7 ! (7; 10)
R12 ! (12; 6)

F ahre n un mit dem näc hsten i fort:

i := 5

1. Phase: bottom_up

cur ! (0; 5)
row := 14
R14 leer ! � � � ! R12 .

lf t := (12; 6)

Prüfe auf K onsistenz: (0; 5) ?� (12; 6)
Die Kandidaten sind k onsisten t, fahre mit der näc hsten row fort: row = 11 .

R11 leer ! � � � ! R7 .

lf t := (7 ; 10)

Prüfe auf K onsistenz: (0; 5) ?� (7; 10)
Die Kandidaten sind k onsisten t, fahre mit der näc hsten row fort: row = 6 .

R6 leer ! � � � ! R3 .

lf t := (3 ; 9)

Prüfe auf K onsistenz: (0; 5) ?� (3; 9)
Die Kandidaten sind nic h t k onsisten t!

Üb erprüfe mit Hilfe der Witness-T ab elle ob cur o der lf t nic h t mit dem T ext

üb ereinstimmen, cur stellt sic h als nic h t üb ereinstimmend heraus, lf t passt an

dem in der Witness-T ab elle gegeb enem Zeic hen zum T ext.

cur wird aus C5 en tfern t.

Nun wird cur auf den näc hsthöheren Ein trag in C5 gesetzt, da es k einen gibt

wird der Algorithm us b eendet.
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In diesem F all w ar der Kandidat b ei cur ungültig. Da dieser no c h nic h t in

einem v orangegangenen Sc hritt in die Rrow -Listen üb ertragen wurde, m uss er

auc h n ur aus der Liste Ccur gelösc h t w erden. Wäre der Kandidat b ei lf t un-

gültig gew esen, so hätte dieser aus den Ccur - und Rrow -Listen gelösc h t w erden

m üssen. Im näc hsten Durc hlauf des Algorithm us w äre dann der näc hste Kan-

didat innerhalb v on Rrow mit Ccur v erglic hen w orden.

Ein Beispiel für solc h einen F all ist der V ergleic h v on (0; 12) mit (2; 14) b ei

V erarb eitung v on Spalte 12.

2. Phase: top_down

Da C5 durc h die letzte Phase n un k einen Kandidaten mehr en thält gibt es k ein

gültiges cur und der Algorithm us bric h t sofort ab.

3. Phase: Einsortierung

Da k eine neuen Kandidaten gefunden wurden ( C5 ist n un leer!) �ndet k eine

Einsortierung v on neuen Elemen ten in Ri statt. Es ist ab er zu b eac h ten, dass

mittlerw eile (0; 5) aus C5 gelösc h t wurde, diese Liste ist n un also leer.

Die näc hsten Sc hritte sollen nic h t näher gezeigt w erden, nac h Ablauf des ge-

sam ten Algorithm us v erbleib en die folgenden paarw eise k onsisten ten Kandida-

ten in den b eiden Listen:

(0; 6); (2; 2); (3; 9); (7; 10); (9; 3); (12; 6) y

Theorem 6:

Der Algorithm us ist k orrekt und b enötigt eine Zeit v on O(n2) .

Bew eis:

Wie in Algorithm us col_cons_check w erden n ur Kandidaten gelösc h t, w el-

c he nac h einem Abgleic h mit dem T ext nic h t als F undstelle in F rage k om-

men. Es w erden also explizit nie F undstellen gelösc h t.

Um zu zeigen, dass nac h Ablauf des Algorithm us n ur paarw eise k onsisten te

Kandidaten in Rj (und somit auc h in Ci ) v erbleib en, seien zunäc hst (r1; c1)
und (r2; c2) zw ei willkürlic h gew ählte Kandidaten aus Rj mit oBdA c1 < c2 .

1. F all: r1 � r2

Bew eis p er v ollständiger Induktion:

Es gilt die In v arian te P(c1) .

Annahme: Nac h Bearb eitung der Spalte c1 + 1 gilt P(c1 + 1) .

Die Kandidaten innerhalb der Spalte c1 + 1 sind aufgrund v on Theorem 5

auf Seite 31 paarw eise k onsisten t. Sei (r2; c0) der Kandidat mit der kleinsten

Spaltenk omp onen te aus Rr 2 nac h Bearb eitung v on Spalte c1 , der Art, dass

c0 > c1 .
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Nac h Lemma 1 auf Seite 25 gen ügt es zu zeigen, dass (r1; c1) � (r2; c0) , da

(r2; c0) � (r2; c2) .

Sei (r 0; c1) der letzte Kandidat, mit dem (r2; c0) innerhalb v on bottom_up( c1 )

v erglic hen wurde.

Behauptung: r 0 � r1 und (r 0; c1) � (r2; c0) .

Bew eis:

Angenommen (r 0; c1) 6� (r2; c0) . Dann wird en t w eder (r 0; c1) o der (r2; c0) v on

der Liste der Kandidaten gelösc h t.

Wird (r2; c0) en tfern t, so m uss n un der Kandidat mit der näc hsthöheren

Spaltenk omp onen te in Rr 2 mit (r 0; c1) v erglic hen w erden. Dies widerspric h t

der Annahme, dass k ein Elemen t aus c1 mit einem Kandidaten aus Rr 2 v er-

glic hen wurde, der eine gröÿere Spaltenk omp onen te als (r2; c0) hat.

Wird (r 0; c1) eliminiert, dann m uss n un (r2; c0) mit dem Kandidaten aus c1

mit der näc hstniedrigeren Zeilenk omp onen te (also dem näc hsthöheren Kan-

didaten) v erglic hen w erden. Dies widerspric h t jedo c h der Annahme, dass

(r 0; c1) der letzte Kandidat in c1 w ar, mit dem (r2; c0) v erglic hen wurde.

Um zu zeigen, dass r 0 � r1 gilt, gen ügt die folgende Üb erlegung:

Wäre r1 > r 0
, dann w äre niemals (r2; c0) mit (r 0; c1) v erglic hen w orden ohne

v orher (r1; c1) auf K onsistenz mit (r2; c0) zu testen. Da jedo c h k einer dieser

Kandidaten gestric hen wurde, m üssten sie k onsisten t gew esen sein.

Dann w ären jedo c h (r2; c0) und (r 0; c1) nie v erglic hen w orden. �

Damit ist gezeigt, dass (r1; c1) � (r 0; c1) , (r 0; c1) � (r2; c0) , (r2; c0) � (r2; c2)
gilt und auÿerdem r1 � r 0 � r2 und c1 � c0 � c2 gelten m uss. Mit Hilfe v on

Lemma 1 auf Seite 25 ist damit der Bew eis für diesen F all erbrac h t.

2. F all: r1 > r 2

Der Bew eis erfolgt analog mit der Prozedur top_down anstelle v on bottom_up

und Lemma 2 auf Seite 25 anstelle v on Lemma 1 auf Seite 25.

Die K omplexitätsun tersuc h ung erfolgt mit ähnlic hen Argumen ten wie im

Bew eis zu Theorem 5 auf Seite 31.

In bottom_up und bottom_down führt jeder V ergleic h zur En tfern ung ei-

nes Kandidaten o der zu einer V ersc hiebung des cur -Zeigers. Da die ob ere

Sc hrank e für die Anzahl v on Kandidaten b ei n2
liegt (genauer: (n � m)2

),

k ann es auc h hö c hstens n2
Lösc h ungen pro Prozedur geb en. Eine V ersc hie-

bung v on cur k ann hö c hstens O(n) mal pro Prozedur erfolgen (Anzahl mög-

lic her Kandidaten pro Spalte), jede Prozedur wird O(n) mal aufgerufen

(möglic he Anzahl v on Spalten). Insgesam t ergibt sic h also die b ehauptete

Laufzeit zu O(n2) . �
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2.5 V eri�zierung der F undstellen

Nun b e�nden sic h in den Listen Rj (und genauso in Ci ) n ur no c h T extstel-

len, w elc he paarw eise k onsisten t sind. Die letzte Aufgab e des Algorithm us ist

es n un auf e�zien te W eise diejenigen Kandidaten zu ermitteln, w elc he auc h

wirklic h mit dem T ext üb ereinstimmen.

Die K onsistenzeigensc haft führt zu folgender Erk enn tnis:

Wird ein Zeic hen im T ext v on zw ei Kandidaten üb erdec kt, so gen ügt es diese

Stelle mit einem der Kandidaten zu v ergleic hen. Das Ergebnis gilt dann analog

für b eide Kandidaten, da sie an der b etro�enen Stelle üb er dem T ext üb erein-

stimmen.

Zur Üb ersic h tlic hk eit wird zuerst n ur der eigen tlic he Algorithm us v orgestellt.

Im Ansc hluss w erden zur genaueren Besc hreibung zw ei Prozeduren präsen tiert,

w elc he eine e�zien te Implemen tierung gew ährleisten.

Algorithm us I: verify

1. Markiere jedes Zeic hen T[r; c] im T ext mit einem

K o ordinatenpaar < i; j > , w elc hes angibt, mit w elc hem Zeic hen im Suc h-

m uster P[i; j ] es v erglic hen w erden m uss.

2. V ergleic he jedes T extelemen t an der markierten P osition mit dem gesuc h-

ten Muster und markiere es b ei Üb ereinstimm ung mit �w ahr�, ansonsten

mit �falsc h�.

3. Markiere jeden Kandidaten, w elc her innerhalb seiner Üb erlappung mit

dem T ext ein �falsc h� en thält mit einer �Defekt�-Mark e.

4. En tferne jeden Kandidaten mit einer �Defekt�-Mark e an seinem Ursprung

aus der Liste der Kandidaten.

Nun en thält die Kandidatenliste alle F undstellen des Musters im T ext.

}

Anmerkung:

1. T extstellen, w elc he v on k einem Kandidaten üb erlappt w erden, erhalten

in Sc hritt 1 k einerlei Markierung

2. Die Markierung in Sc hritt 1 ist nic h t eindeutig, da ein Zeic hen im T ext zu

v ersc hiedenen Kandidaten (sogenann te �relev an te Kandidaten�) gehören

k ann. Durc h die K onsistenz der Kandidaten un tereinander ist es jedo c h

irrelev an t auf w elc hen sic h die Markierung b ezieh t, da es k einen Ein�uss

auf das zu v ergleic hende Zeic hen in Sc hritt 2 hat.
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3. Zur Markierung in Sc hritt 1 wird die Prozedur abf_wave_mark b en utzt.

4. Sc hritt 1 und Sc hritt 2 k önnen zusammengefasst w erden, indem sc hon

b ei Markierung eines T extelemen ts der V ergleic h aus Sc hritt 2 erfolgt.

5. Die Markierung im 3. Sc hritt erfolgt mit der Prozedur abf_wave_disc .

6. Ein Kandidat gilt in Sc hritt 4 n ur dann als zum En tfernen markiert,

w enn sein Basiselemen t mit einer en tsprec henden Mark e v ersehen ist.

7. Der 3. und 4. Sc hritt k ann wiederum zusammengefasst w erden, indem

sc hon in abf_wave_disc die en tsprec henden Kandidaten en tfern t w er-

den.

Zur Markierung der Zeic hen im T ext mit den en tsprec henden K o ordinaten ei-

nes Zeic hens im Suc hm uster wird ein Prinzip b en utzt, w elc hes die Autoren

�The W a v e� nennen[5 ]. Der Name k omm t daher, dass dieses Prinzip seinen

Ursprung im Sp ort hat, w enn die Zusc hauer die �W elle� bilden, in dem die

Zusc hauerreihe, w elc he links neb en einer stehenden Reihe sitzt, sic h hinstellt

und die stehende Reihe sic h daraufhin wieder setzt. Diese W elle setzt sic h dann

durc h das ganze Stadion fort.

Im folgenden Algorithm us wird n un das Muster spalten w eise (zeilen w eise) v on

links nac h rec h ts und ob en nac h un ten durc hlaufen. Der W ert eines jeden

Zeic hens hängt direkt v om Zeic hen ab, w elc hes eine Spalte (Zeile) v orher in

derselb en Zeile (Spalte) b earb eitet wurde.

Hierdurc h w erden die Markierungen üb er den T ext v erbreitet (Abbildung 15).

Dab ei wird dafür gesorgt, dass die Ausbreitung der �W elle� auÿerhalb der Kan-

didaten, o der b ei Üb ersc hreitung der Grenze zu einem neuen Kandidaten, v er-

hindert wird.
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Abbildung 15: wave_mark
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Algorithm us J: wave_mark

1. Initialisierung: Markiere für jeden Kandidaten dessen Ursprung im T ext

mit < 0; 0 > .

2. Spalten W elle:

Für alle Spalten c:

Für alle Zeilen r := 0:::n � 1:

Besitzt T[r; c] no c h k eine Mark e und ist T[r � 1; c] de�niert

und hat die Mark e < i; j > und gilt i < m � 1,

dann markiere T[r; c] mit < i + 1; j > .

3. Zeilen W elle:

Für alle Zeilen r :

Für alle Spalten c := 0:::n � 1:

Besitzt T[r; c] no c h k eine Mark e und ist T[r; c � 1] de�niert

und hat die Mark e < i; j > und gilt j < m � 1,

dann markiere T[r; c] mit < i; j + 1 > .

}

Anmerkung:

Die F unktionsw eise ist mit Hilfe v on Abbildung 15 auf der v orherigen Seite

einsic h tig. Im ersten Sc hritt w erden alle Mark en v ertik al nac h un ten v erteilt.

Im zw eiten Sc hritt �ndet dann die horizon tale V erteilung nac h rec h ts statt.

Dab ei wird ausgehend v om Ursprung des Kandidaten an der en tsprec henden

Stelle im T ext jew eils die relativ e P osition der Zeic hen zum T ext erhöh t, bis

das �Ende� des Kandidaten erreic h t ist, also bis j > = m bzw. i > = m .

Um Sp eic her zu sparen k ann der Algorithm us auc h dahingehend geändert w er-

den, dass man n ur jew eils eine Spalte im Sp eic her b ehält und den T ext spal-

ten w eise v on links nac h rec h ts und innerhalb der Spalte v on ob en nac h un ten

durc hläuft. Un terhalb der aktuellen P osition en thält die Spalte dab ei die Ein-

träge der v orhergehenden Spalte. Ist die aktuelle P osition in den Ci en thalten,

so wird sie mit (0; 0) markiert, ansonsten wird eine gültige Markierung ob er-

halb o der links v on der P osition gesuc h t und deren Markierung en tsprec hend

der W elle erw eitert. Sollte dab ei so w ohl die P osition ob erhalb als auc h die P o-

sition links der aktuellen P osition gültig sein, so w ählt man diejenige mit den

kleineren Markierungen. Ist auf diese W eise ein Index für die aktuelle P osition

gefunden, so k ann der V ergleic h und somit die Markierung mit �w ahr� o der

�falsc h� erfolgen.
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Die Markierung der zu en tfernenden Kandidaten gesc hieh t mit einer zw eiten

W elle, dieses Mal v on un ten nac h ob en und rec h ts nac h links (Abbildung 16).

Damit sic h k eine F ehlerstelle in einem gültigen Kandidaten ausbreitet, wird ein

Zähler mitgeführt. Dieser stellt sic her, dass sic h jeder F ehler n ur um m Stellen,

also maximal üb er die Breite einer F undstelle hin w eg, ausbreitet. Damit k ann

er n ur dann den Ursprung eines Kandidaten erreic hen, w enn er innerhalb der

Grenzen dieses Kandidaten lag und n ur in diesem F all wird der Kandidat für

ungültig erklärt.

Die Reihenfolge der Spalten in der Spalten w elle, bzw. der Zeilen in der Zeilen-

w elle ist für die F unktion des Algorithm us dab ei irrelev an t.
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Abbildung 16: wave_disc

Algorithm us K: wave_disc

1. Initialisierung: Markiere jede Stelle mit einer �F ehler�-Markierung mit

d < 0; 0 > als Defekt.

2. Spalten W elle:

Für alle Spalten c:

Für alle Zeilen r := n � 1:::0:

Besitzt T[r; c] no c h k eine Mark e und ist T[r + 1; c] de�niert

und hat die Mark e d < i; j > und gilt i < m � 1,

dann markiere T[r; c] mit d < i + 1; j > .

3. Zeilen W elle:

Für alle Zeilen r :

Für alle Spalten c := n � 1:::0:

Besitzt T[r; c] no c h k eine Mark e und ist T[r; c + 1] de�niert

und hat die Mark e d < i; j > und gilt j < m � 1,

dann markiere T[r; c] mit d < i; j + 1 > .

}
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Anmerkung:

1. Die Initialisierung gesc hieh t zw ec kmäÿiger W eise direkt b ei der Markie-

rung der F ehlerstellen in der Prozedur verify , bzw. un ter Berüc ksic h-

tung v on Anmerkung 4 zu diesem Algorithm us in wave_mark .

2. Die Reihenfolge der Spalten in der Spalten w elle, bzw. der Zeilen in der

Zeilen w elle ist für die F unktion des Algorithm us dab ei wieder irrelev an t.

Theorem 7:

Der Algorithm us verify ist k orrekt und b enötigt eine Zeit v on O(n2) .

Bew eis:

Der Ric h tigk eit des grundsätzlic hen Algorithm us ist klar. Der einzige anzu-

zw eifelnde Asp ekt ist, ob die �W elle� in den b eiden Un terprozeduren jew eils

die ric h tigen Kandidaten markiert.

Sei (r; c) ein Kandidat, w elc her die T extp osition T[r + i; c+ j ] en thält. Dann

k ann j als Sp altenabstand und i als Zeilenabstand zwisc hen dem Ursprung

v on (r; c) im T ext und T[r + i; c + j ] angesehen w erden.

Kandidaten mit einem minimalen Zeilenabstand (Spaltenabstand) w erden

als zeilennahe ( sp altennahe ) Kandidaten b ezeic hnet. Ist ein Kandidat zu-

gleic h spaltennah und zeilennah zu T[r; c] und sind diese Abstände im Be-

trag kleiner als m (der Kandidat en thält T[r; c]), dann handelt es sic h um

einen nahen Kandidaten.

Als Distanz zwisc hen T[r; c] und einem Kandidaten wird das zugehörige

W ertepaar aus Zeilenabstand und Spaltenabstand b ezeic hnet.

Behauptung: Das Zeic hen im Suc hm uster, mit w elc hem T[r; c] im T ext

v on wave_mark markiert wird, ist < i; j > , w ob ei (r � i; c � j ) der nahe

Kandidat v on T[r; c] ist.

Bew eis: P er Induktion üb er den Spaltenabstand des nahen Kandidaten.

Für einen Spaltenabstand v on 0 (der Kandidaten ursprung des nahen Kan-

didaten liegt in derselb en Spalte wie das zu markierende Zeic hen im T ext

T[r; c]) sic hert die Spalten w elle, dass < i; j > die Distanz zwisc hen T[r; c]
und seinem nahen Kandidaten darstellt.

Angenommen, dass für jedes Zeic hen im T ext mit einem Spaltenabstand v on

d zu seinem nahen Kandidaten, das P aar < i; j > die Distanz zu seinem

nahen Kandidaten angibt, so ist leic h t einzusehen, dass die Zeilen w elle die

k orrekte Markierung aller Zeic hen im T ext mit einem Spaltenabstand v on

d + 1 zum nahen Kandidaten sic herstellt. �

Der Bew eis der Ric h tigk eit v on wave_disc v erläuft analog.
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Laufzeitv erhalten:

Die Prozeduren wave_mark und wave_disc b enötigen eine Zeit v on je O(n2) .

Sie w erden in verify jew eils n ur einmal aufgerufen. Da auc h jeder w eitere

Sc hritt in verify leic h t in einer Zeit O(n2) zu implemen tieren ist, folgt dies

als Gesam tlaufzeit. �
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2.6 Résumé

So w ohl die Suc he nac h k onsisten ten Kandidaten, als auc h die endgültige V eri�-

zierung der gefundenen P ositionen b enötigt eine Zeit v on O(n2) und ist damit

insb esondere wie gewünsc h t unabhängig v om v erw endeten Alphab et und au-

ÿerdem linear üb er die Anzahl der Zeic hen im T ext N := n � n .

Durc h die K onstruktion der Witness-T ab ellen in einer Zeit v on O(m2log� )
k ann jedo c h leider k eine wie v on den Autoren v erspro c hene alphab etunabhän-

gige Gesam tlaufzeit v on O(n2) erzielt w erden.

Mit anderen (k omplizierteren) V erfahren zur Witness-Bestimm ung k ann dieser

Mak el ausgeräum t w erden.

Ein V erfahren hab en die Autoren selbst un ter dem b ezeic hnenden Titel �The

T ruth, the Whole T ruth, and Nothing but the T ruth� [6] v erö�en tlic h t. Sie b e-

n utzen hierb ei die F unktion

P0[i; j ] =
�

1 , w enn P[i; j ] = P[0; 0]
0 , w enn P[i; j ] 6= P[0; 0]

um aus dem gesuc h ten Muster P ein Muster P0
zu erzeugen, w elc hes üb er

einem binären Alphab et de�niert ist. Durc h log 2 = 1 ist es möglic h für P0
in

einer Zeit v on O(m2) eine Witness-T ab elle zu erzeugen.

Je nac h Art der P erio de v on P0
k ann n un dessen Witness-T ab elle auf die

Witness-T ab elle v on P üb erführt w erden.

Diese Üb erführung b enötigt im sc hlimmsten F all eine Laufzeit v on O(m2) un-

abhängig v om gew ählten Alphab et. Die b en utzten Algorithmen sind jedo c h

leider sehr k omplex und w erden zum T eil v on den Autoren n ur im Ansatz

o der als Idee wiedergegeb en. Sie k önnen somit als theoretisc her Bew eis für die

Existenz eines alphab etunabhängigen Algorithm us angesehen w erden, in der

Praxis �nden diese Ideen jedo c h v erm utlic h k eine direkte V erw endung.

Eine w eitere Metho de wird v on Cro c hemore und Rytter v orgesc hlagen[12].

Sie b en utzen einen v eränderten Algorithm us v on Galil und P ark[15]. Hier wird

mit einer nic h t radian t-p erio disc hen Un termatrix v on P b egonnen und diese

rekursiv an ihren Rändern erw eitert. Bei dieser Erw eiterung k ann dann je nac h

Art der momen tan für die Un termatrix v orliegenden P erio dizität die Witness-

T ab elle generiert w erden. Insgesam t ist auf diese W eise ein auc h praktisc h

an w endbarer Algorithm us möglic h, w elc her eine Zeit v on O(m2) zum Aufbau

der Witness-T ab elle v on P b enötigt.

In den absc hlieÿenden Un tersuc h ungen wird sic h jedo c h zeigen, dass die V or-

v erarb eitungsphase auc h mit einfac hen Algorithmen n ur einen sehr kleinen T eil

der Gesam tlaufzeit ausmac h t und der Algorithm us selbst ohne V orv erarb eitung

n ur in seltenen Fällen eine akzeptable Laufzeit liefert.
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3 Idee v on Cro c hemore, G � asienic, Plando wski

und Rytter

Cro c hemore, G � asienic, Plando wski und Rytter b eziehen sic h auf die v on Amir,

Benson und F arac h gesc ha�enen Grundlagen, hab en in ihrer Arb eit [10] ab er

einen v ollk ommen anderen Ansatz gew ählt. Sie zeigen die Idee für einen Algo-

rithm us auf, w elc her aufgrund seiner K omplexität eher theoretisc her Natur ist

und präsen tieren demen tsprec hend auc h n ur einen un v ollständigen algorithmi-

sc hen Un terbau.

Da die Ideen und Ansätze jedo c h v on vielen anderen Autoren aufgegri�en

wurden und als Grundlage w eiterer Algorithmen dienen, sollen sie hier nä-

her b esc hrieb en w erden. Ein aus diesen Ideen en tstandener Algorithm us v on

Kärkk äinen und Ukk onen [18 ] wird im nac hfolgenden Kapitel v orgestellt.

3.1 V orüb erlegungen und Begri�e

Wie sc hon im v orangegangenen Kapitel w erden als P erio den solc he V ersc hie-

bungsv ektoren b ezeic hnet, die zw ei iden tisc he Muster b ei V ersc hiebung um

diesen V ektor in den üb erlapp enden Bereic hen in Dec kung bringen.

De�nition 1:

Sei � = ( � 1; � 2) ein zw eidimensionaler V ektor. Dann ist die Gröÿe v on �
de�niert durc h j� j := max(j� 1j; j� 2j) .

Sei N := n0� n00
ein rec h tec kiger Bereic h. Ist j� 1j � c�j n0j und j� 2j � c�j n00j ,

dann ist � ein kurzer V ektor b ezüglic h N .

Jede K omp onen te eines V ektors ist also b etragsmäÿig hö c hstens c mal so groÿ

wie die k orresp ondierende Seite des Rec h tec ks. Im F olgenden wird c w eiterhin

als K onstan te mit einem W ert v on

1
8 b en utzt.

De�nition 2:

Besitzt ein Muster eine kurze P erio de, so ist das Muster p erio disc h .

Die Autoren w ollen unnötige V ergleic he v ermeiden um die Laufzeiten des Al-

gorithm us zu minimieren. Hierzu v ergleic hen sie zuerst n ur einige b estimm te

Punkte des Suc hm usters mit den en tsprec henden Punkten im T ext. Erst w enn

diese Pr ob e (engl. Sample ) erfolgreic h w ar wird das ganze Suc hm uster v ergli-

c hen.

Je mehr Punkte die Prob e en thält, umso gröÿer ist die Chance aufgrund des

ersten V ergleic hs eine möglic he F undstelle auszusc hlieÿen. Gleic hzeitig steigt

dadurc h jedo c h auc h die Anzahl der b enötigten V ergleic he.

Das Problem ist also eine Prob e zu �nden, w elc he möglic hst c harakteristisc h

für das gesuc h te Muster ist und zeitgleic h möglic hst w enig Punkte en thält.
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Abbildung 17: Suc hm uster und Prob e

De�nition 3:

Eine Prob e S zu einem Suc hm uster P ist eine Menge v on P ositionen mit

zugehörigen Zeic hen aus P .

Die P osition einer Prob e (� � � in Abbildung 17) innerhalb eines T exts ist die

P osition der link en ob eren Ec k e des zur Prob e gehörenden Suc hm usters im

T ext.

De�nition 4:

Stimmen alle Elemen te einer Prob e S an der P osition x mit dem T ext

üb erein, so stimm t das Suc hm uster P partiell mit dem T ext T üb erein.

Sc hreib w eise: P artiellerFund (x; S) .

Nun k omm t eine w eitere Idee der Autoren zum T ragen. Stimm t an einer P o-

sition x die Prob e S mit dem T ext T üb erein, so läÿt sic h ein rec h tec kiger

Bereic h F im T ext b estimmen, in dem sic h (gegeb enenfalls mit Ausnahme v on

x ) k eine P osition einer F undstelle b e�ndet. Dieser Bereic h wird als Field of

Fir e v on S (kurz: FoF(S) ) b ezeic hnet. Dab ei m uss x nic h t not w endigerw eise

in F liegen. Die relativ e P osition v on x b ezüglic h F wird als Hand le v on S
b ezeic hnet.

De�nition 5:

Mit bedecktV on(T;F ; x) w erden mit Ausnahme v on x diejenigen P ositionen

im T ext T b ezeic hnet, w elc he v on F üb erdec kt w erden.

Zusammengefasst gilt also:

Gilt P artiellerFund (x; S) , so gibt es k eine F undstelle des

Musters P an den P ositionen bedecktV on(T;F ; x) im T ext.

Das Problem b esteh t an dieser Stelle darin ein en tsprec hendes F oF zu jeder

Prob e S zu �nden. Hat man dieses Problem gelöst, so ist es möglic h mit relativ

w enigen V ergleic hen ( jSj viele) eine (zumeist groÿe) Anzahl v on Kandidaten
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( jF j viele) auszusc hlieÿen. Da das F oF n ur v on S abhängt, k ann dieser Aus-

sc hluss in k onstan ter Zeit erfolgen.
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Abbildung 18: Kleine Prob e und Rahmenprob e

Die Prob e k ann eine b eliebige Un termenge des Suc hm usters sein, im F olgen-

den w erden jedo c h n ur zw ei Arten v on Prob en b etrac h tet (siehe auc h Abbil-

dung 18):

De�nition 6:

Eine kleine Prob e b esteh t aus zw ei P ositionen des Suc hm usters mit den

dazugehörigen Sym b olen. Das zugehörige F oF F ist ein rec h tec kiger Bereic h

der Gröÿe c� m0� c� m00
. Das Handle v on S m uss sic h dab ei nic h t zw angsläu�g

innerhalb v on F b e�nden.

De�nition 7:

Ein Rahmen S v on P b esteh t aus P ositionen eines e � e groÿen quadrati-

sc hen Bereic hs des Suc hm usters P und den dazugehörigen Sym b olen, mit

Ausnahme eines im Zen trum v on S b e�ndlic hen Bereic hs (dem Lo c h ) der

Gröÿe (i � 1) � (i � 1). Er wird b esc hrieb en durc h ein W ertepaar (e; i) und

mit � (e; i) b ezeic hnet.

Die Dic k e des Rahmens ist de�niert als � (� ) := e � i + 1 .

Eine Rahmenprob e S v on P ist ein Rahmen v on P mit einem F oF F .

F ist ein quadratisc her Bereic h der Gröÿe c � � (� ) � c � � (� ) . Das Handle

v on S liegt im Zen trum v on F .

Es ist o�ensic h tlic h, dass die E�zienz eines en tsprec henden Algorithm us mit

w ac hsender Anzahl v on Zeic hen in der Prob e sinkt und mit w ac hsender Gröÿe

des F oF steigt. So gesehen k önn te man meinen, die kleine Prob e w äre in den

meisten Fällen v on V orteil. Durc h die P osition des Handles k ann jedo c h oft ein

Rahmensample b essere Ergebnisse liefern.
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3.2 Suc he nac h nic h tp erio disc hen Mustern

G � asienic, Plando wski und Rytter hab en für den eindimensionalen F all einen

sehr einfac hen Algorithm us implemen tiert [14].

Sei p ein eindimensionales, nic h tp erio disc hes Suc hm uster, pre[p] das Prä�x v on

p mit Länge

2
3 jpj und suf [p] das Su�x v on p mit Länge

2
3 jpj . Dann sind en t-

w eder pre[p], suf [p] o der b eide nic h tp erio disc h.

Sei next[p] :=
�

pre[p] , falls pre[p] nic h tp erio disc h

suf [p] , sonst

und zoomseq[p] = ( p; next[p]; next[next[p]]; :::) . Dann ist zoomseqeine so ge-

nann te Zo om-Se quenz , eine F olge v on ähnlic hen regelmäÿigen Ob jekten mit

abnehmender Gröÿe. Jedes Elemen t lässt sic h dab ei aus seinem V orgänger in

k onstan ter Zeit und mit k onstan tem Sp eic herv erbrauc h b erec hnen. Da jedes

Elemen t en t w eder Prä�x o der Su�x seines V orgängers ist, gen ügt ein Bit zur

Sp eic herung eines jeden Elemen tes v on zoomseq, insgesam t ist der Sp eic her-

aufw and dieser Liste somit logarithmisc h zur Listenlänge.

Während der Suc he v ergleic h t man n un zuerst das letzte und damit kleinste

Elemen t der Liste mit dem T ext. Bei Üb ereinstimm ung v ergleic h t man mit dem

näc hst gröÿeren Elemen t und fährt bis zur Au�ndung v on p fort. Durc h die

sukzessiv e V erw endung v on Prä�xen und Su�xen k ann man b ei Nic h tüb er-

einstimm ung das Suc hm uster um die Länge des zuletzt üb ereinstimmenden

Elemen ts üb er dem T ext v ersc hieb en.
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Abbildung 19: innen , aussen und zentrum
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Um dieses V erfahren auf zw eidimensionale Muster zu üb ertragen m uss zuerst

eine Datenstruktur gefunden w erden, w elc he für P den Prä�xen und Su�xen

v on p im eindimensionalen F all en tspric h t. Hierfür lassen sic h Rahmen v on P
v erw enden. Prä�xe und Su�xe sind hierb ei der innere und der äuÿere Bereic h

des Rahmens, das ganze P en tspric h t einem Rahmen mit leerem Lo c h, also

mit i = 1 (siehe Abbildung 19 auf der v orherigen Seite).

De�nition 8:

Sei � := � (e; i) ein Rahmen mit der Dic k e t := � (� ) = e� i + 1 . Dann seien

die folgenden Un terrahmen de�niert:

innen(� ) := � (e � 2c � t; i )
zentrum(� ) := � ( e+ i

2 + c � t; e+ i
2 � c � t)

aussen(� ) := � (e; i + 2c � t)

Beispiel 1:

Sei � (e; i) = � (30; 7). Dann ist die Dic k e t = � (� ) = e� i +1 = 30 � 7+1 = 24 .

Die Prob e ist also ein e � e = 30 � 30 Einheiten groÿes Quadrat, in dem ein

i � 1 � i � 1 = 6 � 6 groÿer Innen teil fehlt.

innen(� ) = � (e � 2ct; i ) = � (30 � 21
824; 7) = � (24; 7). Dies ist ein 24 � 24

Einheiten groÿes Quadrat, in dem ein 6 � 6 groÿer Innen teil fehlt.

zentrum(� ) = � ( e+ i
2 + ct; e+ i

2 � ct) = � (21:5; 15:5). Dies ist ein 21; 5 � 21; 5
Einheiten groÿes Quadrat, in dem ein 14; 5 � 14; 5 groÿer Innen teil fehlt.

aussen(� ) = � (e; i + 2ct) = � (30; 13). Dies ist ein 30 � 30 Einheiten groÿes

Quadrat, in dem ein 12� 12 groÿer Innen teil fehlt.

Es ist deutlic h die Lage wie in Abbildung 19 auf der v orherigen Seite zu erk en-

nen. innen und aussen üb erlapp en sic h in einem grossen Bereic h, in w elc hem

mit Abstand zu den Grenzen v on aussen und innen der zentrum -Rahmen

liegt. y

Es fehlt die De�nition der P erio dizität für solc he Rahmen, sie ist der b ek ann-

ten De�nition für Matrizen jedo c h sehr ähnlic h.

De�nition 9:

Zw ei Punkte x; y innerhalb eines Rahmens � sind gradlinig v erbunden in � ,

w enn die V erbindungsgerade v on x und y ganz in � liegt.

In P sind also alle Punkte paarw eise gradlinig v erbunden, da P einem Rahmen

mit i = 1 (also ohne �Lo c h�) en tspric h t.
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De�nition 10:

Der V ektor � ist eine P erio de des Rahmens � , w enn für alle gradlinig in �
v erbundenen Punkten x 2 P , x + � auc h P[x] = P[x + � ] für jede P osition

x aus dem zum Rahmen gehörendem Muster P gilt.

Der Rahmen � ist p erio disc h , w enn er eine P erio de mit einer Länge kleiner

als c � � (� ) b esitzt.

Ist der Rahmen � nic h tp erio disc h, dann ist er eine Rahmenprob e für P mit

einen F oF F der Gröÿe c� (� ) � c� (� ) und einem Handle im Zen trum v on F .

Um den eindimensionalen Algorithm us zu üb ertragen m uss n ur no c h gezeigt

w erden, dass für jedes nic h tp erio disc he P en t w eder innen(P) , aussen(P) o der

b eide wieder nic h tp erio disc h sind. Das folgende Lemma leistet dies:

Lemma 1:

(a) Sei innen(� ) p erio disc h und x , y 2 � zw ei in innen(� ) gradlinig v erbun-

dene Punkte. Sei auÿerdem x � y b ezüglic h � ein kurzer V ektor. Dann

gibt es zw ei gradlinig v erbundene Punkte x0; y0 2 zentrum(� ) , so dass

P[x] = P[x0], P[y] = P[y0] und x � y = x0 � y0
gilt.

(b) Ist � ein nic h tp erio disc her Rahmen, dann ist mindestens einer der b eiden

Rahmen innen(� ) und aussen(� ) nic h tp erio disc h.

Bew eis:

Zu (a): Es sei � eine kurze P erio de v on � 0 := innen(� ) . Sei auÿerdem L eine

Gerade durc h x und y . Sei � nic h t parallel zu L . T ransp oniert man n un x
und y üb er ein Vielfac hes v on � möglic hst nah an den äuÿeren Rand v on

� 0
, dann w erden x , y auf die gesuc h ten x0

, y0
gesc hob en.

Ist � parallel zu L , so v erfährt man analog.

Zu (b): Ist innen(� ) nic h tp erio disc h, dann ist die Aussage erfüllt. W enn

nic h t, dann sei angenommen, dass aussen(� ) eb enfalls p erio disc h ist.

F olglic h hat � 0 := innen(� ) einen kurzen P erio den v ektor � und � 00 :=
aussen(� ) b esitzt einen kurzen P erio den v ektor � . Da � nic h tp erio disc h ist,

existiert ein gradlinig v erbundenes P aar v on P ositionen x; y in � mit x � y =
� und P[x] 6= P[y]. Da x und y auc h in � 00

liegen k önn ten, seien diese oBdA

so gew ählt, dass x und y in � 00
nic h t gradlinig v erbunden sind. Da sic h � 0 � 00

in einem sehr groÿen Bereic h üb erlapp en, impliziert dies, dass sic h x und

y in � 0
nah am inneren Rand v on � 00

b e�nden. Mit (a) k önnen x und y auf

zw ei P ositionen x0
und y0

in zentrum(� ) transp oniert w erden, so dass gilt

P[x] = P[x0] und P[y] = P[y0]. Durc h die K onstruktion der drei Un terrah-

men gilt immer zentrum(� ) � � 00
. Da P[x0] = P[x] 6= P[y] = P[y0] brec hen

x0
und y0

in � 00
die P erio dizität � , w enn sie gradlinig v erbunden sind. In
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zentrum(� ) sind diese Punkte jedo c h b ezüglic h � 00
immer gradlinig v erbun-

den, da hier alle Punkte w eit gen ug v om Lo c h v on � 00
en tfern t sind. Es gilt

also x0; x0+ � 2 � 00
und x0

und x0+ � sind gradlinig in � 00
v erbunden, es gilt

jedo c h auc h P[x0] 6= P[x0+ � ]. Dies widerspric h t der Annahme, dass � eine

P erio de v on � 00
ist.

Damit k önnen innen(� ) und aussen(� ) nic h t b eide p erio disc h sein. �

Mit Hilfe v on Lemma 1 auf der v orherigen Seite (b) k ann n un wie im eindi-

mensionalen F all eine F unktion Zoomseq de�niert w erden:

De�nition 11:

Zoomseq(P) = ( � 1; � 2; :::; � k) mit � 1 = P und

� i +1 =
�

innen(� i ) , falls innen(� i ) ist nic h tp erio disc h

aussen(� i ) , falls aussen(� i ) ist nic h tp erio disc h

für 1 � i < k .

Die Dic k e der einzelnen Rahmen � (� i ) nimm t somit wie im eindimensionalen

F all die Länge der Zeic henk etten stetig ab.

Das k ist so zu w ählen, dass � (� i +1 ) < � (� i ) für 1 � i < k .

Da P nic h t p erio disc h ist, existiert nac h Lemma 1 auf der v orherigen Seite (b)

Zoomseq(P) . Im F olgenden k ann deshalb oBdA da v on ausgegangen w erden,

dass diese F unktion sc hon b estimm t wurde.

Auÿerdem führt diese Eigensc haft zu einer w eiteren wic h tigen Beobac h tung: in

einem Aussc hnitt v om T ext der Gröÿe

c
2m � c

2m k ann es hö c hstens eine F und-

stelle des Musters geb en. Es ist also möglic h den T ext gleic hmäÿig in nic h t

üb erlapp ende Segmen te dieser Gröÿe aufzuteilen und diese einzeln auf jew eils

eine F undstelle zu un tersuc hen.

W eiterhin sei b ereits eine kleine Prob e S für P b ek ann t.

Dass man da v on oBdA ausgehen k ann, wird später gezeigt.

Der n un folgende Algorithm us durc hläuft ein Segmen t S v on rec h ts nac h links

und v on un ten nac h ob en. Die erste un tersuc h te P osition b e�ndet sic h also

un ten rec h ts in S , die letzte ob en links. Im F olgenden wird mit A der �akti-

v e� Bereic h des Segmen ts b ezeic hnet, der alle möglic hen F undstellen en thält,

im �inaktiv en� Bereic h b e�nden sic h P ositionen, w elc he b ereits als F undstellen

ausgesc hlossen w erden k onn ten. Zu Beginn des Algorithm us ist A = S , der

inaktiv e Bereic h ist leer. Mit next(x; A ) wird die in der erläuterten Reihenfol-

ge näc hste auf x folgende aktiv e P osition b ezeic hnet. Ist x b ereits das �letzte�

Elemen t, o der ist A leer, so gilt next(x; A ) = NULL .

Für jede P osition x wird zuerst üb erprüft ob ein partieller F und v on S v or-

liegt. Ist dies der F all, so wird das v om Durc hmesser gröÿte Elemen t � i v on

Zoomseq(P) b estimm t, w elc hes eb enfalls partiell an dieser P osition gefunden

55



Kapitel 3 Idee v on Cro c hemore, G � asienic, Plando wski und Rytter

wird. Ist dies P selbst, so ist x eine gesuc h te F undstelle, eine w eitere k ann es

in diesem Segmen t nic h t geb en und der Algorithm us k ann abgebro c hen w er-

den. Ansonsten k önnen en tsprec hend dem F oF v on � i einige P ositionen aus A
ausgesc hlossen w erden, zusätzlic h w erden die P ositionen v or x en tfern t. Da an

dieser P osition eb enfalls k ein partieller F und v on S v orlag k önnen dies auc h

k eine F undstellen v on P sein.

Um die ausgesc hlossenen Bereic he e�zien t sp eic hern zu k önnen, w erden die

folgenden Notationen eingeführt:

De�nition 12:

Der Abstand dist zw eier Punkte (x1; x2) und (y1; y2) ist de�niert als

dist((x1; x2); (y1; y2)) := maxfj x1 � y1j; jx2 � y2jg .

�� �
�
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�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

� �
�

� �
�

� ��

        �
X

Abbildung 20: �( x; 2)

De�nition 13:

In der Menge �( x; r ) liegen alle P ositionen z 2 S ob erhalb und rec h ts der

P osition x , für die gilt dist(x; z) > r � 0 (siehe Abbildung 20).

De�nition 14:

Der Radius eines F oF der Gröÿe f � f ist maxf
� f

2

�
; 1g.

Der folgende Algorithm us implemen tiert die Suc he nac h einer F undstelle v on P
innerhalb eines Segmen ts S v on T , un ter der Annahme, dass P nic h tp erio disc h

ist und Zoomseq(P) bzw. die kleine Prob e S zu P sc hon b estimm t wurde.
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Algorithm us A: SamplingZooming

A = S
Sei x die un tere rec h te Ec k e v on S .

Solange x nic h t NULL

Gilt partiellerFund (x; S) , dann

Sei j := min f i � 1 : partiellerFund (x; � i )g
Ist j = 1 , dann ist x eine F undstelle,

der Algorithm us k ann b eendet w erden.

Sonst setze r := radius(FoF(� j )) .

A := �( x; r )
x := next(x; A )

}

Lemma 2:

Der Algorithm us SamplingZooming �ndet eine P osition v on P im T ext in

einer Zeit v on O(N ) mit einem Sp eic heraufw and v on O(1) .

Bew eis:

Da die Gröÿe v on S k onstan t ist, hängen die Gesam tk osten für die Bestim-

m ungen v on partiellerFund(S) linear v on der Gröÿe des Segmen ts S ab.

Ins Gewic h t fällt deshalb im W esen tlic hen die Berec hn ung v on j . Diese k ann

durc h die sukzessiv e Bestimm ung v on partiellerFund an der P osition x
mit den Rahmen � k ; � k� 1; : : : ; � j realisiert w erden. Die Zo om-Sequenz der

� i k ann dab ei durc h eine logarithmisc he Anzahl v on Bits b esc hrieb en und

somit in einem einzelnen In teger-W ert gesp eic hert w erden. Hierdurc h k ann

ein k onstan ter Sp eic heraufw and zur Bestimm ung v on j erzielt w erden.

Die eigen tlic he Bestimm ung v on partiellerFund gesc hieh t jew eils mit ei-

nem naiv en Algorithm us, sie hängt damit zeitlic h prop ortional v on der Grö-

ÿe v on � j ab. Die zeitlic hen K osten b etragen also O(� (� j )m) . � (� j ) ist wie-

derum prop ortional zum Radius r des F oF v on � j . Zusammenfassend k ann

also j := min f i � 1 : partiellerFund (x; � i )g mit einem k onstan ten Sp ei-

c heraufw and und in einer Zeit O(r � m) b estimm t w erden.

Im V erlauf des Algorithm us w erden v ersc hiedene x ( x1; x2; : : : ; p) und en t-

sprec hend v ersc hiedene Radien r ( r1; r2; : : : ; rp ) b etrac h tet. Somit b enötigt

der Algorithm us insgesam t eine Zeit v on

P p
i =1 r i m . Dab ei liegt jedes x i

ob erhalb und rec h ts seines V orgängers und es gilt dist(x i ; x i +1 ) � r i , die

Summe der r i ist also durc h m b esc hränkt. Die

P
k ann deshalb durc h m2

abgesc hätzt w erden, die Laufzeit ist somit hinsic h tlic h der Gröÿe des ge-

suc h ten Musters linear.

Es gibt O( n2

m2 ) Segmen te S in T . Da jedes in einer Zeit v on O(jSj) v erar-

b eitet w erden k ann, ergibt sic h eine Gesam tlaufzeit für den gesam ten T ext,

w elc he linear zu dessen Gröÿe ist. �
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Die für den Algorithm us getro�ene Annahme, dass Zoomseq(P) b estimm t

wurde ist aufgrund v on Lemma 1 auf Seite 54 unproblematisc h, die Annahme

der Existenz einer kleinen Prob e S jedo c h nic h t. Der Algorithm us k ann ab er

leic h t erw eitert w erden um auf diese Annahme v erzic h ten zu k önnen.

De�nition 15:

Mit truncate(P) wird die (1� c)m� m groÿe Un termatrix v on P b ezeic hnet,

w elc he aus den un teren (1 � c) � m Zeilen v on P b esteh t.

Mit �breiten Prob en� w erden nic h tp erio disc he Un termatrizen v on P b e-

zeic hnet, w elc he durc h die En tfern ung der ob ersten Zeilen v on P en tstehen.

Die Anzahl der zu en tfernenden Zeilen ist nic h t festgelegt. Die Bezeic hn ung

�breite Prob e� folgt aus der T atsac he, dass die Prob e mehr Spalten als Zeilen

en thält.

Ist truncate(P) nic h tp erio disc h, so handelt es sic h hierb ei folglic h eb enfalls um

eine breite Prob e.

Lemma 3:

Ist P nic h tp erio disc h und truncate(P) p erio disc h, so b esitzt P eine �kleine

Prob e� S.

Mit Hilfe v on truncate k ann aus P eine Zo om-Sequenz Z v on nic h tp erio di-

sc hen Un termatrizen v on P b estimm t w erden:

Z = ( P = P0; P1; : : : ; Pk) mit Pi +1 = truncate(Pi ) für 1 � i < j und einem k
der Art, dass Pk = truncate(Pj ) p erio disc h ist o der n ur no c h aus einer Zeile

b esteh t.

Der n un folgende Algorithm us un terteilt den T ext in Segmen te mit einer Gröÿe

v on

c
2m � c

2m . Da die breiten Prob en Pi so breit sind, dass sie ein F oF mit

mindestens

c
2m Spalten b esitzen, ist sic hergestellt, dass der aktiv e Bereic h im

F alle eines partiellen F undes genau aus einer gewissen Anzahl v on v ollständigen

Zeilen am Anfang des aktuellen Segmen ts b esteh t. In diesem F all k önnen also

genau h Zeilen b ei der w eiteren Suc he üb ersprungen w erden, mit h := Anzahl

der Zeilen v on Pi .

Die einzelnen Kandidaten im jew eils aktiv en Bereic h w erden in derselb en Rei-

henfolge wie b ei SamplingZooming durc hlaufen. Der Algorithm us b en utzt da-

b ei die folgenden F unktionen:

findNext (x; P0; S) suc h t ab (und inklusiv e) der P osition x im aktiv en Bereic h

nac h der näc hsten Un termatrix P0 2 f P = P0; P1; : : : ; Pkg innerhalb des Seg-

men ts S und gibt deren P osition zurüc k. Wird P0
nic h t gefunden, so gibt sie

NULL zurüc k. findNext wird mit Hilfe des Algorithm us SamplingZooming

b estimm t.

58



Suc he nac h nic h tp erio disc hen Mustern Abschnitt 3.2.0

shiftUp (x; s; S) gibt den ersten Punkt derjenigen Zeile in S zurüc k, w elc he s
Zeilen üb er x liegt. Liegt diese Zeile auÿerhalb v on S , so wird NULL zurüc k-

gegeb en.

Algorithm us B: GenerelleNichtperiodischeS uche

x := erste P osition in S (un ten rec h ts).

solange x nic h t NULL ist

x := f indNext (x; Pk ; S)
j := min f i � 1 : partiellerFund (x; Pi )g
Ist j = 1 , dann ist x eine F undstelle v on P in T , der

Algorithm us k ann abgebro c hen w erden.

h := Anzahl der Zeilen v on Pj

x := shif tUp (x; ch
2 ; S)

}
Die in einem Durc hlauf erbrac h te Arb eit des Algorithm us ist prop ortional zur

Anzahl der durc h shiftUp üb ersprungenen Zeilen. Daher ist der Zeitaufw and

für die Un tersuc h ung eines Segmen ts prop ortional zu dessen Gröÿe. Zusammen

mit der Un tersuc h ung v on SamplingZooming ist damit gezeigt, dass ein nic h t-

p erio disc hes Muster in einem T ext mit linearem Zeitaufw and und k onstan tem

Sp eic her gefunden w erden k ann.

59



Kapitel 3 Idee v on Cro c hemore, G � asienic, Plando wski und Rytter

3.3 Suc he nac h p erio disc hen Mustern

Ein nic h tp erio disc hes Muster ist en t w eder geraden-, strahlen-, o der gitterp eri-

o disc h (siehe Seite 11). Je nac h der Art der P erio dizität k ann man die Suc he

auf eine Suc he nac h nic h tp erio disc hen Mustern zurüc kführen. Exemplarisc h

soll an dieser Stelle der sc h wierigste F all, die Behandlung v on geradenp erio di-

sc hen Mustern erläutert w erden (siehe Abbildung 5 auf Seite 13). Sei P ein
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Abbildung 21: Zusammengesetztes Muster D

geradenp erio disc hes Suc hm uster und � die kürzeste P erio de v on P . Die Ric h-

tung v on � sei � (� ) = x
y mit oBdA j� (� )j � 1. Sei P1 der Bereic h v on P ,

w elc her aus dessen ob eren 3j� j =: h Zeilen b esteh t, P2 der Bereic h v on P ,

w elc her aus den un teren h Zeilen v on P b esteh t (Abbildung 21). F asst man P1
und P2 als ein Muster D zusammen, so ist D nic h tp erio disc h. Dies b edeutet

auc h, dass jeder Nic h t-Nullv ektor v := ( x; y) mit jxj < ch und jyj < cm , w el-

c her k eine P erio de v on P ist, auc h k eine P erio de v on P1 und P2 sein k ann.

Man k ann D auc h als Prob e für P in S ansehen. Demnac h b esitzt D ein F oF

F der Gröÿe ch� cm mit einem handle im Zen trum v on F . Die Suc he nac h ei-

nem solc hen zusammengesetzten nic h tp erio disc hem Muster un tersc heidet sic h

im w esen tlic hen nic h t v on der b ek ann ten herk ömmlic hen Suc he nac h nic h tp e-

rio disc hen Mustern.

Man k önn te sic h also für die geradenp erio disc he Suc he einen Algorithm us in

der folgenden Art v orstellen:

Als erstes wird der T ext T gleic hmäÿig in Segmen te mit einer Gröÿe v on

c � m
2 � c � m

2 Zeic hen un terteilt. Jedes dieser Segmen te teilt man dann wie-

derum in Un tersegmen te mit einer Gröÿe v on ch
2 � ch

2 auf. Da D ein F oF der

Gröÿe ch � cm b esitzt, k ann in jedem Un tersegmen t n ur no c h maximal eine

F undstelle v on D (und somit auc h maximal eine F undstelle v on P ) liegen.

In der b ek ann ten Reihenfolge v on un ten nac h ob en und v on rec h ts nac h links

wird n un jedes Segmen t b etrac h tet und in jedem Un tersegmen t nac h D ge-

suc h t. Findet man D in einem Un tersegmen t eines Segmen ts an einer P osition

x und ist diese P osition gleic hzeitig eine F undstelle v on P im Segmen t, so prüft

man nac h, ob die V erbindungsgerade zwisc hen dieser und der v orangegangenen
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F undstelle in Ric h tung einer P erio de v on P v erläuft. Ist dies nic h t der F all,

so ist x k eine gültige F undstelle und die Suc he k ann im näc hsten Un terseg-

men t fortgesetzt w erden. Ansonsten v ersuc h t der Algorithm us einen möglic hst

dic k en Auÿenrahmen an dieser P osition zu b estimmen, er b eginn t damit naiv

zu prüfen, ob b ei x der Auÿenrahmen v on P mit einer Dic k e h mit dem T ext

üb ereinstimm t. W enn nic h t k ann mit der Suc he im näc hsten Un tersegmen t

fortgefahren w erden.

Stimm t der Aussenrahmen b ei einer Dic k e v on h mit dem T ext üb erein, so

k ann seine maximale Dic k e r b estimm t w erden, w ob ei V ergleic he v ermieden

w erden k önnen, w elc he zur letzten gefundenen P osition v on P im T ext gehö-

ren. Ist x k eine F undstelle v on P , so k önnen die näc hsten t := max(0; r � h
� )

Un tersegmen te b ei der Suc he nac h D üb ersprungen w erden, ansonsten wird x
als letzte F undstelle gesp eic hert.

Durc h diese grob e Üb erlegung eines möglic hen Algorithm us wird klar, dass

prinzipiell eine lineare Laufzeit möglic h ist, da jedes Sym b ol n ur einmal v er-

glic hen wird und die Zeit, w elc he zur Suc he v on D extra b enötigt wird, durc h

die Sprünge um t Un tersegmen te wieder eingespart w erden k ann.

3.4 Résumé

Die Ideen des Algorithm us sind sehr inno v ativ und führen zu einem theoreti-

sc hen Algorithm us mit einer linearen Laufzeit b ei geringem Sp eic heraufw and.

In den Details ist er jedo c h no c h un v ollständig und viele der guten Ansätze

würden b ei einer Implemen tierung zu Laufzeit- und Sp eic herv erlusten aufgrund

der Einsc hränkungen heute gängiger Programmiersprac hen führen.

Am meisten fällt dab ei die Bestimm ung der kleinen Prob en und der Rahmen-

prob en ins Gewic h t.

Zur Au�ndung der kleinen Prob en ist k ein Algorithm us b ek ann t, n ur die Exis-

tenz ist b ewiesen. Um die Rahmenprob en zu b estimmen fehlt eine e�zien te

Metho de zur Bestimm ung der P erio den einer solc hen Prob e, da sonst k eine

Zo om-Sequenz b erec hnet w erden k ann. Es ist denkbar hierzu die v on Amir,

Benson und F arac h v erw endeten Witness-T ab ellen aus dem v orangegangenem

Absc hnitt in v eränderter F orm zu v erw enden. Cro c hemore, G � asienic, Plan-

do wski und Rytter zeigen in Ihrer Arb eit einige Ansätze für eine möglic he

appro ximativ e Lösung auf, w elc he jedo c h wiederum einige sehr k omplexe Da-

tenstrukturen und sc h w er implemen tierbare Algorithmen v oraussetzen.

Aus diesen Gründen wurde v ersuc h t die Ideen für einfac here Algorithmen zu

v erw enden. Diese k önnen zw ar nic h t mehr dieselb en Laufzeiten mit demsel-

b en geringen Sp eic heraufw and garan tieren, wurden dafür ab er sc hon realisiert

und sind praktisc h an w endbar. Einer dieser Algorithmen wird im F olgenden

Kapitel v orgestellt.
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4 Algorithm us v on Kärkk äinen und Ukk onen

Dieser Algorithm us en tstand aus den Ideen des v orangegangenen Kapitels und

v erfolgt genauso einen p essimistisc hen Ansatz. Er geh t da v on aus, dass es n ur

w enig F undstellen v on P in T gibt und v ersuc h t durc h kleine Prob en aus dem

T ext eine möglic hst groÿe Anzahl an Kandidaten auszusc hlieÿen. Dab ei w erden

jedo c h k eine dynamisc hen Prob en mit einem dynamisc hen F oF generiert und

es wird v ermieden, dass sic h mehrere Prob en gegenseitig b eein�ussen. Un ter

der Annahme, dass dab ei n ur einige w enige Kandidaten übrig bleib en, gen ügt

es diese durc h einen naiv en Algorithm us zu v eri�zieren.

Hierdurc h wird der Algorithm us nic h t n ur w esen tlic h einfac her zu handhab en

als der v orangegangene, er wird zudem auc h sehr leic h t parallelisierbar.
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Abbildung 22: Muster, T ext und Prob en

Zur genaueren Erklärung der grundsätzlic hen Idee seien ein Muster P und ein

T ext T wie in Abbildung 22 gegeb en.

Gesuc h t sind alle Kandidaten (I; J ) , so dass T[I + k � 1; J + h � 1] = P[k; h]
für 0 � k; h � 2.

O�ensic h tlic h m uss das Muster im T ext eine der Zeilen i:=2,5,8 und eine der

Spalten j:=2,5,8 üb ersc hneiden (wie üblic h ab 0 gezählt). Alle F undstellen m üs-

sen also so liegen, dass P einen der Kreuzungspunkte dieser Zeilen und Spalten

üb erdec kt und an dieser Stelle mit dem T ext iden tisc h ist.

In einem ersten Sc hritt gen ügt es also diese Punkte als Prob e zu b en utzen und

mit dem Muster abzugleic hen um eine erste Aussage üb er möglic he Kandida-

ten tre�en zu k önnen.

Da c 62P k ann es T[2; 2] = c nic h t üb ersc hneiden. Dies sc hlieÿt gleic hzeitig

alle Kandidaten im Bereic h T[0 : 4; 0 : 4] aus. Dies ist damit eine sehr gute

Prob e. Üb er T[2; 5] = a k ann P ohne K on�ikte b ei T[0; 4] (P osition I) und

T[2; 3] (P osition I I) liegen, alle anderen Kandidaten im Bereic h T[0 : 4; 3 : 7]
k ommen nic h t als F undstellen in Betrac h t.
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In einer späteren Phase des Algorithm us würde sic h durc h einen naiv en V er-

gleic h T[0; 4] als F undstelle herausstellen, T[2; 3] jedo c h nic h t.

Das einzige Problem ist T[5; 2] = b. Diese P osition lässt insgesam t 7 Kandi-

daten als möglic h F undstelle zu und k ann n ur 2 eliminieren. Somit w äre dies

eine sehr sc hlec h te Prob e. Nimm t man ab er no c h T[5; 1] = c hinzu, so k önn ten

alle Kandidaten, w elc he diese b eiden P ositionen üb ersc hneiden, ausgesc hlos-

sen w erden, da c in P nic h t v ork omm t. Hier wird deutlic h, dass es gut ist,

eine möglic hst groÿe Prob e zu v erw enden, da damit viele Kandidaten ausge-

sc hlossen w erden k önnen, gleic hzeitig erhöh t dies jedo c h auc h die Anzahl der

V ergleic he die b ei der Suc he b enötigt w erden.

Man m uss somit die Prob e so groÿ w ählen, dass b ei einer möglic hst groÿen

Anzahl v on Kandidaten, w elc he ausgesc hlossen w erden k önnen, die Anzahl der

insgesam t b enötigten V ergleic he minimiert wird.

Der Algorithm us wird n un gleic hmäÿig T estpunkte üb er den T ext in der Art

v erteilen, dass jeder Kandidat mindestens q P ositionen im T ext üb ersc hnei-

det. Diese P ositionen dienen als Prob en und k önnen b eliebig angeordnet sein,

die Anordn ung ist jedo c h für alle Prob en iden tisc h. Die genaue V erteilung der

Prob en hängt n ur v on der Geometrie v on P und T ab, die Anordn ung der

P ositionen innerhalb der Prob en ist im W esen tlic hen b eliebig.

Im F olgenden wird n un der generelle Algorithm us v orgestellt. Im Ansc hluss

daran wird er mit zw ei v ersc hiedenen Arten v on Prob en sp ezialisiert.

4.1 Der generelle Algorithm us

Die �T estpunkte� (Prob en) b estehen aus q v ersc hiedenen P ositionen mit einer

b eliebigen, ab er üb er den Algorithm us festen relativ en Lage zueinander. Dab ei

ist es w esen tlic h, dass die P ositionen in eine eindeutige Reihenfolge gebrac h t

w erden.

De�nition 1:

Eine V orlage (engl. T emplate) Q := ((0 ; 0); (i1; j 1); (i2; j 2); : : :) ist eine ge-

ordnete F olge v on q unabhängigen und un tersc hiedlic hen K o ordinatenpaa-

ren. Der erste Ein trag ist immer (0; 0) und wird als Ursprung (engl. Source)

v on Q b ezeic hnet, die w eiteren P ositionen w erden als relativ e K o ordinate

zum Ursprung angegeb en.

Die V orlage gibt somit n ur die äuÿere F orm aller Prob en an. Platziert man

sie an eine b estimm te K o ordinate (i; j ) des T extes o der des Suc hm usters, so

erhält man eine Prob e.
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De�nition 2:

Eine Prob e (engl. Sample) Q(i; j ) des Arra ys A v on der F orm Q b esteh t aus

den P ositionen (( i; j ); (i + i1; j + j 1); (i + i2; j + j 2); : : :) relativ zu A .

Liegen diese P ositionen alle innerhalb v on A , so en thält A die Prob e Q(i; j ) .

Um eine Prob e aus dem T ext mit einer Prob e aus dem Suc hm uster v ergleic hen

zu k önnen, n utzt man aus, dass Q hinsic h tlic h seiner Ein träge eine Ordn ung

aufw eist. Legt man Q auf einen Arra y und hängt die Zeic hen un terhalb v on Q
in der Reihenfolge der Ein träge v on Q hin tereinander, so erhält man eine (ein-

dimensionale) Zeic henfolge, w elc he sic h ohne groÿen programmiertec hnisc hen

Aufw and v ergleic hen lässt.

De�nition 3:

Sei A ein Arra y , w elc hes aus den Ein trägen (aij ) b esteh t. Mit s(A; Q(i; j )) :=
aij ai + i 1 j + j 1ai + i 2 j + j 2 � � � wird die Prob enk ette (engl. test string) de�niert, w el-

c he zu einer V orlage Q gehört, die üb er der P osition (i; j ) v on A p ositioniert

ist.

Die Idee des Algorithm us w ar eine gewisse Anzahl v on Prob en üb er dem T ext

zu v erteilen und diese Prob en mit einer gewissen Anzahl v on Prob en im Suc h-

m uster zu v ergleic hen. Für eine Suc he fasst man alle diese Prob en zu einem

T estsc hema zusammen.

De�nition 4:

Ein T estsc hema (engl. test sc heme) Q für eine V orlage Q, ein Muster P und

einem T ext T ist ein Mengenpaar (QP ; QT ) mit

QP � f Q(i; j )j P en thält Q(i; j )g
und

QT � f Q(i; j )j T en thält Q(i; j )g

QP en thält also eine gewisse Anzahl v on Prob en aus dem Suc hm uster und QT

eine gewisse Anzahl v on Prob en aus dem T ext.

Legt man n un P an eine P osition (i; j ) im T ext T , so k ann man eine Prob e aus

P und eine Prob e aus T in der Art en tnehmen, dass die Prob en �üb ereinander

liegen�, dass also für die Ursprünge der Prob en (iP ; j P ) und (iT ; j T ) gilt:

iP = iT � i , bzw. j P = j T � j .

V ergleic h t man n un die dazugehörenden Prob enk etten, so k ann man en tsc hei-

den, ob hier k eine F undstelle v orliegt o der diese P osition näher un tersuc h t

w erden m uss.
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De�nition 5:

Sei R ein Bereic h der Gröÿe m � m in T an der Stelle (i; j ) an der eine

F undstelle v on P liegen k önn te.

Ein Zeuge für R ist ein Prob enpaar (Q(iP ; j P ); Q(iT ; j T )) 2 Q � Q T in der

Art, dass Q(iP ; j P ) in P an derselb en P osition liegt wie Q(iT ; j T ) in R , also

iP = iT � i , bzw. j P = j T � j .

Gilt s(P; Q(iP ; j P )) = s(T; Q(iT ; j T )) ,

so ist (Q(iP ; j P ); Q(iT ; j T )) ein p ositiv er Zeuge , ansonsten handelt es sic h

um einen negativ en Zeugen .
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Abbildung 23: Prob e, Muster und T ext

Beispiel 1:

Sei Q = ((0 ; 0); (1; 1); (0; 1)) und P und T wie in Abbildung 23 gegeb en.

Sei QP = ( Q(0; 1); Q(1; 1)) und QT = ( Q(1; 1); Q(2; 1); Q(3; 3)) .

Sei R ein Kandidat v on P an der Stelle (1; 0) im T ext. Q(0; 1) 2 Q P ist eine

Prob e im Muster, Q(1; 1) 2 Q T eine Prob e im T ext.

Es gilt s(P; Q(0; 1)) = bac= s(T; Q(1; 1)) .

(Q(0; 1); Q(1; 1)) ist also ein p ositiv er Zeuge für R .

Betrac h tet man stattdessen Q(1; 1) 2 Q P und Q(2; 1) 2 Q T ,

so gilt s(P; Q(1; 1)) = caa6= cba= s(T; Q(2; 1)) , (Q(1; 1); Q(2; 1)) .

(Q(1; 1); Q(2; 1)) ist also ein negativ er Zeuge für R . y

Die Idee des Algorithm us ist es n un alle Kandidaten mit negativ en Zeugen

nic h t w eiter zu b etrac h ten und n ur Kandidaten mit p ositiv en Zeugen näher

zu un tersuc hen. Da es v on diesen b ei einer guten W ahl des T estsc hemas sehr

viel w eniger geb en sollte gen ügt ein naiv er Algorithm us um das Muster mit

dem T ext zu v ergleic hen ohne die Gesam tlaufzeit des Algorithm us w esen tlic h

zu v ersc hlec h tern.

In letzter K onsequenz b edeutet dies, dass es no c h nic h t einmal mehr nötig ist,

das Suc hm uster an jeder möglic hen P osition im T ext zu platzieren. Es gen ügt

zu jeder Prob enk ette im T ext die passenden Prob enk etten im Muster zu su-

c hen um alle p oten tiellen (und damit näher zu un tersuc henden) F undstellen

zu erhalten.
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Damit der Algorithm us funktioniert m uss es o�ensic h tlic h für jeden Kandida-

ten mindestens einen Zeugen geb en. Um unnötige V ergleic he zu v ermeiden soll

des W eiteren gefordert w erden, dass es n ur genau einen Zeugen gibt. Bei der

W ahl des T estsc hemas ist hierauf zu ac h ten.

Der Algorithm us b esteh t aus den folgenden 4 Sc hritten:

Algorithm us A: generisch

1. (W ahl v on q, Q und Q )

Ausw ahl einer passenden Prob engröÿe q, einer V orlage Q und eines T est-

sc hemas Q = ( QP ; QT ) für das gegeb ene Suc h uster P und dem T ext T
üb er einem Alphab et � mit j� j =: c.

Hierb ei ist darauf zu ac h ten, dass das T estsc hema genau einen Zeugen

für jede möglic he P osition des Musters im T ext en thält.

2. (V orv erarb eitung v on P )

Für jede Prob e Q(i; j ) 2 Q P wird die zugehörige Prob enk ette sP :=
s(P; Q(iP ; j P )) b estimm t und in einer Datenstruktur gesp eic hert, w el-

c he es erlaubt anhand v on sP möglic hst sc hnell Q(iP ; j P ) b estimmen zu

k önnen.

3. (T est)

Für jede Prob e Q(iT ; j T ) 2 Q T im T ext wird die zugehörige Prob enk ette

sT := s(T; Q(iT ; j T )) ermittelt. Mit Hilfe der in Sc hritt 2 erzeugten Da-

tenstruktur w erden anhand v on sT eine Liste aller Prob en QP (iP ; j P ) 2
QP b estimm t, für die gilt s(P; Q(iP ; j P )) = s(T; Q(iT ; j T )) . Hierdurc h er-

hält man eine Liste v on p ositiv en Zeugen (Q(iP ; j P ); Q(iT ; j T )) mit den

dazugehörenden Kandidaten an den P ositionen (iR ; j R ) = ( iT � iP ; j T �
j P ) im T ext. Diese m üssen im näc hsten Sc hritt genau üb erprüft w erden.

4. (Üb erprüfung)

Für die im v orhergehenden Sc hritt b estimm ten P ositionen m uss das Suc h-

m uster P = ( pij ) mit dem T ext T = ( Tij ) v erglic hen w erden. Gilt

t i R + I;j R + J = pI;J für alle 0 � I; J < m , so ist das Muster b ei (iR ; j R)
im T ext en thalten.

}

Der v ariable Punkt ist die W ahl eines geeigneten T estsc hemas, also im b eson-

deren die W ahl einer Prob engröÿe und V orlagenform. Erst hierdurc h en tsteh t

ein k onkreter Algorithm us mit einer für den zugrunde liegenden T ext und das

zugrundeliegende Muster guten o der sc hlec h ten Laufzeit.
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Es wird da v on ausgegangen, dass nac h v ersc hiedenen Mustern in einem T ext

gesuc h t wird. Ist dies nic h t der F all und wird stattdessen ein Muster in vielen

T exten gesuc h t, so k ann es sinn v oll sein nic h t das Muster, sondern den T ext

v orzuv erarb eiten.

Im F olgenden sollen n un zw ei möglic he T estsc hemata v orgestellt w erden w elc he

den generellen Algorithm us k onkretisieren.
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4.2 Quadratisc he V orlagen

Die Zeugen b estehen aus den V erkn üpfungen der Prob en im Muster mit den

Prob en im T ext, es gibt also jQP j � jQ T j Zeugen. Da diese Zahl nac h V oraus-

setzung der Anzahl der möglic hen F undstellen im T ext en tsprec hen m uss, k ann

man o�ensic h tlic h die Anzahl der Prob en im T ext minimieren, w enn man die

Anzahl der Prob en im Muster maximiert. Durc h die Minimierung der Prob en

im T ext wird die Anzahl der zu b estimmenden Prob enk etten im T ext und

damit auc h die Anzahl der zu suc henden passenden Prob enk etten im Muster

minimiert. Die Maximierung der Prob en im Muster ist un ter der Annahme,

dass das Muster nac h einer V orv erarb eitung mehrfac h b en utzt wird und mit

m � n , akzeptab el. In der n un folgenden K onkretisierung des generisc hen Al-

gorithm us wird diese Idee mit Hilfe v on �quadratisc hen V orlagen� umgesetzt.
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Abbildung 24: Quadratisc he V orlagen

De�nition 6:

Eine V orlage Q = ((0 ; 0); (i1; j 1); : : : ; (iq� 1; j q� 1)) der Gröÿe q
heiÿt quadratisc he V orlage , w enn gilt:

0 � i k ; j k � d
p

qe � 1 für 1 � k � q � 1.

In einer quadratisc hen V orlage w erden die K o ordinaten also in einem möglic hst

kleinen quadratisc hen Bereic h angeordnet. Die genaue Anordn ung innerhalb

dieses Bereic hs ist bis auf den Ursprung b eliebig.

Zur V ereinfac h ung der Implemen tierung ist es jedo c h oft sinn v oll eine Anord-

n ung wie in Abbildung 24 im F all q = 7 zu w ählen. Die einzelnen T estpunkte

w erden dab ei v on links nac h rec h ts und ob en nac h un ten in dieser Reihenfolge

angeordnet. Alle freien P ositionen b e�nden sic h b ezüglic her dieser Anordn ung

am Ende der V orlage.

Die Gröÿe q der V orlage wird w ährend der absc hlieÿenden Laufzeitanalyse

des Algorithm us ermittelt.

Es wird sic h dort ein W ert v on q := maxf 1; dlogcm2eg ( c := j� j ) als optimal

erw eisen. Damit w erden die Prob en sehr klein. Geh t man z.B. v on j� j = 26
Zeic hen aus, so ist die Prob e b ei einem gesuc h ten Muster v on 5000� 5000
Zeic hen immer no c h n ur 5 Zeic hen groÿ.
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Die quadratisc hen V orlagen w erden an alle P ositionen in P in der Art v erteilt,

dass P jede dieser V orlagen ganz en thält:

QP = f Q(i; j ) j 0 � i; j � m � d
p

qeg
Um n ur einen Zeugen pro Kandidaten zu erhalten wird die V orlage im T ext

ähnlic h wie in Abbildung 22 auf Seite 63 genau an den Sc hnittpunkten der

(m �d
p

qe+1) ten Zeilen und Spalten platziert. Für die Prob en im T ext ergibt

sic h somit:

QT =
n

Q
�
i (m � d

p
qe+ 1) � 1; j (m � d

p
qe+ 1) � 1

�
j1 � i; j �

j
n�d

p
qe+1

m�d
p

qe+1

ko
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Abbildung 25: Die Lage der Prob en

Beispiel 2:

Seien Q, P , T und R wie in Abbildung 23 auf Seite 66 gegeb en, die Ursprünge

der Prob en in P und T sind mit � gek ennzeic hnet. Dann ist Q eine quadrati-

sc he V orlage (Aus Gründen der Ansc haulic hk eit wurde q = 3 gew ählt, optimal

w äre q = dlogcm2e = dlog332e = 2 ).

Als Prob enmengen ergeb en sic h (siehe Abbildung 25)

QP = f Q(0; 0); Q(0; 1); Q(1; 0); Q(1; 1)g
QT = f Q(1; 1); Q(1; 3); Q(3; 1); Q(3; 3)g

Der (p ositiv e) Zeuge für R in Q = ( QP ; QT ) ist (Q(0; 1); Q(1; 1)) mit der Pro-

b enk ette bac. y

Um w ährend der T estphase e�ektiv zu einer gegeb enen Prob enk ette w eine

Liste v on K o ordinaten zu den passenden Prob en in P zu b estimmen, b enötigt

man eine F unktion A(w) mit A(w) := f (i; j ) j w = s(P; Q(i; j )) ; Q(i; j ) 2 Q P g.

Diese F unktion b en utzt in tern eine Datenstruktur D , die w ährend der V orv er-

arb eitung v on P gefüllt wird. A(w) wird im F olgenden auc h als A dr essenliste

v on w b ezeic hnet.

Da mit der Maximierung der Prob en in P auc h die Anzahl der Ein träge in

D maximiert wird, k ann durc h die W ahl v on D die Laufzeit des Algorithm us

w esen tlic h b eein�usst w erden.
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Zw ei möglic he Implemen tationen v on D sind o�ensic h tlic h:

Eine erste Möglic hk eit ist die Sp eic herung der Prob enk etten w in einem T rie

mit A(w) als W ert an den en tsprec henden Blättern (siehe Beispiel 3). Es gibt in

P maximal m2
Prob en, b ei einer Länge v on q Zeic hen pro Prob enk ette ergibt

sic h damit eine Gesam tlänge v on � m2q Zeic hen. Je nac h Implemen tierung

des T ries üb er direkte Indizes o der üb er ausbalancierte Suc h bäume k ann der

T rie somit in einer Zeit v on O(m2qc) o der O(m2qlog(c)) aufgebaut w erden.

Anfragen an A k önnen auf diese W eise in einer Zeit v on O(q) o der O(qlogc)
b ean t w ortet w erden.
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{(0,1),(1,0)} {(0,0)} {(1,1)}

Abbildung 26: Implemen tierung als T rie

Beispiel 3:

Als A dresslisten ergeb en sic h

A(bcb) = f (0; 0)g
A(bac) = f (0; 1); (1; 0)g
A(caa) = f (1; 1)g
A(w) = f;g für alle anderen w .

Dies führt zum T rie aus Abbildung 26. y

Eine zw eite Möglic hk eit ist jede Prob enk ette w als Zahl in einem Zahlensystem

zur Basis c := j� j zu in terpretieren. W andelt man diese dann in ein Dezimal-

system um, so k ann man die w als Indizes für ein Arra y der Gröÿe cq
b en utzen.

In das Arra y wird jew eils die zu w gehörenden A dressliste eingetragen (siehe

Beispiel 4 auf der näc hsten Seite).

Durc h die optimierte W ahl v on q ist dab ei cq
in den meisten Fällen ausreic hend

klein um die durc h leere Arra y ein träge erzeugten Sp eic herv erluste ignorieren

zu k önnen. Die Initialisierung des Arra ys ist in einer Zeit v on O(cq) möglic h.

Die gesam te V orv erarb eitung des Suc hm usters ist mit einem trivialen Algorith-

m us und durc h eine Basisum w andlung in k onstan ter Zeit insgesam t in einer

Zeit v on O(m2q) implemen tierbar. Anfragen k önnen in einer Zeit v on O(q)
b ean t w ortet w erden.
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Beispiel 4:

Sei c := j� j = 26 und m so gew ählt, dass sic h q = 3 ergibt. Zur Sp eic herung

der Prob enk etten gen ügt somit ein Arra y A mit cq = 263 = 17576 Ein trägen..

Sei � := f a; b; c; :::; zg und seien die Zeic hen als a = 0; b= 1; c = 2; ::: co diert.

Seinen Q, P und T wie in Abbildung 23 auf Seite 66 gegeb en.

Es gilt s(P; Q(0; 1)) = s(P; Q(1; 0)) = bac. Die Um w andlung v on bac26 ins De-

zimalsystem erfolgt nac h den üblic hen Metho den zur Basisum w andlung:

bac26 = ( b� 262 + a � 261 + c � 260)d = 1 � 676 + 0 � 26 + 2 � 1 = 678.

Es wird also A[678] := f (0; 1); (1; 0)g gesetzt. y

Anmerkung:

� Man k önn te auc h auf die Idee k ommen die Zeic hen einzeln binär zu co-

dieren, zusammenzusetzen und danac h ins Dezimalsystem zu w andeln.

Dies ist sic herlic h möglic h, führt jedo c h zu Sp eic herv erlusten:

Um 26 Zeic hen zu k o dieren sind mindestens 5 Bits not w endig ( 24 = 16
Zeic hen < 26 Zeic hen < 25 = 32 Zeic hen). Im Beispiel mit 3 Zeic hen

b enötigt man also 3 � 5 = 15 Bits. Man brauc h t also einen Arra y mit

215 = 32768 Ein trägen. Dies ist b einahe das dopp elte der b ei der direk-

ten Um w andlung b enötigten 17576Ein träge.

� Mit ein w enig Aufw and und der Sp eic herung v on T eilergebnissen ist

es möglic h die V orv erarb eitung sogar in einer Zeit v on O(m2) anstatt

O(m2q) durc hzuführen. Dies setzt jedo c h v oraus, dass die P ositionen

innerhalb der Prob e v on links nac h rec h ts und v on ob en nac h un ten an-

geordnet sind.

Die einzelnen Zeilen der Prob e k önnen als d
p

qe Zahlen zur Basis c an-

gesehen w erden. Die ganze Prob e k ann man als cd
p

qe
-w ertige Anzahl v on

d
p

qe Zahlen (die Zeilen) in terpretieren.

Jede Zeile einer Prob e ist eine T eilzeic henk ette einer Zeile aus P . Mit

einem einfac hen Durc hlauf durc h eine Zeile des Suc hm usters k ann man

also die en tsprec henden An teile der Prob enzeilen an der jew eiligen Pro-

b enk ette in O(m) Zeiteinheiten b estimmen. Ansc hliessend ist es möglic h

durc h einen Durc hlauf durc h die Spalten v on P diese An teile spalten w ei-

se zusammenzufassen. Die Details sollen hier nic h t b etrac h tet w erden, da

b ei genauerer Betrac h tung - nic h t zuletzt durc h die �leeren� P ositionen

in den Prob en - die Idee auf einen sehr k omplexen Algorithm us führt. In

praktisc hen T ests der Autoren wurde jedo c h trotz des erheblic h gestei-

gerten Aufw ands eine et w as kürzere Laufzeit gemessen.
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4.2.1 Laufzeitv erhalten

Es soll n un ein W ert für q in der Art b estimm t w erden, dass die T est- und

Üb erprüfungsphase in ihrem Zeitb edarf minimiert wird. Dab ei wird angenom-

men, dass der T ext T zufällig im Sinne einer Bernoulli-V erteilung ist, d.h.

jedes Zeic hen k ann an jeder P osition unabhängig v on anderen Zeic hen mit

einer W ahrsc heinlic hk eit v on

1
j� j v ork ommen. Als Erstes soll hierzu die Zeit

b etrac h tet w erden, w elc he man b enötigt um einen Kandidaten R zu b earb ei-

ten.

Sei Q(iT ; j T ) 2 Q T die Prob e im T ext innerhalb der Üb erdec kung v on R . Die

T estphase für R b esteh t aus der Berec hn ung v on w := s(T; Q(iT ; j T )) und der

Bestimm ung v on A(w) , also dem Suc hen v on w in allen Prob enk etten v on P .

Diese Suc he ist prop ortional zur Anzahl der zur Bestimm ung v on w b enötigten

Zeic hen, also O(q) (eine optimale Datenstruktur zur Sp eic herung der Prob en-

k etten v on P v orausgesetzt). Q(iT ; j T ) ist nic h t n ur in R , sondern in insgesam t

(m � d
p

qe+ 1) 2
Kandidaten en thalten, in einem Sc hritt w erden also mehre-

re Kandidaten b ehandelt. Dies senkt die Laufzeit pro Kandidat, sie ist somit

prop ortional zu

q
(m�d

p
qe+1) 2 .

W urde in der T estphase ein p ositiv er Zeuge gefunden, so wird die Üb erprü-

fungsphase eingeleitet. Hier wird mit einem naiv en Algorithm us jedes Zeic hen

aus R mit jedem Zeic hen aus P v erglic hen. K omm t es dab ei zu einer Nic h tüb er-

einstimm ung, so wird die Phase b eendet, ansonsten ist R eine F undstelle v on

P in T . Aufgrund der angenommen zufälligen V erteilung der Zeic hen im T ext

wird die Üb erprüfungsphase mit einer W ahrsc heinlic hk eit v on

1
cq b enötigt. Die

sto c hastisc h erw artete Anzahl v on V ergleic hen innerhalb dieser Phase liegt b ei

� := c
(c� 1) . Insgesam t k ann also v on w eniger als

�
cq = 1

(c� 1)cq� 1 V ergleic hen in

dieser letzten Phase ausgegangen w erden.

Die Anzahl der V ergleic he soll n un durc h ein geeignet gew ähltes q minimiert

w erden. F asst man die V ergleic he w ährend der T ests und w ährend der Üb er-

prüfung zusammen, so ergeb en sic h

q
(m�d

p
qe+1) 2 + �

cq ( ?)

V ergleic he. Durc h Rüc kgri� auf die Metho den der Di�eren tialrec hn ung erhält

man nac h Ableitung und elemen tarer Umform ung mit V erzic h t auf Rundungen

und damit mit V erzic h t auf ein ganzzahliges q
q = logcm2 � logc

m2 (m+1)
(m�

p
q+1) 3 + logc

c�ln (c)
c� 1 .

Dies führt auf die folgende Absc hätzung für ein optimales q:

logcm2 � 1 < q < log cm2 + 1
2

mit m � 2 und c � 2.

Eine gute W ahl für ein ganzzahliges q ist somit q = dlogcm2e, für den F all

m = 1 sei q = 1 .
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Setzt man dieses q in die Ausgangsgleic h ung ( ?) ein und b erüc ksic h tig, dass es

maximal n2
Kandidaten gibt, so ist es möglic h eine Ob ersc hrank e für die An-

zahl der in der T est- und Üb erprüfungsphase b etrac h teten Zeic hen anzugeb en:

n2

�
dlogcm2e

(m�
l p

dlogcm2e
m

+1) 2
+ �

m2

�
� n2 4dlogcm2e+ �

m2 = O
�

n2 logcm2

m2

�
= O

�
jT jlogc jP j

jP j

�

(Hierb ei wurde ausgen utzt, dass mit c � 2 und m � 2 gilt:

m �
l p

dlogcm2e
m

+ 1 � m
2 )

Theorem 1:

Mit Hilfe v on quadratisc hen V orlagen der Gröÿe dlogcm2e ist es möglic h

ein m � m groÿes Muster in einem n � n groÿen T ext in einer Zeit v on

O( n2 logcm2

m2 ) zu �nden. Die V orv erarb eitung v on P b enötigt hierb ei O(m2)
Sp eic hereinheiten.

Bei groÿen Suc hm ustern ( jP j = ! (n
p

logcn) ) k ann die Zeit, w elc he zur V orv er-

arb eitung des Musters b enötigt wird nic h t mehr v ernac hlässigt w erden, da sie

dann die Gesam tlaufzeit des Algorithm us dominiert. Es ist denkbar in diesem

F all n ur einen T eil des Suc hm usters in der V orv erarb eitungs- und T estphase zu

b etrac h ten und erst in der Üb erprüfungsphase mit dem gesam ten Muster ab-

zugleic hen. Nimm t das Suc hm uster eine Fläc he v on �( n
p

logcn) ein, so steigt

die Gesam tlaufzeit auf O(n
p

logcn) .

74
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4.3 Lineare V orlagen

V erzic h tet man auf die Bedingung möglic hst w eniger Prob en im T ext und

v ersuc h t stattdessen die Zeic hen, w elc he im T ext zu einer Prob e gehören, zu

minimieren, so gelangt man zu der Idee, sic h üb erlapp ende Prob en zu v er-

w enden. Sc ha�t man es, diese so zu v erarb eiten, dass k eines der b enötigten

Zeic hen mehrfac h v erglic hen w erden m uss, so erreic h t man mit ein paar guten

Metho den zum Einlesen der Prob en einen ähnlic h e�ektiv en Algorithm us wie

b ei der V erw endung v on quadratisc hen V orlagen im v origen Absc hnitt.

Hierzu w erden n un lineare V orlagen v erw endet. Eine lineare V orlage b esteh t

aus linear angeordneten Prob en in einer Reihe des zugrunde liegenden T extes

mit einem festen Abstand un tereinander.

� -

Q(i,j)

Q(i,j+h)

h=3

2

1

3

4

1

2
3

4

Abbildung 27: lineare V orlage mit q = 4

De�nition 7:

Eine lineare V orlage Q = ((0 ; 0); (0; h); (0; 2h); : : : ; (0; (q� 1)h)) der Gröÿe q
b esteh t aus q P ositionen mit derselb en v ertik alen P osition und einem festen

horizon talen Abstand h mit h � 1 (siehe Abbildung 27).

Anmerkung:

Q(i; j ) und Q(i; j + h) hab en auf diese W eise immer q� 1 Ein träge gemeinsam.

Im Suc hm uster w erden die linearen Prob en in jeder Zeile in die ersten h Spal-

ten gelegt, es gibt hier also k einerlei Üb erlappung v on P ositionen, da jew eils

eine P osition auf ein �Lo c h� einer anderen Prob e fällt. Im T ext w erden die Pro-

b en in jeder m -ten Zeile und dort in jeder h -ten Spalte p ositioniert. Dab ei ist

zu b eac h ten, dass in den letzten m � h Spalten des T extes k eine Prob en mehr

liegen m üssen, da dort b ereits eine v ollständige Üb erlappung des Suc hm usters

durc h die übrigen Prob en v orliegt.

Für das T estsc hema (QP ; QT ) ergibt sic h also:

QP = f Q(i; j ) j 0 � i < m; 0 � j < h g
QT =

�
Q(im � 1; jh � 1) j 1 � i �

�
n
m

�
; 1 � j �

�
n� m

h

�
+ 1

	

Zur v ollständigen De�nition des Algorithm us bleibt no c h die Bestimm ung ei-

nes geeigneten h und eines geeigneten q.
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Die Anzahl der zu QT gehörenden Zeic hen im T ext ist

�
n
m

� ��
n� m

h

�
+ q

�
. Um

diese Anzahl zu minimieren m uss also h maximiert w erden. Da jede möglic he

F undstelle im T ext mindestens eine Prob e en thalten m uss, darf der W ert v on

h ab er auc h nic h t gröÿer als

j
m
q

k
sein, der optimale W ert für h ist somit ge-

funden.

In der absc hlieÿenden Analyse wird sic h q wieder mit einem W ert v on

q = dlogcm2e als optimal erw eisen.
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Abbildung 28: Suc he mit linearen V orlagen

Beispiel 5:

Sei P ein 5 � 5 groÿes Suc hm uster w elc hes in einem 12 � 12 groÿen T ext T
gesuc h t wird. Sei die Gröÿe des b en utzten Alphab ets c = 10 .

Es ergibt sic h q := dlogcm2e = dlog1025e = 2 ,

daraus resultiert h :=
j

m
q

k
=

�
5
2

�
= 2 .

Es folgt für das Sc hema (QP ; QT ) :

QP = f Q(0; 0); Q(0; 1); Q(1; 0); Q(1; 1); Q(2; 0);
Q(2; 1); Q(3; 0); Q(3; 1); Q(4; 0); Q(4; 1)g

QT = f Q(4; 1); Q(4; 3); Q(4; 5); Q(4; 7); Q(9; 1); Q(9; 3); Q(9; 5); Q(9; 7)g
Die Zahlen in P und T in Abbildung 28 sym b olisieren die Ursprünge der b e-

n utzten Prob en in der im Sc hema angegeb enen Reihenfolge, die �X� sind T eile

der Prob en, w elc he k eine Ursprünge darstellen. Dab ei ist zu b eac h ten, dass in

T , mit Ausnahme der rec h ten Prob en, jew eils die zw eite P osition einer Prob e

mit dem Ursprung einer w eiteren Prob e zusammenfällt. Im Muster ist dies

nic h t der F all, hier liegt jew eils ein T eil einer Prob e üb er dem �Lo c h� einer

anderen. y
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Durc h die Üb erlappung der Prob en k önnen die Prob enk etten im T ext jew eils

in k onstan ter Zeit ermittelt w erden. Es gen ügt hierzu eine Art F enster v on

der Gröÿe q in der en tsprec henden Zeile üb er den T ext zu sc hieb en und dieses

auszulesen (v ergleic he Abbildung 27 auf Seite 75 und Abbildung 29). Dab ei

m uss in jedem Sc hritt n ur das jew eils erste Zeic hen gelösc h t und das näc hste

hinzugefügt w erden.

j=0

j=1

j=2

q=4

Abbildung 29: Auslesen der Prob enk etten

Durc h die sic h üb erlapp enden Prob en im Suc hm uster ist eine Sp eic herung

der zugehörigen Prob enk etten in einem T rie nic h t mehr möglic h. Man k ann

den T rie jedo c h ohne Laufzeitv erlust durc h F ehlerüb ergänge zu einem Aho-

Corasic k �MultiP atternMatc hing�-Automaten erw eitern[1 ]. Die A dressenlisten

w erden hierb ei an den Zuständen des Automaten v ermerkt. Der Zugri� auf

eine zu einer Prob enk ette gehörende A dressliste k ann auf diese W eise wieder

in einer Zeit v on O(q) erfolgen.

Da in der V orv erarb eitung insgesam t m
j

m
q

k
Prob en mit einer Gröÿe v on je q

Zeic hen in den Automaten eingefügt w erden m üssen, wird eine Zeit v on O(m2)
Einheiten w ährend der V orv erarb eitungsphase b enötigt. Un ter expliziter Be-

rüc ksic h tigung der an sic h k onstan ten Alphab etgröÿe innerhalb der O -Notation

und abhängig v om genauen Algorithm us zum Aufbau des dem Automaten zu-

grunde liegenden T ries ergibt sic h analog zum v origen Absc hnitt eine Laufzeit

v on O(m2c) bzw. O(m2log(c)) . Durc h die geringere Anzahl v on Prob en im

Suc hm uster sinkt die V orv erarb eitung also um einen F aktor v on q.

Alternativ ist es auc h möglic h die Metho de der Sp eic herung in Arra ys aus

dem v orhergehenden Absc hnitt zu erw eitern. In diesem F all w erden die Zei-

c hen im �F enster� jew eils als q einzelne Stellen einer Zahl zur Basis c aufgefasst.

Diese Zahl k ann direkt an jeder der O(m2) P ositionen im Suc hm uster ausge-

lesen w erden, es ergibt sic h somit analog zum v orhergehenden Absc hnitt eine

Zeit v on O(m2) für die V orv erarb eitung des Suc hm usters. Auc h hier v erringert

sic h also die Laufzeit der V orv erarb eitungsphase um einen F aktor v on q.
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Zu einer w eiteren V erb esserung des Laufzeitv erhaltens k ann auÿerdem hori-

zon tal der W ert einer Prob enk ette ! 0
aus der zum v orhergehenden F enster ge-

hörenden Prob enk ette ! b estimm t w erden. Hierzu wird die hö c hst w ertige Stelle

v on ! gestric hen, der v erbleib ende W ert um eine P otenz erhöh t und das neu

hinzuk ommende Zeic hen z in co dierter F orm addiert: ! 0 = ( ! mod (cq� 1)) � c+ z.

In jeder zu b erec hnenden Spalte k önnen also bis auf die ganz link e alle Pro-

b enk etten in k onstan ter Zeit b estimm t w erden.
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4.3.1 Laufzeitv erhalten

Basis für die Berec hn ung des Laufzeitv erhaltens sind wiederum die sto c has-

tisc hen Üb erlegungen und einige der mathematisc hen Üb erlegungen aus dem

v orhergehenden Absc hnitt.

Bereits b ei der Bestimm ung v on h wurde die Anzahl der b eteiligten Zeic hen

in der T estphase ermittelt. Da diese Anzahl prop ortional zur Laufzeit dieser

Phase ist, k ann hierfür eine Ob ergrenze abgesc hätzt w erden:�
n
m

� ��
n� m

h

�
+ q

�
=

�
n
m

� � n� m+ qh
h

�
�

�
n
m

� �
n
h

�
� n2

mh = n2

mbm
q c

Mit den Üb erlegungen aus dem letzten Absc hnitt ergibt sic h hier eine sto c has-

tisc he Zeit v on

n2 �
cq für die ansc hlieÿende Üb erprüfungsphase. Für b eide Phasen

ergibt sic h also in der Summe eine Laufzeit v on

n2

�
1

mbm
q c + �

cq

�
.

Minimiert man diese Summe in Abhängigk eit v on q, so ergibt sic h mit den

Metho den der Di�eren tialrec hn ung ein reeller W ert für q:

q = logcm2 + logc
c ln (c)

c� 1 .

Für c � 2 gilt 0 < logc
ln (c)
c� 1 < 1

2 . Damit ist q := maxf 1; dlogcm2eg wiederum

eine gute W ahl für q.

Setzt man diesen W ert in die Ausgangsgleic h ung ein, so ergibt sic h nac h eini-

gen Umform ungen als ob ere Grenze für die Gesam tlaufzeit der T est- und der

Üb erprüfungsphase:

n2

�
1

mbm
q c + �

cq

�
� n2

�
2logcm2+ �

m2

�
= O

�
n2 logcm2

m2

�
= O

�
jT jlogc jP j

jP j

�

Es ergibt sic h das folgende Theorem:

Theorem 2:

Mit Hilfe v on sic h üb erlapp enden linearen V orlagen der Gröÿe dlogcm2e k ön-

nen alle V ork ommen eines m � m groÿen Musters in einem T ext der Gröÿe

n � n in einer Zeit v on O( n2 logcm2

m2 ) gefunden w erden. Die V orv erarb eitung

des T extm usters b enötigt eine Zeit und einen Sp eic her v on O(m2) .

Wie im F all v on quadratisc hen V orlagen k ann auc h b ei diesem Algorithm us

die für die V orv erarb eitung b enötigte Zeit nic h t mehr v ernac hlässigt w erden

w enn P zu groÿ wird ( jP j = ! (n
p

logcn) ). Ben utzt man in der V orv erarb eitung

wieder n ur einen Bereic h der Gröÿe � (n
p

logcn) v on P , so k ann eine V orv erar-

b eitungszeit v on O(n
p

logcn) erzielt w erden.

Problematisc h wird der Algorithm us, w enn die Prob engröÿe q die Länge der

einzelnen Zeilen im Suc hm uster üb ersc hreitet. In diesem F all m üssen die Pro-

b en auf mehrere b enac h barte Zeilen erw eitert w erden.
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4.4 Résumé

Dieser Algorithm us bietet viele V orteile. Er ist sehr einfac h zu implemen tieren

und erreic h t trotzdem eine sehr gute Laufzeit b ei angemessenem Sp eic herv er-

brauc h. Durc h die W ahl v on geeigneten V orlagen und T estsc hemata lässt er

sic h gut an sp ezielle Probleme anpassen o der für V erw endungen in Bereic hen

auÿerhalb der exakten Mustersuc he anpassen.

So b esc hreibt P ark[22] Erw eiterungen zur appro ximativ en Zeic henk ettensuc he,

insb esondere für das k - mismatches-Problem, also die Suc he nac h einem Mus-

ter w elc hes bis auf k Ausnahmen mit dem T ext üb ereinstimm t. Seine Änderun-

gen b estehen im W esen tlic hen darin mehr als einen Zeugen pro Kandidaten zu

ermitteln. Aus der Anzahl der p ositiv en und negativ en Prob en für einen Kan-

didaten k önnen dann die gewünsc h ten Aussagen gew onnen w erden.

Eine w eitere in teressan te Erw eiterung ist der Üb ergang auf höhere Dimensio-

nen. Dieser ist ohne Einsc hränkung und mit einer en tsprec henden Laufzeit v on

O( nd logcmd

md ) möglic h. Im F all der linearen V orlagen ist dab ei zu b eac h ten, dass

die A C-Automaten in jeder Dimension einen Üb ergang auf eindimensionale

Zeic henk etten ermöglic hen. Hier w erden somit wieder die Ideen v on Bak er[8 ]

und Bird[9 ] zur Lösung der zw eidimensionalen Mustersuc he aufgegri�en.
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5 Laufzeitv ergleic h der v orgestellten Algorith-

men

Geh t man da v on aus, dass die Gröÿe des b en utzten Alphab ets k onstan t und

sehr viel kleiner als m ist, so b enötigt der Algorithm us v on Amir, Benson und

F arac h eine Laufzeit v on O(n2) = O(N ) . Die Suc he mit dem Algorithm us v on

Kärkk äinen und Ukk onen mit quadratisc hen o der linearen Prob en b enötigt ei-

ne Zeit v on O( n2 logcm2

m2 ) .
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V ersuc h 1: Laufzeit b ei w ac hsender T extgröÿe
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Für diese Beispiele wurde j� j = 26 angenommen. Im ersten Diagramm gilt

m = 10 . Es ist deutlic h zu sehen, dass der Algorithm us v on Amir, Benson und

F arac h b edeutend sc hlec h tere Laufzeiten liefert. Un tersuc h t man die Algorith-

men b ei w ac hsender Mustergröÿe, so liegt die Laufzeit b ei einer k onstan ten

T extgröÿe v on n = 50 b ei 2500 Einheiten (im Diagramm nic h t zu sehen), die

Laufzeit der anderen Algorithmen sinkt hingegen.

Es soll n un un tersuc h t w erden, ob sic h diese theoretisc hen W erte auc h in der

praktisc hen An w endung der Algorithmen niedersc hlagen.

Für die folgenden Un tersuc h ungen wurden die Algorithmen in der Program-

miersprac he C implemen tiert. Als Compiler dien te der GCC in der V ersion

3.3.6, die Un tersuc h ung erfolgte un ter Slac kw are Lin ux 10.1 mit Kernel 2.6.11

auf einem In tel Celeron Mobile Prozessor mit 1,4 GHz T aktfrequenz und 512

MB ph ysik alisc hem Sp eic her. Es wurde darauf geac h tet, dass zur Zeit der Un-

tersuc h ung k ein Sp eic her ausgelagert w erden m usste, ferner wurden system-

fremde Prozesse un terbunden.

Als Gegenprob e wurden alle V ersuc he mit v ergleic h baren Ergebnissen un ter

Solaris 10 auf einer Sun Ultra 60 mit Sparc Prozessor (360 MHz) und 2 GB

RAM wiederholt.

Zur V ereinfac h ung wurde b ei der Implemen tierung der V orv erarb eitungspha-

se der Algorithm us v on Main und Loren tz durc h einen naiv en Algorithm us

ersetzt, auf den Aufbau eines Su�x-Baums wurde v erzic h tet. Anhand der er-

mittelten Laufzeiten ist jedo c h deutlic h zu ersehen, dass diese V ereinfac h ung

k einen nennensw erten Ein�uss auf die Gesam tlaufzeit hat, da die V orv erarb ei-

tungsphase ohnehin k einen groÿen An teil dieser Zeit ausmac h t.

Für die V ersuc he wurden T exte und Suc hm uster aus v ersc hiedenen T exten ge-

neriert. Die Generierung gesc hah, mit einer Ausnahme, indem die Buc hstab en

des zugrunde liegenden T extes nac heinander eingelesen und zum T esttext und

T estm uster zusammengesetzt wurden. F olgende Eingab en wurden b en utzt:

� Bib el: Die deutsc he Ausgab e der lutherisc hen Bib el, Altes und Neues

T estamen t in revidierter F assung. Zur V ereinfac h ung wurden n ur die

Buc hstab en b en utzt und diese zusätzlic h in Groÿbuc hstab en gew andelt.

Hieraus resultiert ein Alphab et v on 26 Zeic hen.

� allesX: Das Alphab et b estand ausnahmslos aus dem Buc hstab en �X�.

Getestet wurde mit diesem Muster trotzdem mit einem angenommenen

W ert v on j� j = 2 .

� Binär: Eine zufällige F olge v on �X� und �-�, also ein rein binäres Alphab et.

� 1zu10: Eine zufällige F olge der Zeic hen �X� und � �, das V erhältnis dieser

Zeic hen un tereinander b etrug 1:10.
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� alpha: Eine F olge v on zufällig gew ählten Zeic hen aus der

Menge f A; B; : : : ; Z g.

Zur Erzeugung der Zufälligk eit wurde jew eils die rand-F unktion des C-Compilers

b en utzt.

Als Sonderfall wurde auÿerdem die Suc he in Bilddateien b ehandelt, da hier

durc h zusammenhängende Fläc hen o der w eic he Üb ergänge andere Laufzeitv er-

halten erw artet w erden k önn ten. Um diesen E�ekt zu v erstärk en wurde k ein

Photo mit vielen v ersc hiedenen F arb en und kleinen Einzelelemen ten, sondern

ein Bild aus einer Zeic hen tric kserie mit n ur 64 F arb en b en utzt. Die einzel-

nen F arb en wurden dab ei als ASCI I-Zeic hen co diert. Um die Besonderheiten

eines Bildes nic h t zu zerstören wurden die v ersc hieden groÿen Bilder als Aus-

c hsc hnitte des Gesam tbildes in der ob eren link en Ec k e erzeugt.

Für sp ezielle Un tersuc h ung wurden auÿerdem die folgenden T exte und Suc h-

m uster v erw endet:

� pattern: Das Muster aus Abbildung 11 auf Seite 28

� text4: Der T ext aus Abbildung 11 auf Seite 28 4 mal aneinander gelegt

um insgesam t einen 40� 40 Zeic hen groÿen T ext zu erhalten.

� Bildaussc hnitt: Ein Aussc hnitt des für die Bildersuc he gew andelten Bil-

des.

� Bild: Das für die Bildersuc he gew andelte Bild als Ganzes.

Zusätzlic h zu den v orgestellten Algorithmen wurde ein trivialer Algorithm us

implemen tiert. Dieser legt das Suc hm uster in der Art an alle P ositionen im

T ext, dass es in diesem ganz en thalten ist. An jeder P osition w erden Suc hm us-

ter und T ext zeic hen w eise v erglic hen, b ei der ersten Nic h tüb ereinstimm ung

wird mit der näc hsten P osition fortgefahren. Im b esten F all wird somit ei-

ne Laufzeit v on (n � m)2
erreic h t, im sc hlimmsten F all eine Laufzeit v on

(n � m)2 � (m2) .

Als Erstes sollen die Laufzeiten hinsic h tlic h steigender T extgröÿen anhand der

Bib el v erglic hen w erden.
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V ersuc h 3: V ergleic h b ei w ac hsender T extgröÿe

Wie erw artet b enötigt der Algorithm us v on Amir, Benson und F arac h (ABF)

eine deutlic h höhere Laufzeit als die Suc he mit Hilfe v on Prob en. Die Laufzeit

ist sogar höher als b ei der trivialen Implemen tierung. Der Grund liegt darin,

dass hier im Gegensatz zum trivialen V erfahren in den einzelnen Sc hritten der

K onsistenzüb erprüfung mehrmals der gesam te T ext durc hlaufen wird.

Der triviale Algorithm us k ann als V arian te des Algorithm us v on Kärkk äinen

und Ukk onen mit einer v ariablen Prob engröÿe angesehen w erden. Die Prob en-

gröÿe en tspric h t hierb ei der Anzahl der üb ereinstimmenden Zeic hen im T ext

und im Muster, w elc he v erglic hen w erden m üssen, b ev or der Algorithm us ab-

bric h t. In einem T ext mit zufällig gew ählten Zeic hen aus einem groÿen Alpha-

b et sind dies in der Regel sehr w enige Zeic hen, an jeder möglic hen P ositionen

bric h t der triviale Algorithm us mit einer W ahrsc heinlic hk eit v on

1
j� j sc hon nac h

einem V ergleic h ab.

Im Gegensatz zum trivialen Algorithm us k önnen b ei der Ben utzung v on qua-

dratisc hen und linearen Prob en mit jedem V ergleic h mehrere Kandidaten als

F undstellen ausgesc hlossen w erden, dies führt zu einer deutlic hen V erringerung

der Laufzeit. Da b ei den linearen Prob en die Anzahl der un tersuc h ten Prob en-

k etten im T ext nic h t maximal minimiert wurde, b enötigt dieser Algorithm us

erw artungsgemäÿ ein w enig mehr Zeit als die Suc he mit quadratisc hen Prob en.

Un tersuc h t man n un die Laufzeit in Abhängigk eit v on der Gröÿe des gesuc h ten

Musters, so ist es zw ec kmäÿig, den Algorithm us v on Amir, Benson und F arac h

aufgrund der w esen tlic h höheren Laufzeit getrenn t darzustellen.
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V ersuc h 4: V ergleic h b ei w ac hsender Mustergröÿe

Die anderen V erfahren un tersc heiden sic h in der Laufzeit nic h t w esen tlic h, es

ist jedo c h au�ällig, dass n ur der triviale Algorithm us mit gröÿeren Suc hm us-

tern eine geringere Laufzeit b enötigt. Dies liegt daran, dass im T ext n ur der

Bereic h n � m un tersuc h t w erden m uss. Mit steigender Mustergröÿe m sinkt

also die Anzahl der zu un tersuc henden Kandidaten.

Au�ällig ist, dass die linearen Prob en b ei gröÿeren Mustern ein b esseres Lauf-

zeitv erhalten als die quadratisc hen Prob en b esitzen. Hinsic h tlic h der Gröÿe

des Eingab etextes w aren sie jedo c h sc hlec h ter. Am Ende dieser Un tersuc h un-

gen wird sic h dieser Un tersc hied aufklären.
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V ersuc h 5: ABF mit w ac hsender Mustergröÿe
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Beim Algorithm us v on Amir, Benson und F arac h ist zu b eobac h ten, dass auc h

dieser Algorithm us mit w ac hsender Gröÿe des gesuc h ten Musters et w as sc hnel-

ler läuft. Gleic hzeitig fällt auf, dass selbstv erständlic h auc h die für die V orv er-

arb eitung b enötigte Zeit w äc hst, diese jedo c h die Gesam tzeit nie dominiert.

Betrac h tet man auc h die anderen Algorithmen ohne Berüc ksic h tigung der V or-

v erarb eitungszeit, so w erden diese eb enfalls mit w ac hsender Mustergröÿe b e-

sc hleunigt. Die V orv erarb eitungszeit darf b ei groÿen Mustern also o�ensic h tlic h

nic h t mehr v ernac hlässigt w erden.
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V ersuc h 6: W ac hsende Mustergröÿe ohne V orv erarb eitung

Für die Suc he eines (groÿen) Musters in vielen T exten ist somit den Algo-

rithmen nac h dem V erfahren v on Kärkk äinen und Ukk onen der V orzug zu

geb en, für die Suc he in einem einzigen T ext sollte man den Algorithm us v on

Amir, Benson und F arac h b en utzen.

No c h deutlic her wird das Problem der eigen tlic h sc hnelleren Algorithmen b eim

genauen V ergleic h v on V orv erarb eitungszeit zur Gesam tlaufzeit.
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V ersuc h 7: V erhältnis der V orv erarb eitungszeit zur Gesam tlaufzeit

Bei einer T extgröÿe v on n = 500 üb erwiegt in den Algorithmen, w elc he mit

quadratisc hen bzw. linearen Prob en arb eiten, b ereits b ei einer Mustergröÿe m
v on 30 - 40 Zeic hen die V orv erarb eitungszeit. Beim Algorithm us v on Amir,

Benson und F arac h hingegen ist selbst b ei einer Gröÿe v on 130 Zeic hen no c h

nic h t einmal ein An teil der V orv erarb eitungszeit an der Gesam tlaufzeit v on

20% erreic h t.

Die Güte eines Algorithm us hängt also auc h v on der jew eiligen An w endung

ab, es gibt in dieser Hinsic h t nic h t den b esten Algorithm us, sondern n ur den-

jenigen, w elc her für das aktuelle Problem die b esten Laufzeiten (und ev en tuell

den geringsten Sp eic heraufw and) bietet.

Diese Erk enn tnisse führen zum näc hsten V ersuc h. Es soll anhand einiger Bei-

spiele die Auswirkung v ersc hiedener T exte auf die Laufzeiten ermittelt w erden

um herauszu�nden, ob ev en tuell einige Algorithmen für b estimm te Probleme

b esser o der sc hlec h ter geeignet sind.
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V ersuc h 8: V ersc hiedene Eingangsdaten (trivial)

Der triviale Algorithm us ist b esonders sc hlec h t für kleine Eingab ealphab ete.

Da mit w ac hsender Alphab etgröÿe die W ahrsc heinlic hk eit einer Nic h tüb erein-

stimm ung eines Zeic hens im T ext mit einem Zeic hen im Suc hm uster eb enfalls

steigt, ist dieses V erhalten klar.
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V ersuc h 9: V ersc hiedene Eingangsdaten (ABF)

Der Algorithm us v on Amir, Benson und F arac h v erhält sic h ähnlic h wie der

triviale Algorithm us, die Abhängigk eit der Laufzeit zur Alphab etgröÿe ist je-

do c h w eit w eniger ausgeprägt.
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V ersuc h 10: V ersc hiedene Eingangsdaten (quadratisc h)
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V ersuc h 11: V ersc hiedene Eingangsdaten (linear)

So w ohl b ei der V erw endung v on quadratisc hen, als auc h b ei der V erw endung

v on linearen Prob en ist deutlic h der Ansatz dieser Algorithmen erk enn bar.

Sie basieren auf der Annahme, dass es n ur w enige F undstellen gibt. Bei jeder

erfolgreic h geprüften Prob e m uss das ganze Muster mit dem T ext v erglic hen

w erden. Im Extremfall m utieren diese Algorithmen damit zum trivialen V er-

fahren. Sie hab en dann sogar eine w esen tlic h sc hlec h tere Laufzeit, da zusätzlic h

die zur V orv erarb eitung b enötigte Zeit b eac h tet w erden m uss.
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Beim V ersuc h mit �allesX� und �1zu10� ist die W ahrsc heinlic hk eit ho c h, dass

selbst w enn k eine F undstelle v orliegt die Prob enk etten v on Muster und T ext

üb ereinstimmen. Diese Eingab ealphab ete sc hneiden daher b esonders sc hlec h t

ab.

Da auÿerdem mit w ac hsender Alphab etgröÿe die Gröÿe des T emplates ( q)

sinkt, ist auc h hier die Suc he in den b eiden alphab etisc hen T exten am sc hnells-

ten.

Es ist nic h t b ei jedem Problem möglic h die exakte Alphab etgröÿe (ohne nen-

nensw erte Zeitv erluste) v or dem Start des Algorithm us zu b estimmen. Denkt

man zum Beispiel an die Suc he in Bildern, so k enn t man v orher nic h t zwin-

gend die Anzahl der b en uzten F arb en. Die Abhängigk eit v on der tatsäc hlic hen

Alphab etgröÿe wurde b ereits festgestellt, es bleibt jedo c h zu un tersuc hen, ob

eine falsc he W ahl der Alphab etgröÿe b ei Berec hn ung v on q gra vierende Aus-

wirkungen hat. Hierzu wurde eine einfac he Suc he mit un tersc hiedlic h gesetzten

maximalen Alphab etgröÿen durc hgeführt.
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V ersuc h 12: V ergleic h b ei w ac hsender Alphab etgröÿe

Man sieh t k einerlei Auswirkung. Dies liegt v or allen Dingen in der dämpfenden

Wirkung des Logarithm us b egründet. In der Regel gen ügt es also eine �Grö-

ÿenordn ung� für die Gröÿe des b en utzten Alphab ets anzugeb en.

Es fällt ins Auge, dass b ei jedem Algorithm us eine V erarb eitung eines T extes,

w elc her n ur aus F undstellen b esteh t, mit sehr langen Laufzeiten v erbunden ist.

Da es sic h hier jedo c h um einen sehr extremen F all handelt, soll n un un ter-

suc h t w erden, ob die Laufzeiten auc h in w eniger extremen Beispielen mit der

w ac hsenden Anzahl v on F undstellen steigen.

Für diesen T est wurde ein 5 � 5 groÿes Suc hm uster b en utzt, w elc hes in der

Diagonalen aus �X� und sonst n ur aus �-� b esteh t. Gesuc h t wird in einem
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4000� 4000 groÿen T ext, w elc her zu Beginn n ur aus �-� b esteh t. In jedem

T estdurc hlauf wird n un die Diagonale v on ob en nac h un ten mit �X�-Zeic hen

gefüllt. In jedem Durc hlauf existiert also eine F undstelle mehr.
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V ersuc h 13: V ergleic h b ei w ac hsender Zahl v on F undstellen
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V ersuc h 14: V ergleic h b ei w ac hsender Zahl v on F undstellen

Beim Algorithm us v on Amir, Benson und F arac h ist ein deutlic her Anstieg der

Laufzeit zu erk ennen. Dieser ist b edingt durc h eine höhere Anzahl k onsisten ter

Kandidaten und der damit v erbundenen erhöh ten Anzahl v on K onsistenztests

und V ergleic hen v on Muster und T ext. Die anderen Algorithmen sind in ihren

Laufzeiten k onstan t, da hier mit jeder neuen F undstelle n ur 52
V ergleic he hin-

zuk ommen. Im V ergleic h zu den 40002 P ositionen ist diese Laufzeiterhöh ung
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jedo c h irrelev an t.

Die b en utzten T exte en thalten k eine P ositionen, die �fast� eine F undstelle dar-

stellen. Deshalb wird der Eingab etext n un um w eitere �X�-W erte erw eitert.

Diese liegen auÿerhalb eines K orridors v on m -Zeic hen um die Diagonale in je-

der zw eiten Zeile und sind zufällig v erteilt. Auf diese W eise w erden k eine neuen

F undstellen erzeugt, die Algorithmen k önn ten jedo c h einige P ositionen �nden,

die in sic h k onsisten t sind, bzw. b ei denen die Prob enk etten üb ereinstimmen.

Damit ist es w ahrsc heinlic her, dass die Laufzeit tatsäc hlic h steigt.
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V ersuc h 15: V ergleic h b ei w ac hsender Zahl v on F undstellen
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V ersuc h 16: V ergleic h b ei w ac hsender Zahl v on F undstellen
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Es ist zu b eobac h ten, dass das triviale V erfahren und der Algorithm us v on

Amir, Benson und F arac h durc h die Erhöh ung der �Beinahe� F undstellen eine

sehr viel gröÿere Zeit b enötigen. Die auf Kärkk äinen und Ukk onen basieren-

den V erfahren bleib en k onsisten t. Durc h die gew ählte Anordn ung und F orm

der Prob en en tstehen auc h b ei diesem sc h wierigerem T ext n ur selten Situa-

tionen, in denen die Prob enk etten üb ereinstimmen, die aktuelle P osition ab er

denno c h k eine F undstelle ist.

Hinsic h tlic h der An w endungsgebiete ist es in teressan t die Algorithmen mit

Bilddaten zu testen.

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 12

 0  100  200  300  400  500  600  700  800

La
uf

ze
it 

/ M
ill

is
ek

un
de

n

n

trivial
ABF

Quadratische Proben
Lineare Proben

V ersuc h 17: Bildersuc he

Auc h hier v erhalten sic h die Algorithmen wie erw artet. Au�ällig ist n ur die

Diskrepanz zwisc hen der Suc he mit linearen und quadratisc hen Prob en. Mit

Hin blic k auf das V erhalten dieser Algorithmen b ei w ac hsender Gröÿe der Suc h-

m uster ist ein Grund in der gew ählten relativ hohen Mustergröÿe v on m = 40
zu �nden. Dies ist ab er sic herlic h nic h t die einzige Ursac he, eine w eiterere liegt

in der Art der b en utzten Daten. Während in der Suc he in einem realen T ext

die Suc he mit quadratisc hen Prob en ein klein w enig e�ektiv er w ar, sc hein t b ei

der Suc he in Bilddaten die V erw endung v on linearen Prob en zw ec kmäÿiger.

Un tersuc h t man auc h die anderen Diagramme hinsic h tlic h dieser Au�älligk eit,

so erk enn t man, dass b ei allen V ersuc hen, w elc he auf strukturierten Daten

b eruhen, die linearen Prob en die b essere W ahl sind, ob w ohl sie in der Theo-

rie durc h die erhöh te Anzahl v on Prob en eine geringfügig sc hlec h tere Laufzeit

b esitzen. Besonders in der Un tersuc h ung der Algorithmen b ei w ac hsender Al-

phab etgröÿe wird dies no c h einmal sehr deutlic h. Bei der Un tersuc h ung der

T extprob e b enötigen b eide V arian ten annähernd dieselb e Zeit. Bei den Bild-

prob en b enötigt der quadratisc he Algorithm us jedo c h ungefähr 2 ms mehr Zeit.
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Kapitel 5 Laufzeitv ergleic h der v orgestellten Algorithmen

Aus diesen Un tersuc h ungen k ann man absc hlieÿend das F azit ziehen, dass der

Algorithm us v on Kärkk äinen und Ukk onen in den meiÿten Fällen sehr viel

b essere Laufzeiteigensc haften b esitzt als der Algorithm us v on Amir, Benson

und F arac h. Die W ahl der V orlagen hängt jedo c h en tsc heidend v on der Art

der v erarb eiteten Daten ab.

Nur b ei der Suc he nac h einzelnen gröÿeren Suc hm ustern sollte der Algorithm us

v on Amir, Benson und F arac h b en utzt w erden, da in diesen Fällen die V orv er-

arb eitungszeit b ei Kärkk äinen und Ukk onen die Gesam tlaufzeit dominiert und

den eigen tlic h sc hnelleren Algorithm us e�ektiv langsamer laufen lässt.
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Résumé und Aussic h t Abschnitt 6.0.0

6 Résumé und Aussic h t

Es wurden in dieser Arb eit einige grundlegende Ideen und Algorithmen für die

mehrdimensionale Mustersuc he v orgestellt. Diese bilden eine Basis für w eiter-

gehende F orsc h ungen und die meisten der bisher b ek ann ten Algorithmen.

Im V ergleic h zeigte sic h jedo c h, dass k einer der Algorithmen generell für jedes

Problem gut geeignet ist. Ein V erfahren w elc hes für jedes Problem optimal

an w endbar ist und dab ei idealer W eise eine einfac he Implemen tierung gew ähr-

leistet gibt es bisher nic h t.

Der Algorithm us v on Amir, Benson und F arac h hat sic h in den v orangegan-

genen Un tersuc h ungen als eher sc hlec h t erwiesen. Aufgrund seiner in ternen

Struktur ist er jedo c h sehr leic h t parallelisierbar. Man k ann in diesem F all

einen um nahezu den F aktor

1
n sc hnelleren Algorithm us erw arten. In V erbin-

dung mit groÿen Suc hm ustern ist dann auc h der nic h t unerheblic he Aufw and

b ei der Implemen tierung gerec h tfertig.

Eine Erw eiterung des Alorithm us auf höhere Dimensionen ist denkbar, eine

An w endung für die appro ximativ e Mustersuc he jedo c h nic h t.

Die Algorithmen nac h dem V erfahren v on Kärkk äinen und Ukk onen hingegen

hab en sc hon auf einer Einprozessormasc hine in der Regel sehr gute Laufzei-

teigensc haften und sind sehr einfac h zu implemen tieren. Die Autoren geb en in

Anlehn ung der Berec hn ungen v on Y ao[24 ] einen Bew eis dafür, dass die Lauf-

zeit eines idealen d-dimensionalen Suc halgorithm us b ei 

�

nd logcmd

md

�
liegt. In

diesem Sinne ist der v on Ihnen angegeb ene Algorithm us also nic h t n ur einfac h,

sondern auc h optimal. Hinzu k omm t, dass mit leic h ten Änderungen mit diesen

Algorithmen das k-mismatc hes-Problem gelöst w erden k ann.

Diese appro ximativ e Suc he ist zusammen mit der Üb etragbark eit auf höhere

Dimensionen eine sehr b edeutende Erw eiterung.

Insgesam t jedo c h bleibt die Hauptan w endung aller v orgestellten Algorithmen

die exakte Suc he.

Besonders im Hin blic k auf die An w endung innerhalb v on biometrisc hen Au-

then ti�zierungssystemen gewinn t in den letzten Jahren jedo c h auc h die ap-

pro ximativ e Suc he zunehmend an Bedeutung. Für diese stehen bisher neb en

den Erw eiterungen des Algorithm us v on Kärkk äinen und Ukk onen n ur w eni-

ge V erfahren zur V erfügung. Einige Ansätze für eine abgesc h w äc h te F orm der

appro ximativ en Suc he, einer Suc he nac h rotierten Mustern im T ext, lieferten

Amir und F arac h[7]. Mit der wirklic hen appro ximativ en Suc he b esc häftigen

sic h hauptsäc hlic h Na v arro und Y ates [21 ][25] direkt, o der indirekt als Initia-

toren für w eiterführende Algorithmen.
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