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Gewidmet allen freizeitlosen Mathematikern.

Dieses Dokument ist unsere Mitschrift der Vorlesung “Numerik I” von Dr. Stephan im
Wintersemester 1999/2000.
Die Nummerierung der Lemmata, Sitze, etc. haben wir teilweise etwas unseren
Normen angepaflt.
Fiir eventuelle Fehler aller Art iibernehmen wir keine Verantwortung !
Vielen Dank allen Entwicklern von TEX, X-Fig, GnuPlot und Linux !
Tobias Miiller, Heike Trusch
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Reine Mathematik
Mathematik

Angewandte Mathematik

Problemstellungen entstammen der Praxis

Numerische Mathematik

= Theorie und Praxis konstruktiver, rechnergestiitzter
mathematischer Methoden.

Definition: Eine konstruktive Methode zur Lésung eines mathematischen Problems ist
eine Folge von Anweisungen iiber die Durchfithrung von logischen und arithmetischen
Operationen.

Definition: Ein Algorithmus ist die Spezifikation einer endlichen Folge von Operationen

mit reellen Zahlen, die jedem m-Tupel a = (a1,--- ,a,,) von reellen Zahlen aus einem
gewissen Bereich D des R™, den Daten, ein n-Tupel z = (z1,--- ,,)T von reellen Zah-
len, die Ergebnisse, zuordnet:
r rr = Tl(ala"'aa’m)
z=r(a) & :
' Ipn = Tn(ala"' aa'm)

Die Ergebnisse enstehen dabei aus den Daten iiber eine Folge von
Zwischenergebnissen
1= 1(a1,-+ ,am) = 1(a)
= ((J,, 1)

= ((1,, 15 )

= (0,, 1,77 1)
wobei  “elementare Abbildungen” sind. Die Ergebnisse z ( = 1,---, ) sind eine spe-
zielle Auswahl der (1 , =1,---, )

Implementierung eines Algorithmus:

Daten a a’ Maschinendaten
y — r’ Implementierung
Ergebnisse x x’ Maschinenergebnis
a a = T T

Okonomiebedingungen

1. beziiglich der verfiigbaren Hilfsmittel (Einfachheit)
2. Rchenaufwand / Rechenzeit (E zienz, Komplexitit)
3. Konvergenzgeschwindigkeit

4. moglichst grofier Anwendungsbereich (Flexibilitét)
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gutartig !

)| =0,020
= 0,018
= 0,021
=0,024
= 0,029
= 0,034
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(Zuverlissigkeit)

(numerische Stabilitét)

e Dtene en

i eit e en n n
i eit e en
T
T = n n=20
r 5 —
. 5 n 1
n 1
Maschinenalgorithmus
=0,182
115 = 0,090
=1,500 5 ;=0,0
=0,333 5 = 0,083
=0,250 5 =

0,165

50

Laut TI85:

(gute Kondition)

= 0,034306329555
_=gliltige Stellen

Hier wird der Fehler bei jedem Schritt verringert (1)
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Fehlerquellen
Problem math. Modell math. Problem Algo. Maschinenalgo.
der — Daten a — Daten a — Datena — Daten a
Praxis mit nsicher- r’
heiten Masch.Rechnung
Problem
P P P Losungs- r
abbildung
“Losung mogliche “wahre Masch.Ergebnis
des Ergebnisse Ergebnis”
Problems”
T T T T

1. eventuell falsches math. Modell
: Datenfehlereffekte

: Verfahrensfehler

: Gesamtrechenfehler

Definition: Absoluter und relativer Fehler
Seien a, a reelle Zahlen.

1. a heiflt Ndherung fiir a, bis auf einen Fehler, der dem Betrage nach kleiner
oder gleich ist :gdw a «a
a a heifit wahrer Fehler

2. a a heiflt die Korrektur von ¢ als Ndherung fiir a

3. a a heiBit absoluter Fehler von a als Niherung fiir a

4. wenn a = 0 ist, heift — relativer Fehler von a als Niherung fiir a (iiblicherweise
in Prozent)

5. a besitzt als Ndherung fiir a  giiltige Dezimalen gdw a ist als Ndherung fiir ¢ auf

Dezimalen genau gdwa a * 10 )

6. a sei als Ndherung fiir ¢ auf  Dezimalen genau. Die Ziffern von a, die in der
Position 10 und davot stehen, heiien signifikante Ziffern (oder wesentliche) von
a als Naherung fiir a, wobei fithrende Nullen nicht mitgezidhlt werden

e e n:
Anzahl der giiltigen Dezimalen ist scharfe Abschitzung fiir absolute Fehler

Anzahl der signifikanten Ziffern ist grobes Mafl fiir den relativen Fehler
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e e n:
Subtraktion anndhernd gleich grofler Zahlen fithrt zu einem Verlust von signifikanten
Ziffern.
ei ie:Losungvonz 26z 1=0
T T =0=z = - -

Satz von Vieta: z = —

1. Maschinenalgorithmus:

= 26

= -=13

= =13 =169

= =169
r= =12,961
T = r = 25,961 5 signifikante Ziffern
T = r =0,039 2 signifikante Ziffern

2. Maschinenalgorithmus:

r =—=—-=0,038519 5 signifikante Ziffern

Maschinenzahlen
Die mit einer bestimmten Codierung darstellbaren Zahlen bilden die Menge  der Ma-
schinenzahlen.

1. Festpunktdarstellung

2. Gleitpunktdarstellung einer Zahl x zur Basis

(engl.: oating point representation)
T = , wobei 2 Basis des Ziffernsystems

=0aia --ra ) 0 a 1 Mantisse von z

Stellenzahl (Linge) der Mantisse

, Exponent = T 1,1

Die Gleitpunkt-Darstellung heifit normalisiert gdw. a; = 0 (oder = 0 falls
z =0).

Wir brauchen eine Abbildung
: R—  (Reduktionsabbildung)

1. Abschneiden

2. Runden
R z— z=zmit z 2z = T
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In den Fillen, wo es zwei von z gleichweit entfernte  gibt, sollte man so runden, dafl
die letzte Ziffer eine gerade Zahl ist.

Gegeben = ( , , , ).
Dannist ,, = (0ai---ay) ,a = 1, =1,---,
mn=1(01) die grofite bzw. kleinste positive Zahl in

Gegeben , so heifit die bestmdglichste Schranke fiir den relativen Fehler von

die Maschinengenauigkeit des Rechners.
Dann gilt: z R, z Tm n> Tm z=z(1 )

ei ie:Fir =“Runden” gilt =— 1

Normweise Konditionsanalyse
Betrachte die folgende Aufgabe:
Gegeben: A
Gesucht: x = (A) =:Problem (', 4)
Das Problem ( , A) heifit wohlgestellt bzgl. absoluter Datenénderungen gemessen in der
Norm gdw.
— (A) (A) A A.

f

>

Das Problem ( , A) heifit wohlgestellt bzgl. relativer Datendnderungen gdw.
A=0, (A)=0und — _— —_—

Die kleinste Konstante mit (1) wird mit () bezeichnet.
Die kleinste Konstante mit (2) wird mit () bezeichnet.

Definition: Die Kondition des wohlgestellten Problems ( , A) bzgl. absoluter (relati-
ver) Datendnderungen ist die Zahl

(,4):= ()

(,4):= ()

o e n : Esgilt ndherungsweise (A4) (4) (,A) A A
(,A4)—
Gut konditioniert bzgl. absoluter Dateninderungen: (,4) L
Schlecht konditioniert bzgl. absoluter Datendnderungen: (,4) 1.



Inter latin rch 1n e

Inter lati n rch In e

e: Gegeben: Funktionswerte (z ), (z1), -, (zn)
= (z ) (0 ) in paarweise verschiedenen Knoten.
$ xl ... x .. $n ]R.
Finde ein Polynom vom Grade mit (z )= (0
€0 € y 1Ly om R T ;T15° 3, Tn R

n

Beweis:
a) Existenz: Konstruktion von Polynomen
n= :R— , Polynom, Grad
. 1, =
pmit (z)= = 0 B ( =0,---, )
, =

n e nte o tion o no
= )= " ()= (z)=1=
= , interpoliert inz
b) Eindeutigkeit:
Seien n, die die Interpolationsaufgabe erfiillen.
= n hat 1 Nullstellenz ( =0,1,---, )
(demn (z )= = (z)( =0,1,---,))
= 0 nach dem Fundamentalsatz der Algebra.
ei ie
(z) ===z (z),z = 1 - =0,---,4
011|234
z | 1] L]o]l]1
0] L ]o]l]o
(z) = (z) 1 (@)
(z z)(z =zi)z z)(z =z) (z1 z)(z1 z)z1 =z )(z1 )
1 1 - 1 1 1 -1
-1 - - - -1 -1 - - - -1
=-z (1 =z)

Andere Moglichkeit:

10
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Definiton: (Dividierte Differenzen)
. s @=L =0
? I , O

, Di i ie te Di e en en

Tabelle fiir dividierte Differenzen:

Vorausgesetzt x , =0,---,

sind alle paarweise verschieden, dann sind =z ,--
rekursiv durch (2) definiert 0

bl

.’x

€eo e T ,T1," " ,Tn
‘ n(x): " Ty, T 1('7: T )‘

e ton nte o tion o no

Beweis: (durch Induktion iiber )
Annahme: Behauptung (3) gilt fiir 1 0

= ,ie)= "'z, .z (z =)
interpoliert , 1,---, , 1 inden Knoten z ,--- ,z, 1
= das (eindeutig bestimmte) Interpolationspolynom ,, kann gechrieben
werden:
n
n(2) = n 1(z) a (z zn )

(wobeia R noch bestimmt werden muf )
Wihle a so, daf3 ,, in z,, interpoliert !
Berechnung von a:

n

— ni@) e l= — () =

11
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ei ie: (dividierte Differenzen)

z =0 1
r1=152  0,26667
0 0, 022222
z =252 0, 16667
1
z =4,5|1
(z.B. 0266667 = ——)
x
(x)=1 a
= Newton Interpolationspolynom
(z)= =z z,r1(z =z) z, 1,z (x z )(z 1)
z,z,z ,z (x z)(z z1)(z =z)
= z (z z) z,z1 (¢ z1) =z,r1,z (¢ z) z,r1,%,T
o - =
= (2,1) =2,0528
e T 0
T, T = () ( (@ =)'
Beweis: (durch Induktion iiber )
=0 = (zr)= =
Annahme: Behauptung gilt fiir 1
x’...’x :# xl,...’x x’...’w 1
=— b ) AT A
') @ oz)!
— 1 1 1
T1, y L1 1 = (‘T 1) ( ('T 1z 1))
= Z -, =
=1 ' () 1 1
B 1 1 z z (z )
B ! Tz oz

Interpolation bei dquidistanten Knoten

T =a ) = 07 T ) =
Variablentransformation:
(@)= — = 2( )=z

12
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Aufgabe: Berechne Interpolationspolynom
n(z) fir (z)inz ,---,z ,

Es ist keine Tabelle der “dividierten Differenzen” nétig. Es geniigt eine Differenzen-
Tabelle zu berechnen.
“Vorwirtsgerichtete Differenz” = 1 1 1 (=0

) = 1 ( 0

Beweis: (durch Induktion)
= O M T = (x ) = =

Angenommen (4) gilt fiir = 0, dann
x DY ,x n 1 =
_ n n
- n 1
~Tn 1
Interpolationspolynom fiir (z)inz ,---,z ,
n 1
n(.’l?): Y (:I" Z )
r x ==x z ) = )
n(T) = nlz )= " ' T = "
1 , =0
Binomial Funktion: = 1 1 1
— 1 = —1 -, 0
ei ie:
z =20 | _34202
15798
z1 =301 5 01519
14279 00435
x =40 642 01954
12325
x =50 76604
(Differenzen der beiden Vorgénger, unten-oben)
(z) 1 — = _1 B

1 —

(36) = 0, 58778
daz==z = =——, hier: =16)

13
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Interpolationsfehler

Beweis:
Sei T =x ,T1, Ty (da sonst (6) trivial), x fest,
()= () «() (), , hat 2 Nullstellen in
nidmlich =z ,zy,-+ ,z, und =z.
Satz von Rolle: Sei (z) stetigina = und differenzierbar ina = .
Falls (a) = ( ), dann existiert mindestens ein Punkt zwischen a und |,

sodal ()=0

f(x)

f(a)=f(b) m
|
! X

i T T
a 4 b

= — hat nach dem Satz von Rolle in den offenen Intervallen

(zwischen den z und z) 1 Nullstellen.
= — hat Nullstellen und so fort.
= —— hat eine Nullstelle (z) (gar im Inneren von I).
=0=— () () () = "1 ( () (D
Da n()=0und — ()=( = =—5—
einsetzen liefert (6)
Fir " 1() koénnen wir obiges Theorem benutzen, um den Interpolationsfehler
abzuschétzen:
n = azx () n(z) L not
(="l = az 1 4z z 1))
ei ie: (z)= (z). Interpoliere (z) durch ein quadratisches Polynom
inden Knotenz = , z1=0, xz =

Wie muf} gewfllt werden, damit der zugehorige
Interpolationsfehler 5 10  bleibt

14
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notwendig fir Maximum von (z): (z)=0= 3z =0=>z= —

( __) = — = = -
Ferner () 1
Folglich ax (x) (z) Lt-— 1=— 5 10
= 0,01

Frage: Gilt immer n n =20
Nein !
Gegenbeispiel: (z) =11, 5 =z 5

no1 verringern, aber durch

In (7) kénnen wir im Allgemeinen nicht die Konstante
eine spezielle Wahl der Knoten kénnen wir minimieren. Der Einfachheit halber be-
trachten wir Interpolationen im Einheitsintervall = 1,1. Der allgemeine Fall kann
immer darauf zuriickgefithrt werden:
@)=%a ) Y a) =z
erfulltk = ( ) wobei = a, und ferner
noo= () ()

n= :R— , Polynom vom Grad

Definition: (Tschebyscheff-Polynome)
Die Polynome n Mmit
n(@)=( ar (z))
heiflen die Tschebyscheff-Polynome (1. Ordnung).
n sind Polynome, denn  (z) =1, 1(z) =z und mit :=ar (z)
nil@)  nalx)= (1) ( 1
=2 =2 ,(z) =z

L L L
-1 05 0 05 1

das heiit , 1(z) =2z ,(z) . 1(2)
Folglich mit (9) und (10) sehen wir, da§ , Polynome sind.

Nullstellen von ,:
ar r =( 1), ganzzahlig, z = 1,1

=T = “n :0,1,2,"', 1
(durch Symmetrie des Cosinus und seiner Periode 2 erhalten wir fiir alle anderen ganz-
zahligen keine weiteren z )

Extremwerte von ,:

15
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8)= n(z) 1= ,( ) ist maximal oder minimal fiir mit ,( ) =1
1
= ar = = = n 0
Dies sind schon 1 verschiedene , denn als Polynom ™ Grades kann ,, nicht mehr

Extrema haben (2 Randextrema  (n-1) innere Extrema)

e ni= n n — nlz)=1

Beweis: (zum obigen Theorem)

n 1 nl(da nlz( 1)')
= Die Behauptung folgt durch Anwendung des vorigen Lemmas.

Beweis: (zum obigen Lemma)

Aus (9) und (10) = , hat den fiihrenden Koe zienten 2" !
2t .,

= n 2l n
Angenommen n Mit ot
Setze = , 2! " ,
0 fiir gerades (o )=1)
— 21 n n
= ()=l n( ) 0 fir ungerades ( ,( )= 1)
( )= hatin Vorzeichenwechsel, das heifit mindestens Nullstellen,
aber n 1= 0 = Widerspruch zur Annahme
Aus (7) folgt bei Interpolation in den Tschebyscheff-Knoten z = 77 , =0,---,
in  mit m):
1 n 1
n n 1
Hermite-Interpolation
= a, R, mit den Daten: (z )=: , (z)=: , =0,1,---,

16
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einer glatten Funktion koénnen wir auf “Informationsbewahrende Art” interpolieren.

f1f1

eo e n 1(T) n 1
nile)= , @)= (0 )
z ? = 07 1’ 7
Beweis:
Eindeutigkeit
Annahme: Es gibt 2 Polynome ,, 1, , 1 mit (15)
= n 1 n 1 n 1
n 1
n
= 5 1(2) n 1(z) 0 (nach dem Fundamentalsatz der Algebra)
= Eindeutigkeit
Existenz
noa(@) =" (z) " () na
mit (z):=1 2 (z )z z) () (z) = " —
():=(x z) (z) Lagrange Polynom
Esgilt: (z )= = (z)
(z)= (z)=0
(0 ;0 )
1, =
- 1S (e @)= )
" ’

Nachweis von (15)

17
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ei ie: (x):= () z =0, 21 = -
Finde zugehoriges Hermite-Interpolations-Polynom
z 0] -

=1 4(z) 1 (z)=—2x3z -z (z -)
t eie o0 no i e nte o tion Zerlegung von
heit halber) dquidistanter Teilintervalle

=z ,r ,Knoten: z =a (0

a, in (der Einfach-

a:X0 Xy

Lineare Interpolation auf jedem : Die Lésung fiir , 1,---, 5, kann sofort angegeben
werden mit Hilfe sogenannter Hut-Funktionen
Stiickweise linear interpolierende:

( —— =
(z):= " (z) mit  (z)

(37 17'T)
— z 1=(z,z 1) ()

Hutfunktion (Basisfunktion)

18



Inter latin rch 1n e

() n z = (v)
n 1( )’ n n
. ’l"nl’I‘Cl,’l“
n n 1
( 14)
Beweis:
1 L (z z)z =z 1)
0=—=22z =z 1 =z
=7z =
(z )= =—=
= _
= ar n — azx
2. In gilt (z )
(z) (z) = (2) " (z)
= () 1 () (z)
= (z) —
= (2) ()
=@ z1) @ z (@) 21 (1) () ()

19
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=@ z 1) () z () z 1 (z 1) () ()
=@ z 1) (@) z () = 1 (z 1) () ()
= (@ (o)
= (=) () ( =) ()
(z) (=) T (z ) Hez oz 1) (= 2))
dividieren durch _:> Losung.
nte o tion it i en ine
Definition = a, , L'z =a , =X 1,X
- R =
()
( )7 =1, ’

(@= (o), ()= ()

Bedingung (4) sichert die Eindeutigkeit.

Statt (4): (a) = () = 0 natiirlicher Spline. (mit weniger guten Approximationsei-
genschaften, da er weniger Informationen iiber hat.)

() =a z x x
Bedingungen:

() wegen (1)
(z)=  wegen (3)
(@)= (a), ()= (), wegen (4)
= insgesammt: 4  nbekannte (Freiheitsgrad)
Bedingungen: 3( 1) ( 1) 2=4

€eo € x,

€eo e (), =a, =z =a , =

20
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Fortgesetztes Gitter x = a , = T 1,T
L= (R), linear
(Raum der stiickweise linear stetigen Funktionen.)
n = (R)’ b

(Raum der Spline-Funktionen.)

B-Spline
LpiB 2/3

3 = (.’L‘ 1, )
0 , T T
Ableitung
1/2h
we
Xiv1 K+2
! X
Xio X1 '
-1/2h

21
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o -
i-1 i1
i1 X2
T X;
X2 X1 WV

(Das Maximum liegt NICHT bei 0, sondern weiter rechts !)

Beweis:
In den Knoten z gilt fiir solch ein A
A 1 1({L‘ ) A ({I,' ) A 1

x) = T :(x 17'T)
(z) s )
) :(CL' 1, T )
0 , T T
- A - (3(6:1:))
1 4 1 " (21)
1 1 1 o _ !
Loo1 A -
2 (z) - (z)
A
) 1 4 1 o (_961)
1 4 1 \ (x'n 1)

=0, da  strikt diagonal determinant ist.

-, Ap) und zusitzlich

Ay A =2 (x) (1. Zeile) = AT =(A {,--+, 4, 1)
An 1 An 1=2  (zn) (letzte Zeile)

22
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ei ie:
()= (z) 2 (z)in =0, .
Finde den kubischen Spline  fiir mit dem Knoten z = —, = 0,1,2,3,4, als
Linearkombination geeigneter B-Splines.
T o,
()= (¢)
(z)= ()
(z)= ()
© © =) = ) () )
1 0 0 1 0 0 1
42 A 0 - (0) 0
1 41 Ay (-) 10
1 1 41 A = (-) = )
1 41 A (—) 0
2 4 A () - QO) -
A1=4 2 (0) :>A1:l - _
Ap1=4n 1 2 () A= — -
A=A =1 — A =A = 1 - A =— -
(z) = 14 (o)
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ineare leich n ss ste e ire te er ahren

a1 a1 -t Qip
A=(a ) = : : : mit a R
Gm1 Apl " Gmn
das heifit A R™ ™ bzw. A ist (reelle) ( , )-Matrix.
(eventuell auch a ,dh. A ™™,
1
r=(r) 1 m= - R™
m

Lineares Gleichungssystem

Z1

Az=r,dh.z= - R™

In

gesucht, bzw.
a1t QinIp =T1
Am1T1  *** AmpTp = Tm
Zugehoriges homogenes System:
0
Az =0= R™
0

Lineare Algebra:
Hat (2.3) genau linear unabhiingige Losungen (z.B.) z 1 ,--- ,z R"™ und existiert
eine spezielle Losung = von (2.1), so ergibt sich jede Loésung von (2.1) in der Form
x wh oo x ( R beliebig)
Speziell = ,dh. A R" " quadratische Matrix, D :=  (A) (auch A iblich).

D = 0 & (2.3) hat nur die (sogenannte) triviale Losung z = 0 < (2.1) ist fiir jedes
r R™ eindeutig lésbar.

D =0 < (23) hat (0 ) linear unabhingige Losungen und (2.1) hat  viele
Losungen oder ist unlosbar.

D=0: z=A 'r in geschlossener Form darstellbar.
e e ee:

T —
D aus D durch Ersetzen der k-ten Spalte von D durch r fiir Praxis ungiinstig.
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Zunichst betrachten wir ein LGS (2.2) mit = , A=0:
Sei aj; = 0: Neue -te Zeile = alte -te Zeile-— ( =2,--+, ).
ap1ry a1 T Tt Qipndn =T1
0 a x v G, Tp =T I
|
0 a,z - auT,="1,
Verfahren auf (1) (1) LGS fortsetzen. (a = 0, sonst eventuell Zeilenvertau-
schung.)
Schlielich LGS mit -Matrix
a1y a1 T o Q1pTp =T
a T o a4, Tp=T I
n 1 n 1. I
Gnn Tp = Tn
die z in der Reihenfolge z,,z, 1, - ,z1 rickwirts bestimmen.

e € n:
Der Gau$-Algorithmus hat in dieser Form = - Operationen. Die Cramersche Regel mit
Entwicklung der Determinanten D, D1,--- , D, benétigt = 2 Operationen.

Methoden zur Rechenstabilitéit

Pivotwahl
Elemente von A haben bereits gleiche Groflenordnung, sei zum
Beispiel a11 a1 (=2,---, )

GauB in der Form (2.4)/(2.4)" moglich. (sogenannte “natiirliche Pivotwahl”, aber grofie
Fehlerfortp anzung bei Division), daher

1. Partielle Pivotwahl
In der 1. Spalte von A (bzw. in den weiteren Schritten im jeweiligen “Rest”-LGS)
wird das betragsgrofite Element (“Pivotelement”) gesucht und (jeweils) die 1. Zeile
mit der Zeile des Pivotelements vertauscht.

2. Totale Pivotwahl
In A (bzw. den jeweiligen “Restmatrizen”) wird das betragsgrote Element gesucht
und die jeweilige erste Spalte und 1. Zeile mit Spalte und Zeile des Pivotelements
vertauscht. (bei Spaltenvertauschung auf Gesamtmatrix ausdehnen).

e e n:
(2) im allgemeinen stabiler, aber aufwendiger, daher meistens nur (1).

eitee e e n en

1. Berechnung der Determinante A =0, 2 Operationen bei Gauf
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a) Addition bzw. Subtraktion von Vielfachen von Zeilen und anderen Zeilen =
Determinante bleibt erhalten

b) Zeilen- und (eventuell) Spaltenvertauschungen = je Vertauschung Anderung
von A um Faktor -1
Aus (2.4)’ folgt mit zusétzlichen Vertauschungen:

A= (1) ana ---anp, ! = Gesamtzahl der Vertauschungen
2. Mehrere rechte Seiten, Inversenbestimmung
Schema fiir Gaufl
a1 - O1p | T1| 1

nl - Gpn | Tn n

Zum Beispiel mit partieller Pivotwahl fiihrt der Algorithmus
iiber (2.4) schliefllich auf

ail ain T 1
a a, T
n 1 n 1 n 1
Ann Tn n

Man kann auch eine neue rechte Seite einfiigen ohne die Dreieckszerlegung von
A nochmals durchzufiihren.

ei ie: Bestimmung von A (= z) mittels Matrizen bzw. LGS A z =
d.h.

ai; - Qip Tl ot Zip 1 0 0
= 0 0
apl1  **° Gpp Tni *°* Tnn 0 0 1
3. Die LR-Zerlegung
t
A=
e ei :(GauB-Algorithmus)
(a11 = 0) =neue i-te Zeile = alte i-te Zeile — (1.Zeile)
a1171 a; I AipnTn =T1
an1T1 T UpnTn = Tn
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a1171 ay x Aindn =71
0 a; T Ty =T
0 a, T Ty, =Ty,
GA SS: 1.Schritt: = ;1 A=( ) 1. und p-te Zeile von A vertauscht
2.Schritt: Fiir ¢ := —( =2,---, )wirddurch ;' = ;' ;4
der 2.Schritt durchgefiihrt usw.
1 0
1 1 1 1 1
= 2 = 1 ( 1 1 A)’ 1 1 A’
0 n 1
1 0
0 1
1 0
0 1
theoretisch moglich: alle notwendigen Zeilenvertauschungen _ 7 sémtlichen Elimi-
nationen durchfithren, das heif$t zundchst , ; , --- 1 A= A bilden,

dann Gaufl mit natiirlicher Pivotwahl.

1 0 0
A R 7™ A=0, = o -. 0 Rr 7

0 0 1
1 0

1
0 1
1
Sei =
1
1 0
1

0 1
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fir = ,1 ,

Das heifit p-te und g-te Zeile von E werden vertauscht.
1

1 0
1 aii
0 1
1 ain cr o Qip aq
A = et
1 apl1 - Gpp a1
1 0
1
anl
0 1
Das heifit A vertauscht Zeilen p und q von A.
Entsprechend: A vertauscht die Spalten von A
Also: 1. Schritt bei Gaul mit partieller Pivotwahl,
Pivotelementa 1 == A — 1 A
. Frobenius- Matrizen
1 0
1
(2.7) = 1
0 n 1
A R ™ beliebig, A bedeutet: Das -fache ( = 1,---, ) der p-ten
Zeile von A wird zur -ten Zeile von A addiert. Entsprechend A bedeutet: das
-fache ( = 1,---, ) der -ten Spalte von A wird zur p-ten Spalte von A
addiert.
1 0
1
Speziell: A = = = = 1
0 n 1
A R™ ™ beliebig, A bedeutet: Das -fache ( = 1,---, ) der p-ten
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Zeile von A wird zur -ten Zeile von A addiert. Entsprechend A bedeutet: das

-fache ( = 1,---, ) der -ten Spalte von A wird zur p-ten Spalte von A
addiert.
1 0
1
Speziell: A = = = = 2 1
0 25, 1
= =2
1 0
1
bZW. 1 =2 = 1
0 . 1

= enthéilt in jeder Zeile und in jeder Spalte genau eine 1, sonst Nullen, d.h.
Permutationsmatrix.
Gauf} wie beschrieben:

1 1 1 } .
nlmn 77 1 A= .ol =
0
( wegen A =0 muf} in jeder Restmatrix in der 1. Spalte ein Element = 0 sein!)
= A= 1 - a1
1 0 1
1 0 0 1 1 1
_ 1 _
1 = _ =
0 1
nt 0 n 1 nl n
usw.
1 0
1 1
= =
nl n 1

d.h L enthéilt gerade Eliminationsfaktoren.
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5. Der Fall A = 0, rechteckige Matrizen, Rangbestimmung
Gaufl entsprechend durchfithren, eventuell totale Pivotwahl bis nur Nullzeilen

iibrigbleiben.
ei ie:
1120
A= 1 2 3 6 ,Rang A= maximale Zahl linear
2 3 5 6

unabhéngiger Zeilen/ Spalten, hier: Rang(A4) = 2
Rang (A) bleibt gegen GauB-Operationen invariant.

6. LGS mit positiv definiten Matrizen
A R* ™ sei symmetrisch, dh. , a =a = A= A wichtiger Spezialfall
fiir Anwendungen.

Definition:

Die symmetrische Matrix A ist positiv (semi) definit:

& zz=0 z(4z) ( )0

Fiir positiv definite Matrizen ist die Hauptdiagonale postiv:

0
0
a = A 0, =
0
Verallgemeinerung (Kriterium von Schur), fiir Anwendungen allerdings unhand-
lich:
A ist genau dann positiv definit, wenn a 0, ZH Zl 0,
1
ailr a1 a1
0,---, (A) 0 gilt.
a
Az = r mit A positiv definit sei gegeben.
L-R Zerlegung mit = ist hier moglich: A = , aber Symmetrie wiirde zerstort.
Stattdessen Zerlegung:
1 " in
A= mit = . i, (=1, ) ()
0 nn

angestrebt.
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(2.9) heift CHOLESK -Zerlegung.
1. Gauf} -Schritt:

air ar - Qnp
0
1
1 A= .
0
von rechts mit (| ') multiplizieren.
air 0 -+ apg
1 1 0
a =a = | Al )= . = ,daA=A.
_ — : A
0

und A sind wieder positiv definit:
r=00),z z= A mit =( ;') z=0,daz=0gltund ( ,) =1
A positiv definit = A 0.
Entsprechend mufl man das Verfahren fiir A( ) (1. Komponente weglassen) fortsetzen

1 0
= ... 111A(11)( 1)---:D: 0

0 n
= = n o1 'A( 1) =D
= A= D

1 0
Setzt man D~ := , S0 ist
0 n
A= D D =( D)D) (

CHOLESK -Zerlegung von A
Ist umgekehrt A = Cholesky-Zerlegung von A(= A ), so ist A positiv definit:
2 Az — z o = 0 =z Az 0:16201

t A

Formeln der Cholesky-Zerlegung ergben sich iiber (2.10) oder direkt:
m 0 0 0

ail a?n 1 0 0 11 - in
. - - 0
Gn1 Gnpn 0 nn
In e eee nn
0 Jann= 1= n= a1 0
ar = 1 11=> 1 =— us.f
=a 1 1 ( - 13"' ) )
= (a 11 1o1) ( 5, =1, 1
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n e nen e to :
Hier entstand in der Vorlesung ein kleines Indizee-Wirrwarr. Sémtliche Indizees in den
S-Matrizen sind verdreht und die Formeln beinahe darauf abgestimmt.
Vermutlich sind die Formeln richtig, wenn man in der a-Matrix beim Benuzten der For-
meln alle Indizees vertauscht (ap1 — a1y, ),

" bertragung auf rechte Seite des LGS:

Az = r soll dquivalent zu z = = : sein.
n
= z = =r
= = (’[‘ 1 1 - 1 1) ( )
(wie  ( ) ohne Index )
dann z aus z = rekursiv berechnen wie in b).

e e n :zu Cholesky:

1. i.a. gute numerische Stabilitdt des Verfahrens, unter anderem auch
wegen --- bei

2. Pivotwahl i.a. nicht notig, konnte (wegen Symmetrieerhaltung) auch nur auf Dia-
gonale durchgefithrt werden (Zeilen und gleiche Spalten vertauschen).

3. Arbeitsaufwand halb so grofl wie bei Gauf .
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etr n atri nr en ehlera schatz n en r
iterative er ahren

R ist mit der Euklidischen Vektor-Norm

z = "L firz= R?
Tn
normiert (oft auch z ), das heifit dadurch wird ein Abstandsbegriff = gegeben.

Allgemeine Definition der Norm auf R":

Die Funktion --- R" — R heiflt Norm auf R”, wenn gilt:
(Nl) 2z R: 2z Ound z =0&z=0 (Definitheit)
(N2) z R° R =z = x (positive Homogenitét
(N3) =z, R =z z (Dreiecksungleichung)
ei ie:

gz =( "y2 ) ( 1r )
wichtigste Fille:
=1: z:= ",z
= 2 :Euklidische Norm, s.o.

r = az" | x
( — in (3.1) ergibt (3.2))
Fiir die numerische Mathematik ist (3.2) wichtiger als - , aber z.B. fiir Konvergenz-

aussagen werden auch andere Normen betrachtet.

Fiir (3.1) erfolgt der Nachweis von (N1),(N2),(N3) iiber die Holdersche ngleichung.
Diese entspricht im Fall = 2 der Cauchy-Schwarzschen ngleichung.

x x .
Fiir (3.2) ist (N1)-(N3) trivial.

ei ie: LGS Ax=r
Losung nidherungsweise (Rundungsfehler) z.
“r ist mit einem Fehler ( R, 0) behaftet”:

T heifit jede Komponente hat einen Fehler vom
Betrag ( :(z = )
Bei z =z “Mischen” der Einzelfehler.
T =z £ =z ,aber dadurch im Allgemeinen ~berschitzung der Einzelfeh-

ler.
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one en on o0 eninR"?

T
Eine Folge (z ) konvergiert Koordinatenweise gegen x = : R™, wenn gilt:
Tn
r —x
one en e i
Zu jedem 0 existiert ein so, daB fiir alle T T

Es gilt: Die Konvergenz beziiglich Vektor-Norm und koordinatenweise Konvergenz sind
(im R™ 1) gleichwertig, d.h. es wird keine neu Geometrie definiert.

Der Allgemiene Beweis ist etwas aufwendig, fiir die Gleichwertigkeit der Konvergenz
beziiglich (3.1), (3.2) folgt aus

T T T z R° ()
=20
r=0: =z =z =0 fest.
n
T _ ,
=2z =2z ( (m—)) T
1 - -
1
1 n
= ()

e e n:
Fiir die V-Norm gilt das Entsprechende in " ((N2) dann
mit (aber auch =z R ))

ti 0O en
A R® ™ (auch entsprechend auf ™ ™, insbesondere im Zusammenhang mit Eigen-
wertaufgaben auch bei reellen Problemen).
Die Matrix-Norm ist Vektornorm auf R” , aber zusétzlich gilt:
A, R ™ ( ™n): A A

el ie:

1. - auf R" ™ {ibertragen ist keine Norm, denn
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