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Stochastik ahrschein ichkeitstheorie und mathematische Statistik beschafti t sich
mit ufa se erimenten bei denen das r ebnis nicht durch die  andbedin un en
des eriments fest e e t ist.
Der r ebnisraum ist eine Men e die die mo ichen r ebnisse esu tate des e
riments entha t.

rei nisse erden durch eimen en on beschrieben.

12 5
2
0 1
01 01
1
0 0 1 1
-t
NP
2 0 1
01
0 -
In rei nis mit e akt einem ement a so hei t ementarerei nis.

ombinationen on rei nissen konnen durch men entheoretische O erationen beschrie

ben erden:
und treten beide ein

tritt ein oder  tritt ein oder und treten ein
tritt nicht ein




Die Men e der rei nisse bi det ein
Men ens stem oten men e on

ei end ichen oder ab ah bar unend ichen  kann man mit arbeiten bei
uberab ah baren sto t dies auf Sch ieri keiten s ater mehr.

Dies ist stren enommen keine mathemati

sche ra e.
er eiche: as ist eine erade as ist eine Men e
s mathematischer e enstand ist ahrschein ichkeit eine unktion die rei nissen
ahen ischen 0 und 1 uordnet und dabei e issen iomen enu t.
Die iome erden durch den um an ss rach ichen ahrschein ichkeitsbe ri moti
iert.

etrachte ur rauterun die wussa e

s ibt el hau tsach iche nter retationen:

1. Die au keitsau assun re uentisten
s sei die au keit des uftretens on bei iederho un en des u
fa se eriments - istdiereati e au keit on . el ro em so te

diereati e au keit on inder ahe on ie en.



2. Die __aubens oder ausibi itatsau assun Sub ekti itisten

Der ert ibt auf einer Ska a on 0 bis 1 die an das
intreten on ieder. Diese u assun kann uber etten forma isiert erden.
2 istim e ensat u 1 auch bei nicht iederho baren erimenten an endbar

aber eben sub ekti .
Diese u assun en sind nicht dis unkt.

urreati e au keiten etenfo ende e en:
1. - 1
2. - 0

.- - - fur a e aar eise dis unkten

ine bbidun mit diesen 1 enschaften hei t ahrschein ichkeitsma

1 enschaft nennt man auch dditi itat.
r ebnismen e ahrschein ichkeitsraum
ebra uber rei nisa ebra

ahrschein ichkeitsma






1. da und ab eschossen e enuber om ementbi dun ist.
er endet man die dditi itat mit
sofo t a so 0.
1fo t aus 1 estandtei der iome
2. er ende nun die end iche dditi itat.
Q

g @

. Set e er ende dditi itat und 0

a SO

5. m a e 2 fo t dies aus und 0. nsonsten nduktion.

a SO

Q
AC B@

a S0:

ns esamt:

m a 2 erha t man . nduktionsschritt: bun sauf abe.
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urde end iche dditi itat nicht reichen
dditi itat kann a s Steti keitsei enschaft auf efa t erden:

e eis:

S sel
ar:
Die

fur a e
dditi itat iefert:

end iche dditi itat
2 1:

ir er enden die um ekehrte onstruktion:

11



st mit eine dis unkte Men enfo e in und set t man

so it a so

est: bun sauf abe

end iche dditi itat ist eine natur iche Minima anforderun .
dditi itat ist eine usat iche Steti keitsei enschaft.

auch fur uberab ah bare

0=[0,1)

" 8=2rmw

ucksrad 0

Der ei er hat aso nir ends an
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S seien rei nisse in einem ufa se eriment da durch einen ahrschein ich
keitsraum beschrieben ird.

as ist die  ahrschein ichkeit on  unter der edin un da eintritt

ei iederho un en tritt ma ein unter diesen ist die abso ute
au keit on

ur diereati e au keit on unter den erimenten die  iefern 1it:

Dies moti iert

Man sieht eicht da ein ahrschein ichkeitsma ist fest .
re rasentiert das e enuber dahin ehend eranderte eri
ment da das intreten on  bekannt ist.




1. inset en der De nition

2. inset en iefert:

05

0 005
0 5
001

0 2

Die berset un on ro ent ahenin ahrschein ichkeiten ie t bestimmten
nnahmen uber die us ah der est ersonen etc. u runde.
Obi es eis ie ei t auch da es nicht immer noti b . sinn o ist e iit
an u eben.



iner der entraen
keit.

Die mathematische De nition so te das

e ri e der Stochastik ist der der stochastischen nabhan 1

intuiti e on e t ieder eben:

ird on nicht beein u t enn sich die ahrschein ichkeit on  nicht durch die
nformation andert da ein e eben ist.

Dies fuhrt auf die orderun

orsicht bei mehr a s 2 reil nissen:

00 01 10 11

00 01
00 10
01 10

15






end ich —
a ace eriment ird durch fest ee t.
aucht auf bei:

erfen eines s mmetrischen e enstandes faire Mun e urfe a e Seiten haben
diese be ahrschein ichkeit oben u anden

Mischen on arten oder a emeiner: erste eneiner ufa i en eihenfo e a e
ermutationen eiche ahrschein ichkeit

ntnahme einer Stich robe festen mfan s aus einer rund esamtheit a e ei
men en dieses mfan s haben diese be ahrschein ichkeit

ir betrachten nun o un en on so chen erimenten:
Sind 1 a ace erimente so kann die usfuhrun a er dieser
erimente a s neues ufa se eriment betrachtet erden.
in eei neter r ebnisraum ist

: fur 1
Dies ist eine end iche Men e ahe aso .
ie sieht ein eei netes ahrschein ichkeitsma hierauf aus
enn die erimente unabhan i oneinander aus efuhrt erden dann so ten fura e
die rei nisse
:im ten eie eriment erscheint 1

im Sinne on 2 stochastisch unabhan i sein. e en
fuhrt dies auf

S0:
e ementarerei nisse haben diese be ahrschein ichkeit.

Die unabhani ¢ o un auch:das rodukt on a ace erimenten ist ieder ein
a ace eriment.

el dieser onstruktion sind die rei nisse die sich auf erschiedene eie erimente
be iehen stochastisch unabhan i im Sinne on De nition 2.1.2 siehe Seite 15 .



01

Die estimmun des korrekten Mode s ist kein rein mathematisches rob em es mu
sichausder uen et er eben. ir ehenda onaus da die Mun en unterscheidbar
sind. Die ementartei chen h sik iefert eis ie e mit ununterscheidbaren Ob ekten

1. : bi ekti
2.

Die era emeinerun auf mehr as ei Men en fuhrt auf die fo ende ussa e:

st fur edes eine Men e mit ementen so 1it:
S eiafa :
ir schreiben abkur end 1 . ee 2 iefert:
01 fur 1 _
Die emente on erden auch ermutationen on mit iederho un enannt.
1. iner Men e on ementen kann man Stich roben om mfan
mit wuruck e en bei erucksichti un der eihenfo e entnehmen.
Das ement steht hierbei fur die Stich robe beider im ten u das

ement mit ummer erscheint.

2. s ibt Mo ichkeiten  Ob ekte auf at e bei mo icher Mehrfachset un
und erucksichti un der eihenfo e u erteien. ierbeisteht fur die
erteiun bei der das Ob ekt mit ummer auf dem at mit der ummer
ee t urde.



e eis:
s ibt Mo ichkeiten fur bei e ebenem b eiben 1 Mo ichkeiten
fur bei e ebenem b eiben 2 Mo ichkeiten fur etc.
d.h. man hat nach ee 2

1 2 1 _
Mo ichkeiten.
s ichti er S e iafa er ibt sich mit

Die emente der Men e aus Sat .2.1 auf Seite 1 hei en auch
k ermutationen on ohne iederho un .

1. iner Men e on ementen kann man erschiedene Stich roben om
mfan ohne wuruck e en bei erucksichti un der eihenfo e entnehmen.

2. s ibt —— erschiedene Mo ichkeiten Ob ekte auf at e ohne Mehrfach
beset un bei erucksichti un der eihenfo e u erteien.

e eis:
u edem ement dieser Men e ehoren enau emente der Men e
aus Sat .2.1 aufSeite 1 nam ich a e die u e die durch
ermutation der oordinaten aus dem eordneten u e her or ehen:

Die emente der Men e aus Sat .2.2 auf Seite 1 hei en
ombinationen on ohne iederho un .




ine Men e mit ementen hat ei men en mit enau ementen.

1. s ibt Mo ichkeiten aus erschiedenen Ob ekten heraus u reifen ohne
erucksichti un der eihenfo e ohne urucke en

2. s ibt Mo ichkeiten Ob ekte auf at e ohne Mehrfachbeset un u
erteien enn die ertei un sreihenfo e nicht berucksichti t ird.

eihenfo e ird berucksichti t eihenfo e ird nicht berucksichti t

fur

e eis:
ir de nieren eine bi ekti ¢ bbi dun

durch

1 2 1
er endenun e e 1lund Sat . .2 Seitel
Die emente der obi en Men e hei enauchk obinationen on mit iederho un .

20



1. iner Men e on ementen kann man erschiedene Stich roben om

mfan entnehmen enn uruck ee t ird und die iehun sreihenfo e nicht
berucksichti t ird.

2. s ibt Mo ichkeiten  Ob ekte mit mo icher Mehrfachbeset un auf
at e u erteien enn die erteiun sreihenfo e nicht berucksichti t ird.
10

4 + 0+ 3+ 3 =10

X

X X| X

X X| X

X X| X

ORORONO.

s ibt Mo ichkeiten die natur iche ah as Summe on nicht ne ati en
ah en u schreiben:

ierbeiist die n ah der Ob ekte auf at 1 ein eeres ach beis ies eise
ents richt einem Summanden 0.

21



n einem aum be nden sich ersonen 5.
Mit e cher ahrschein ichkeit haben mindestens ei am se ben a  eburtsta
ereinfachende nnahmen:

kein 2 . ebruar
1 in e erden ernach assi t

saisona e Sch ankun en der eburtenrate erden ernach assi t

Dann ist ein a ace eriment uber
| 5 1 5
ausibe  obei bedeutet da erson am a eburtsta hat.
s eht um
Man hat
fur
so ema des ori en ara ra hen
1 1 — 1
1 — -
Dies ist eine in stei ende o e ab 2 istdies 0 5 bei 50 hat man bereits

0

eim artens ie rid e erden 52 arten die ubichen an S ieer ord Ost
Sud und est eichmassi aus etei t.
ir o endie ahrschein ichkeit der rei nisse
:einer der S ieererhat a e sse
: eder S ieererhatein s

bestimmen.
Das Mischen der arten iefert eine ufa i e eihenfo e asoein a ace eriment
uber
1 52 : fur
ist die Men e der ermutationen on 1 52 .

und  han en nicht on der eihenfo e ab in der die arten bei den S ie ern an
kommen man konnte a so auch mit

1 52 1 aar eise dis unkt
rechnen.
ierbei ist die Men e der arten on S ieer 1 .
Die ustei reihenfo e de niert eine bbidun on nach die e eis 1 emen
te aufein ement on abbiden d.h. ir haben iederein a ace eriment uber

22



el eis ie .1.1 auf Seite 1  ar dies anders.

Dies iefert auch

ternati :
Mo ichkeiten fur Mo ichkeiten fur
a so
1
ssei das rei nis da S ieer a e sse erhat o d : diese haben
die ummern 1 bis
Dann:
12
ur : 12 b eiben Mo ichkeiten arten aus der Men e der
icht sse
Die n ah bei b eibt un erandert a so
Diese ben r umente funktionieren bei und iefern dasse be r ebnis auch

aus S mmetrie runden k ar a so:

0 0105

el der ehand un on kann man an anao erfahren oder das an e et as
abkur en. : eder S ieer hat enau ein s

s ibt Mo ichkeiten die sse so an die S ieer u erteien da eder S ieer
enau ein s bekommt.
Sind die sse erteit so b eiben

Mo ichkeiten fur die ubri en arten. so

— 0 1055

in ostbote erteit riefe ufa i auf riefkasten einen ro asten u edem
asten ehort enau ein rief.

ie ie e ersonen erha ten den fur sie bestimmten rief

ir nummerieren die riefeund riefkastenso da  rief in asten ehort 1

Die mo ichen wusteiun en ents rechen den ermutationen on1lbis . ufa i so
hei en da ein a ace eriment uber

1 fur
Sei : : fur 1 die Men e der unktfreien ermutatio
nen : : . Dann a so



fo t mit Sat 1.2.1 on Seite

1 1 1
ar: : fur a e
ur ein aus dem Durchschnitt sind ositionen fest ee t die ubri en
konnen be iebi ermutiert erden a so
Schie ichist die n ah a er 1 mit ementen eich
a so
1 1 _
1 1 S

as assiert mit
us der na sis bekannt:

a so: die ahrschein ichkeit de niert da das rei nis da keiner der riefe beim
korrekten m fan er andet mit e en

eht.

Da eine a ternierende eihe orie t hat man so ar eine eh erabschat un :

eich eiti haben ir eine wussa e be iesen die nicht auf ahrschein ichkeit be u
nimmt:

Sei nun
: 1
die n ah der 1 unkte
s it
1
Die n ah a er mit ist das roduktder n ah der Mo ichkeiten fur
undder e eii en n ah der unktfreien ermutationen der Men e 1

ee 2 aus .2 on Seitel



m imes erha t man

25



ir nennen einen diskreten ahrschein ichkeitsraum enn  end ich oder
ab ah bar unend ich ist und it. uf rund der dditi itat ist dann
durch die u ehori e ahrschein ichkeitsmassenfunktion
eindeuti fest ee t:

fur a e

el a ace erimenten: —
uch hier assen sich rodukte bi den: das rodukt on end ich ie en diskreten ahr
schein ichkeitsraumen ist ieder ein diskreter ahrschein ichkeitsraum.

beide Zah

Ergebnisse verschieden

s ird beider ehandun on wufa s ro en a so nicht darum ehen konnen e chen
ert annimmt sondern darum mit e cher ahrschein ichkeit in einer ei men e
on ie t.




so ist

01

additi

aar eise dis unkt so sind auch die Men en
aar eise dis unkt und es fo t:

01 O 1

01 5

URCVRTREDRED



enommen ist die n ah der o f urfe.

— 0 5.
und  haben diese be ertei un aber und sind nicht eich.
Q
IR
hei t binomia _ertei t mit arameter und 01 enn
| 1 0 |
Die ufa s ariabe aus eis ie .1.1 s. Seite 2 ist 5 - erteit
kur : 5 - 5 -

Diese ertei un en tauchen auf enn man bei wunabhan i en ersuchs iederho un en
aht 1ie oft ein bestimmtes rei nis das in edem in ee eriment die ahrschein
ichkeit hat auftritt.

e rundun :

edes rei nis

1 1 1
im rodukte eriment hat die ahrschein ichkeit 1 und es ibt Mo ich
keiten die rfo e auf die ositionen u ertel en.
S eiafa : 1
1 0 1
hei t auch ernou i erteiun mit arameter
hei t oisson erteit mit arameter 0 enn
— fura e
und s leteine ichtie o eas ren erteiun s. . . ..l auf Seite 22 n ah der
i unkte einer ufa 1 en ermutation bei erhah t man die oisson ertei un

mit arameter 1 .



oisson ertei un en treten auchas ren erte on bei ro en undk einem
auf:

01
0
1 _
1 1 -
1 1
1 -
n  orten:
eleiner ro en n ah on iederhoun en und k einer rfo s ahrschein ichkeit

ist die ah der rfo e naherun s eise oison erteit mit arameter
ah reiche n endun en:

n ah Druckfeh er ro Seite

emittierte artike

n enommen ir erfen einen fairen urfe so an e bis eine erscheint sei  die
hierfur noti e wurf ah einsch ie ich der

O ensichtich it enau dann enn die ersten 1  urfe keine iefert.
uf rund der mnabhan 1 keit der urfe hat dieses rei nis die ahrschein ichkeit
1 1
1 - 1 - -

emeiner enn nur erte aus annimmt und
1 fur a e it dann hei t eometrisch erteit

mit arameter 01 : n ah der ersuche bis einscie ich um ersten rfo bei

rfo s ahrschein ichkeit
artet man bis um ten rfo 2 so erha t man eine ufa s ariabe

die nur erte annimmt mit
1

Diesist diene ati e inomia ertei un mit arameter und 01 der aktor

istdie n ah der Mo ichkeiten dieersten 1 rfo eaufdie 1Mo ichkeiten

u ertei en. Mathematische Subti itat: as ist



ine Mo ichkeit:

etrachte unend ich iee iederho un en a so: obei das  asise eriment
re rasentiert.

ichti : dies fuhrt auf uberab ah bare r ebnisraume.

ternati e: 0 01 01

ine rne enthat uen el e und sch ar e. s erden u e n ohne
uruck e en entnommen .Sei die n ah der ei en u enin dieser
Stich robe .
Dann it:

: Mo ichkeiten fur die ei en u en in der Stich robe

: Mo ichkeiten fur diesch aren u en

n ah der mo ichen Stich roben

Dies ist die h er eometrische ertei un mit arametern und .
Diese erteiun istin . .2 auf Seite 22 auf etaucht. Die n ah der sse on S ieer
ord ist h er eometrisch ertei t mit arametern 1 52 und

in eiteres t 1isches eis ie:
Die ahrschein ichkeit fur ichti e beim ah en otto aus ist ——— . Dies ist

eine h er eometrische erteiun mit arametern

s sei ein ufa se eriment und eine rel nis artition
on ; 1
Dieses eriment ird ma unabhan i iederho t seider u
fa s ektor dessen te om omnente aht ie oft das rei nis ein etreten ist.
Q

R



Dann it in era emeinerun on .2.1 auf Seite 2 2

fur a mit

Man nennt diese ertei un die Mu tinomia ertei un mit arametern

und es mu 0 1 eten.
ah t man beis ies eise beim fachen wurf eines fairen urfes 1ie oft die u en
ahenl ein etreten sind so erhah t man die Mu tinomia ertei un mit

arametern und - - - - - -



01 01 eich ertei un
ahrschein ichkeitsraum fur den 5 ma i en urf einer fairen Mun e

2
Massenfunktion u
Mit:
n ah der o f urfe
erteiun on 5 -

Massenfunktion u : ‘ —

Dia ramm:
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