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1. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

Vorlesungsankiindigung:

In der Vorlesung werden sogenannte Markov-Ketten in diskreter und stetiger Zeit behan-
delt, die eine der wichtigsten Klassen von stochastischen Prozessen darstellen. Sie sind
dadurch charakterisiert, dass das zukiinftige Verhalten des Prozesses nur vom aktuellen
Zustand abhéngt und nicht von der Vergangenheit.

Markov-Ketten werden zur Modellierung von zufélligen Abldufen in den verschiedensten
Gebieten verwendet, wie z.B. der Informationsverarbeitung und Telekommunikation, der
Produktionsplanung, Biologie und Physik. In der Vorlesung werden einige Anwendungs-
beispiele aus der Warteschlangentheorie behandelt.

(13.4.2004)

I. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

§1. Elementare Eigenschaften von Markov-Ketten (MK)

Gegeben sei eine Folge von ZV (X,,) auf dem W-Raum (Q,F,P) mit X,, : Q — S, S#0
endlich oder abzdhlbar unendlich.

Definition: Eine S x S Matrix P = (p;;) heifit stochastische Matrix,
falls pij = 0, Zjespij =1Wi,jes.

Definition: Sei P eine stochastische Matrix. Eine (endliche oder unendliche) Folge
X, X1, Xs,... von S-stetigen ZV heifit (homogene) Markov-Kette mit Ubergangsmatrix
P, falls Vn € N und Vig € S mit P(Xg =ig,..., X, =ip) > 0 gilt:

P(Xn—i-l = Z’n—i-l’:XO = Z‘07 e 7Xn = Zn) = P(Xn+1 = Z‘n-i—lLXn = Zn) = Pinini1

Die p;; heilen Ubergangswahrscheinlichkeiten und die Startverteilung v der Kette ist
definiert durch v(i) = P(Xo =) furi € S.

Bemerkung: Jede Folge von unabhingigen ZV ist eine MK.

Satz 1.1 (X,,) ist ein MK mit Ubergangsmatrix (UM) P
& P(Xg =i, 0 < k <n) = P(Xo =) [[}Z0 Pirip,, V7 € N, Vi, € S
& P(Xg =i, 1 <k <n|Xo = i) = [1}24 Pirin,, ¥ € N,Vig € S mit P(Xo =) > 0

& P(Xp=ig,m <k <m+n)=P(Xnm =in) — [[12" " pirip.,Vm,n € No, iy € S
Beweis: zum ersten “&”:

Sei Ay, := [Xk = Zk] = {w € Q,Xk(w) = ik},k € Ng.

“=” Induktion: n =0 +/

n—n+1: P(AgA1... Aps1) = P(Ag... Ag)P(Ans1|Ao ... An) "2 P(Ani1|An) =

1A .
= pinin+l = P(XO = ZO) HZ:Opikik+1



1. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

« e
P(Anii|Ao... Ay) = DSetui) Var
Konstruktion einer MK

Seien (Y;,) iid mit Werten in Z. g : S x Z — S.

Definiere (X,) mit Xo =¢, X,, = 9(Xn-1,Yn)

Behauptung: (X,,) ist eine MK mit Werten in S und UM P = (p;;),

P(Xp=i,0<k<n+1)

Beweis: P(Xn-i-l = in+1’Xn = in, Xk = z’k,O < k <n-— 1) =
P(Xpp=ip,0<k<n,g(in,Yny1)=int1) _1 P

P(X=1(,0<k<n)
(g(in7YrL+1):in+17Xn7in) —

. . P
P(Xp,=ix,0<k<n) (9(in, Ynt1) = tnt1) = P(Xn=in)

P(Xn+1 — ’in+1|X — Zn)

Bemerkung: Umgekehrt kann zu jeder stochastischen Matrix P eine MK (X,,) konstru-
iert werden mit X,, = g(X,,—1,Y},), wobei (Y;,) iid und 0.B.d.A. Y,, ~ U[0, 1] (Zunif[0,1])

Beispiel 1.1 (Lagerhaltung)
Sei Y, Nachfrage im Zeitintervall (n — 1, n].
(Y;,) iid mit Y;, € No.

Auffiilll-Politik: (z,72),z < Z,z,Z € N, falls Lagerbestand zur Zeit n < z, dann fiille auf

Z auf. Sonst tue nichts.
Sei X,, der Lagerbestand zur Zeit n, S = Nj.
. Z-Y, + y Xn1 <2
Es gilt: X, = { E—Xn—l _)Yn)+ X,y >z
Also ist (X,,) eine MK mit UM P = (p;;).
_ P((Z_Yn)+:j) s Xn—1 <2
b = { P((i-Y)T=j) ,i>z

Beispiel 1.2 (Ruinspiel)

Zwei Spieler mit Startkapital B € N. Spieler I gewinnt mit W. p. Einsatz pro Spiel: 1.
Sei Y, =1 (—1), falls Spieler I das n-te Spiel gewinnt (verliert). (Y;,) iid.

Sei X,, das Kapital von Spieler I zur Zeit n.
S={0,1,...,2B}.

Es gilt: Xg =B
2B , Xn_1=2B
X,=¢ 0 , Xn1=0

Xn1+Y, ,0<X,1<2B
Also ist (X,,) eine MK mit UM P = (pij), Poo =1, Papap =1,

) J=i+1 ,
ng—{l_p =i 0<i< 2B

Y(Xo,...,Xn), Ynt1 unabhingig
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1 0 o e i o 0
1-p 0 p 0 -« 0
P = : : (Spalten und Zeilen jeweils von 0...2B)
0 0 1—-p 0 »p
0 O . 0 1
} % % % {
0 i-1 i i+1 2B

(19.4.2004)

Definition: Sei P eine stochastische S x S-Matrix. Dann heilen die Elemente pl(;)

von P" die n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeit zu P. Wir definieren P := E, d.h.

pgl) = 5ij Vi,j € S.

Satz 1.2 Sei (X,,) eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P.
Dann gilt:

8) P(Xppm = jlXm = 1) = p}, Vi,j € S, n,m € Ng mit P(Xy, = i) >0

b) P(X =j) = Sies P(Xo = i)pl)), j €S

Beweis:
a) Mit Satz 1.1 (& S. 4) gilt:

P(Xngm = §1Xm =0) =2 o P(Xp = im) % [t I

= P(Xm = im)pT(:Z)i77l+n

. i . a) . n
=D ies P(Xn = j|Xo =) P(Xo = 1) = > ;5 P(Xo = Z)pz(j)' =
Bemerkung;:

(i) Wegen p"t™ = p"p™ gilt:
+ .
Py = Ches vl vy firij € S
die sogenannten “Chapman-Kolmogorow-Gleichungen”

(i) Xo ~v =X, ~vP"



1. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

Satz 1.3 (Existenzsatz fiir MK)
Sei v ein WMaf3 auf S und P eine stochastische S x S-Matrix.
Seien X, die n-te Projektion auf  := SN, d.h.
X,:Q2— 85 neNy, Xn(w) = Xn((’io,il,ig, R )) =1ip.
Dann existiert ein WMafl P auf F := @22 P(S), so daB (X,,) eine MK mit UM P ist
und v die Startverteilung von Xy ist, d.h.
P(XO = io) = I/(io) g €S
P(Xpy1=71Xpn =1)=pij Vi,jeS, P(X,,=1i)>0

Beweis:
Satz von lonescu-Tulcea iiber die Fortsetzung von Maflen und die Existenz zufilliger
Folgen.

§2. Klassifikation von Zustanden, Rekurrenz und Transienz

Welche Zusténde in S werden von der Markov-Kette mit Sicherheit besucht und welche
nicht? Wenn sie besucht werden, wie oft?

Definition: Sei (X,,) eine MK mit UM P = (p;;).

a) ¢ € S fithrt nach j € S (i ~ j), falls In € N mit pz(-?) > 0 d.h. In,m € N mit
(m)_(n)

Pij Py > 0.
b) ¢ € S kommuniziert mit j € S(i < j), falls (i ~ j) A (j ~» i) d.h. In,m € N mit
pgn)pg?) > 0.
Bemerkung: Fiiri,j € Sseii~ j:= (i< j)V(i=j) < In,m € Ny mit pl(-;.n)pg-?) > 0.

“~7 ist eine Aquivalenzrelation auf S (reflexiv, symmetrisch, transitiv)
= “~” impliziert eine Partition von S.
K (i) :={j € S|j ~ i} sind zugehorige Aquivalenzklassen.

Definition:

a) J C S heiBt abgeschlossen, wenn es keine zwei Zusténde j € J und i € S\J gibt
mit j ~ i.

b) Die MK (X,,) bzw. die UM P heiflen irreduzibel, falls S nur aus einer einzigen
Klasse besteht, d.h. Vi,j € S mit i # j gilt: ¢ < j.



1. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

Beispiel 2.1 K(2) und K(7) sind abgeschlossen.

@2 1

1 (2

|
T |
1

[
0 i-1 i+1 2B
K(0) = {0}), K(2B) = (2B}, K(1) = {1,2,... 2B — 1}
K(0) und K(2B) sind abgeschlossen.
Lemma 2.1 J C S ist abgeschlossen < (p;;, i,j € J) ist stochastisch.
J S\J
p——

(O
S\J{ e

Beweis: “<”: klar.
=": offenbar gilt: (p;j, 7,7 € J) stochastisch < (p; ;, ¢,j € J) sotchastisch Vn € N.

N Eaisy

Im Folgenden sei (X,,) eine MK mit UM P = (p;;).
Es sei T; := inf{n € N|X,, = i} die Ersteintrittszeit der MK in den Zustand i € S.

(inf(0) := o0)

Weiter sei fiir ¢,7 € S, n € N:
£ = pi(Ty =n) = P(Tj = n|Xo = i) = P(X, = j, X, # j,1 <v <n|Xo = 1)
( ).
fij =0
Offenbar ist fl-(jl) = Pij
5= D0 fi(jn) = o Pi(Tj = n) = pi(Tj < 00) = p;(In € N mit X,, = j) € [0,1].

= Behauptung.



1. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

(20.4.2004)

Lemma 2.2 Fiir alle neN, i,j€8 gilt:
(k) k)
ng Ek 1f’lj -

Beweis: Methode des 1. Besuchs:
A B C

(n) /—’H, - N ——
Pij = Pi(Xn =j) = Zkl P( n—]wXu?é]al§M<k,Xk:j|X0:z)
[P(AB|C) = P(B|C)P(A|BC)]
_Zk 1 (X #‘7’1<'u<kXk_j)P(Xn:ﬂXO:Z?XM#]al§u<k77Xn:J)
—MK  P(Xa=j|Xi=j)

n k n—k
= Zk:l fi(j )Pj(j ) .

Definition: Ein Zustand ¢ € S heifit rekurrent, falls f;; = 1 und transient, sonst.

(n)

Satz 2.3 i € S ist rekurrent < Y % (p,.’ = 00

Beweis: Fiir s € (0, 1) erhalten Wir aus Lemma 2.2:
Y= 0"Fn = 14 Sl s =1+ S (6 S fu el )
= 14+ 002, (A sk 3002 pli M sk = 1+Zk LD o pis
Es sei P(s) := anopgi) , F(s) =202, fii
Also P(s) =14 P(s)F(s).
Nun s — 1 (monotone Konvergenz): P(1) =1+ P(1)f%.
Es folgt: f=1= P(1) = Zfloopgl) =00

;;<1:>P():1_f;_<oo O

Bemerkung: Die in Satz 2.3 auftretende Reihe kann man wie folgt interpretieren:
So2oplt = Yot Eill =il = BilY 2o Lix,=il

Satz 2.4 (Solidaritdtsprinzip)
Wenn ¢ € S rekurrent (transient) = jeder Zustand in K (i) ist rekurrent (transient).

Beweis: Sei ¢ € S rekurrent, j € K (i), j # i.
= Jdm,n € N mit p(m) RN

2] Dj;
(m+n+k (k) (m
Zk =0P Zk Opjl pm pzy _pjl pzy Zpu
H,_/
=00
= j ist rekurrent. .

Bemerkung: Ist i € S rekurrent (transient), so sagen wir K (7) ist rekurrent (tran-
sient). Ist (X,,) irreduzibel, so sagen wir (X,,) ist rekurrent (transient).
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Beispiel 2.3 (Irrfahrt auf Z)
Essel X, == >} Vi = X,m1+Y,, Xo =0, wobei (Y,,) iid mit P(Y, = 1) =p =
—P(Yy,=-1)=1-g¢q, pe (0,1), S=7Z.

i-1 i+l
(X,) ist nach Konstruktion eine irreduzible MK.
Ist die MK rekurrent oder transient?
Wir wenden Satz 2.3 an. Sei 0.B.d.A. i = 0. Es gilt:
pé%"H) =0 Vn € N,

pi = (2)prgn = Efﬁ))zp q"

(2n) o ()" Vimn (4pg)"
= PR 2 LE) YT gy G,
()2 v
Fall 1: p= q = % (symmetrische Irrfahrt)
2n)

Doo =~ \/ﬁ = > .DPy = o0 = MK rekurrent

Fall 2: p#q (ipq< )
=> . pOO ) < const >0 o(4pg)™ < co =MK transient.

Bemerkung: betrachtet man die symmetrische Irrfahrt auf Z¢, d.h. Dij = % fiir |i—j| =
1 (|| = I*-Norm), i,5 € Z<.
z.B. d=2

1/4
1/4

(jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1)
dann ist sie rekurrent fiir d € {1,2} und transient fiir d > 3.

Lemma 2.5 Liegen 7 und j in der selben rekurrenten Klasse, so gilt fZ*J =fh=1

Beweis: Ubung.

2Stirling-Formel: n! ~ (% ) " V2mn

10



1. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

Lemma 2.6 Fiir alle 7,5 € S gilt:
J transient = > > pl(;)

(n) _

Z;L — 0.

< 0.

Insbesondere ist lim,,_.op

Beweis: Summiere die Gleichung in Lemma 2.2 {iber alle n. (% Satz 2.3, Seite 9)
o0 n n k) n—k o0 k) o0 n
2 ne0 pz('j) = 0ij O‘(t > on=1 fi(j )P§j = dij + D k=1 fi(j : > =0 P§j) =

= 5ij + Z Zpgr;) < 0. O
=0
= —

<oo, da j transient

Satz 2.7 Ist eine Klasse K C S rekurrent, so ist K abgeschlossen bzw. (pi;, ,j € K)
ist stochastisch.

Beweis: Wir zeigen: ist ¢ € K rekurrent und ¢ ~ j (i # j), dann gilt j ~ ¢ (d.h. j € K)
(= Behauptung, denn angenommen (p;;, 4,7 € K) ist nicht stochastisch,
= Jdie K,j# K mit p;; >0,als0i~j=jecK¥%)
(26.4.2004)
Wir zeigen: ist ¢ € K, i rekurrent und i ~» j (j # i), dann gilt j ~ i (d.h. 7 € K).
(= Behauptung, angenommen (P;;, 4,j € K) ist nicht stochastisch = i € K, 3j ¢ K
mit P;; >0, also i~ j. = j€ K %)
Angenommen: j + i, d.h. p§?) = 0Vn € Np.
Sei N € N die kleinste Zahl n mit pgl) > 0.
Esgilt Vn e N: P(Xy =7, Xy =1) =0, denn sei n > N:
Pi(Xy =3, Xn=1i) =P pli M =0

1]
Sein<N:P(Xy=j Xo=i)=P"p} " =0,daN-—n<N

=P, <m, Xn=k)=> " P(Ti=n, Xn=J) <Y P(X,=1i Xn=j)=0
=Y Y = BT <m) = P(T, <m, Xy #J) < P(Xy #j)=1-P(Xy =j) =

(N

Fiirm—>oofolgt:1:jfi:zzozlfi(in)§1—pij)<1% O

Satz 2.8 Ist K C S endlich und K abgeschlossen, so ist K rekurrent.

Beweis: Da (P;;, i,j € K) stochastisch, folgt induktiv (p;j, 4,5 € K) ist sotchastisch
Vn € N.

Annahme: K transient.

Seije K= pgl) — 0 fiir n — oo Vi € S (Lemma 2.6, Seite 11)

:>fi'1ri€K:1:Zjerg-L)—>Ofﬁrn—>oo$

(Da K endlich ist, sind lim und »_ vertauschbar.) O

11



1. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

Beispiel 2.4 (Irrfahrt mit reflektierenden Grenzen)
1-p p 1-p p

% % %

0 1 2 il i i+1 ..B=2 B-1 B
U w
(mit p € (0,1))

Die Irrfahrt ist irreduzibel und rekurrent nach Satz 2.8 Vp € (0,1).

§3. Gleichgewichtsverteilungen

Sei (X,,) eine MK mit Ubergangsmatrix P und Startverteilung v. Dann ist die Verteilung
der MK zur Zeit n:

X, ~vP"
Im Allgemeinen hingt diese Verteilung von v und n ab. Es gibt aber spezielle Verteilun-
gen v, so dafl die mit dieser Verteilung gestartete Markov-Kette zu jedem Zeitpunkt n
dieselbe Verteilung besitzt, namlich v. Man sagt, die Kette ist dann im Gleichgewicht,
bzw. sie ist stationér.

Bezeichnung: Eine Abbildung v : S — R, heifit Mafl . Ein Mafl v ist eine Verteilung,
falls Y ,cqv(i) = 1.

Definition: Es sei (X,) eine MK mit UM P. Ein Ma v heifit invariant (stationr)
fir P, falls vP = v, d.h. Vj € S gilt: >, qv(i) P = v(j).

Falls v eine Verteilung und invariant ist, nennt man v auch eine Gleichgewichtsverteilung
fiir P.

Bemerkung;:

a) Ist S endlich, so kann jedes invariante Mafl zu einer Gleichgewichtsverteilung
normiert werden.

b) Ist v invariant, so gilt: vP® = vPPn—1 = vP*" ! = ... = v¥n € N. Ist v
eine Gleichgewichtsverteilung, so gilt also Vvn € N,Vj € S : P, (X, = j) =
Yics V(i)pl(-?) = v(j), d.h. die mit Verteilung v gestartete Kette hat zu jedem
Zeitpunkt die gleiche Verteilung v.

c) Ist P irreduzibel und v # 0 ein invariantes Ma$ , so ist v(i) > 0 Vi € S.

Denn: v # 0 = 3ig € S : v(ip) > 0.

Fiir ¢ € S beliebig, dn € N p(n)

i1 > 0. = v(i) > V(io)p(n)

Gibt es immer ein invariantes Mafl /Gleichgewichtsverteilung?
Wenn ja, wie sieht sie aus? Ist sie eindeutig?

12



1. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

Fiir den Rest des Abschnitts sei P irreduzibel. Wir definieren fiir ein beliebeiges k € S
das Mafl v wie folgt:

(i) == Bp[C 0k Lix, =]
Satz 3.1 Sei (X,,) irreduzibel und rekurrent, £ € S. Dann gilt:
a) v ist ein invariantes Maf}
b) Vi e S gilt: 0 < vg(i) < 00

c) v ist das einzige invariante Mafl mit v (k) = 1.
(d.h. v ist bis auf ein Vielfaches eindeutig.)

Beweis:
b) v (i) > 0Vi € S folgt aus Teil a) und der letzten Bemerkung c) (Beachte: vi(k) = 1).

Wegen: vy, = v P"Vn folgt ebenso: 1 = v (k) > Vk(j)pﬁ)Vj €S, VneN

P irreduzibel = Vj € S, Ine N: pﬁ) >0
= v;(j) < 0.
(27.4.2004)
a) Es gilt:
( ) Ek[z 1[X7L—7, n<Tk}] E;O:l Pk(Xn =1,n< Tk)
= anlz eSPk( n=1Xn_1 =7J,n < Tk)
Betrachte (j # k):
Pe(Xn =i, Xyo1 = jyn < Tp) = HEetfent=lipmzpen SARRH - p(X, = i X1 =
Xna#Fk, ... X1 #kXo=kPy( X1 =5, Xn1#Fk,.... X1 #k) =pjiPe(Xpn_1 =
Jn < Tg)
Oben einsetzen:
Vk(z) = Z]espjl Z Pk(Xn—l =j73,n< Tk)
= despﬂ Zn—O Py(Xn =j,n < Tg-1)
=>_jes ik ! Lix,=j

E]eSpJZEk[Z 1 1 x=1)]
= Z]GS p]sz(])

c¢) Sei A ein invariantes Mal mit A(k) = 1.
Vj €5 folgt: A(j) = D iesn k) AD)Pij + Dij
A() = 2ies\gry Qies\ry MOpii + Pri)pij + prj
=2 i1es\(ky ANDPupij + 3 Pripij + Dij
=2 ises\fky ANOpupij + pe(Xo =, T =2 2) + Pe(X1 = j, T 2 1)
Durch Iteration erhalten wir Vn € N:
AJ) = Zzo,zl, Sin€S\{k} Ain) [1721 Pivio—1Pioj + Zr 1 pk(X =4Ik =)
> S (X, =4, T > 1) = Ek[Z:»Wf{nH T 1ix, =) —— vi(j)
Insgesamt: A(j) > I/k(j) VjesS.

Bem. ¢)
-

— X\ — vy, ist ebenfalls ein invariantes Mafl mit A(k).v(k) =0 A=y O

13



1. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

Bemerkung: Ist S endlich und P irreduzibel, so folgt aus Satz 3.1, daB8 eine Gleich-
gewichtsverteilung existiert.

Definition: Fiir ¢ € S sei
mi = Ei[T}] = > 02 nP(Ty = n) 4+ oo(1 = f7) = X5ty nfi(in) +oo(1 — f37)
die mittlere Riickkehrzeit im Zustand ¢, mit 0- oo =: 0.

Anmerkung: Hier wurde in der Folgevorlesung nachgebessert,
urspriinglich fehlten die oo()-Terme.

Bemerkung: Ist j transient, so folgt m; = oo.

Definition: Ein Zustand ¢ € S heif3t positiv rekurrent, falls m; < oo und nullrekurrent,
falls ¢ rekurrent und m; = oo ist.

Bemerkung: Jeder positiv rekurrente Zustand ist auch rekurrent.

transient f;; <1

/

i nullrekurrent m; = oo

N\ /

rekurrent f% =1

N

positiv rekurrent m; < oo

Satz 3.2 Sei (X,,) eine irreduzible MK. Die folgenden Aussagen sind dann dquivalent:
i) Es existiert eine Gleichgewichtsverteilung.
ii) Es gibt einen positiv rekurrenten Zustand i € S.
iii) Alle Zusténde in S sind positiv rekurrent.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so ist die Gleichgewichtsverteilung 7 eindeutig bestimmt
und durch 7 (i) = m% gegeben.

Beweis: (iii)=-(ii): klar
(ii)=-(i): Sei k € S mit my < oo = (X,,) ist rekurrent.
Satz 3.1= v, ist ein invariantes Maf .

Es gilt:
—1
T T
Y jes V(i) = D jes Bl Lixa=q] = Ex[D_0% Z Lix, =] = Ex[T}] = my < 0.
jes
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1. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

= v}, ist normierbar.
(i)=(iii): Sei 7 eine Gleichgewichtsverteilung und k € S (= w(k) > 0 Vk € S). Dann ist

vi= ﬂik) ein invariantes Mafl mit v(k) = 1.

= v=u B my =T csmli) = Ljes (i) = 75 2 7() = 75 < 0.
€S
j 1

Da k beliebig, folgt die Behauptung.

AuBlerdem ist gezeigt, dafl 7w(k) = mik

Bemerkung;:

(i) Es gibt also folgende Trichotomie fiir irreduzible MK, d.h. eine irreduzible MK
gehort genau zu einem der folgenden Fille:

- die MK ist transient, es gibt keine Gleichgewichtsverteilung.

- die MK ist nullrekurrent, Vi,j € S gilt P;(T; < oo) = 1 und E;[T}] = oo
und es gibt ein (bis auf Vielfache) eindeutiges, invariantes Maf} , aber keine
Gleichgewichtsverteilung.

- die MK ist positiv rekurrent, Vi,j € S gilt E;[T;] < oo und es gibt eine
Gleichgewichtsverteilung.

(ii) Ist S endlich und die MK irreduzibel, so ist die MK automatisch positiv rekurrent.

(iii) Ist 7 die Gleichgewichtsverteilung, so gilt:

N @) BT )
(i) = je’; veG) B3 T3]

Beispiel 3.1
S = {1,2}. Die UM sei gegeben durch P = < 1;(1 1?@ >, a,B€0,1,a+ 5> 0.

Die MK ist irreduzibel und positiv rekurrent.

Gleichgewichtsverteilung: 7P =m, w(1)+7(2) =1, =w(1),7(2) >0
Losung: 7(1) = aLj-ﬁv m(2) = 355
(3.5.2004)

Zusammenfassung

vP=v, v>0

TP=m m>0 >, qm(i)=1
(“Gleichgewichtsverteilung” oder “stationére Verteilung”)

R 2 ) DELEE T
7(j) = —k[ZE}Ti}X” Jﬂ, kes.

15



1. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

Beispiel 3.2 (Irrfahrt auf Z)

VOVEN

i—1 1 i+1
Piit1 =D, Pii-1=q VL
pe(0,1), g=1-p
Fiir p # ¢ ist die MK transient (¥ Beispiel 2.3, Seite 10).
Existiert ein invariantes Maf3 7

Ansatz:
0O g O0O]p |0 ...
_ 0O q|O0]p O
P= 0O|lgqgl|O p O
jt(;

— L v(j) = (p+a(j) = v(i — Dp+v(j +1)g Vi€ Z
B(u(j) —v(j — 1) Vj € Z

(
J
Also: 11 =1, (j) = (% sind verschiedene invariante Mafe.

Beispiel 3.3 (Geburts- und Todesprozess in diskreter Zeit)
Es sei (X;,) eine MK mit S = Ny und Ubergansmatrix

po p1 0 0 O
pio p1i1 pi2 0 O
P20 P21 p22 P23 O

mit po1 > 0, pii—1 >0, pjip1 >0 Vi>1
= (X,,) irreduzibel

Wann ist (X,,) positiv rekurrent?
Ansatz: m = 7P
7(0) = poo6)y+piom(1) <« Erweitern mit 1 = (poo + po1)
7T(Z) = pi_17¢71'(i — 1) + pim(i) + pi+1,i7r(i + 1) ;1> 1
. Erweitern mit 1 := (p;;—1 + pii + Pii+1)
& piy1m(i + 1) = piipam(i) = pi—1m(i) — pi—1m(i — 1)

rekursiv

= =" pion(l) — pn7(0) =0

16



1. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

N 1. Gleichung: pp17(0) = p1o7(1)
= Pit1,im(i + 1_)_2 Piir17 (1)
=7(+1)= %ﬂ(i) =...=
= =7(0) [Thso i:f:, Vi>0
Fiir 7(0) > 0 erhélt man ein invariantes Maf .

. " 0 i Pk,k
(X,) ist positiv rekurrent, falls > 22 T}, pk+1+,; < 00

Spezialfall:

Pkk+1=Ds Pkk-1=q=1—p, prr =0, Vk>1p€(0,1)

por =p, poo=1—p o

(X») positiv rekurrent < » %, (g) < 00 < p < ¢ (geom. Reihe)

p p p
q

NV
S

q

54. Konvergenz gegen die Gleichgewichtsverteilung

X, ~vPr —7

n—oo
TP =7

Beispiel 4.1

S =1{1,2}

/TN

le °?

\L/ P= < (1) (1) >,7rP:7r, m(1) = 7(2)%, (1,0)P"

Interpretation: “Die Héilfte der Zeit in Zustand 1, die andere Héilfte in Zustand 2”
Sei (X,,) eine MK mit UM P. Wir nehmen an, da§ (X,) bzw. P aperiodisch ist,
d.h. Vi € S gilt:

di == ggT{n e N | p{"’ >0} = 1

Lemma 4.1 P ist genau dann irreduzibel und periodisch,
wenn Vi, j € S, dng € N mit PZ-(;L) >0 Vn > ng.

Beweis: ohne Beweis!

Satz 4.2 Essei (X,,) irreduzibel, aperiodisch und positiv rekurrent mit Gleichgewichts-
verteilung 7. Dann gilt Vi, j € S:

(n N
Tim p) =(j) = p—
J

17



1. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

Beweis: Wir benutzen ein sogenanntes Kopplungsargument:
Sei (V) eine zweite MK, unabhéngig von (X,,) mit derselben UM P und Startverteilung
m, dh. Y, ~7mVneN. Essei T :=inf{n € Ny | X,, =Y, } die Treffzeit der MK.

Wir zeigen zunéchst: P(T' < oo) = 1. R
Offensichtlich ist (X,,, Yy )nen, eine MK auf S? mit UM P, wobei Dig) (k1) =3pikpjr-

Weiter ist ﬁEZ;)(k’Z) = pgz)pgy),

Aus Lemma 4.1 folgt dann, da (X,,Y},) irreduzibel und aperiodisch ist.

Man rechnet leicht nach, daf 7(i, j) = 7(i)7(j) eine Gleichgewichtsverteilung fiir (X, Y;)
ist.
=4(X,,,Y,) ist positiv rekurrent.
Es sei jetzt Xo =i und die Startverteilung o von (X,,,Y,) gegeben
durch D(k,1) = 6;(k)m(l), fiir b € S sei T < T{pp) und Pp(T(pp) < 00) =1
= P(T<o0)=1
Als néchstes sei die Folge (Z),)nen, definiert durch:

7 ._{ X, ,firn<T

" Y, firn>T

Wir zeigen: (Z,) ist eine MK mit UM P und Zy = i.
Nach Satz 1.1 (% Seite 4) geniigt z.Z. Vn € N, Vi; € S:
Py(Z) =i, 0 <k <n)=0;(io) [I{Z0 Pigir+1 ¥n € N,Vij € S. (4.5.2004)

Es gilt: P,;(Zk = ik, 0< k < n) = Z:}:OPI;(Zk = z’k,O < k < n,T > TL)
:ZfZOP,;(Zk:ik,Ogk:gn,T>n)+P,;(Zk:ik,nggn,T>n)
:Z?ZOPIQ(Xk:ikyongra Yk‘:Zka r+1 Skgna YO#Z.OP"’YT—I?éiT—lay;‘:ir)

=1
+PIQ(Xk:Zk7OSkSna Yv(]#z(b?Yn#Zn)

=11
Da (X,), (Y,) unabhingig, gilt:
I:P,;(Xk :z'k,() < kST)
* Pr(Yy =ip,r +1 <k <n|Xg #do,..., Y1 #ip_1,Y, = iy)
*PW(YVO 7& iOa"'ayT—l ?éir—lay;‘ :Zr)
= 0i(i0) [ Taeo Pirin . P (Yo #d0y -, Yoot # ip_1, Yy = iy)

IT = 04 (i0) [ T5—o Pigin s PT(Yo # 0, .., Yo # in)

3stochastisch unabhingig
T Gatz 3.2, Seite 14
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1. Markov-Ketten mit diskretem Zeitparameter

Insgesamt:
P,;(Zk:ik,ogkgn) =I1+1I
n

= 5Z(Z0) HZ:Opikik+1 (Z PTF(YO 7£ 105y Yr1 7& ip—1,Yr = ZT) + Pﬂ(Yb 7& 10y, Yn 7& ZTL))
r=0

N

=1
Nun folgern wir daraus die Aussage des Satzes:
Es gilt:
P = Po(Zy = j) = Po(Zy = §,T < n) + Py(Zy = §,T > n)
m(j) = Pe(Yn=34) = Po(Zn =5, T <n)+ P (Y, = 45,7 > n)
= o}y = 7 ()] = |Po(Zn = 4. T > n) = Po(Yn = j,T > n)|

n—oo

<2%Py(T >n) ——0,da P(T < c0) = 1. O
Satz 4.3 Seien i,j € S, d; die Periode von j.
Dann gilt fiir 1 <r < d;:
limn_)oopggzdj+r) _ ;i_JJ ZZOZO fi(]kdj-l-r)
Speziell:

(i) j transient oder null-rekurrent (d.h. m; = oco0) = pl(-;) — 0

I

m;

(ii) j aperiodisch (dj =1) = pz('_?) -

(transiente Klassen fiihren irgendwann in eine
rekurrente Klasse (falls vorhanden))
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II. Zeitstetige Markov Ketten

Il. Zeitstetige Markov Ketten

e Eine Familie von ZV X; : Q — S iiber einen gemeinsamen WR (2, F, P) und einen
gemeinsamen Zustandsraum (mefbar) (S, £), die von einem Parameter ¢ abhéingen, mit
t € T (T iiberabzihlbar, z.B. T' = [a,b], T = [0,00)) heifit stochastischer Prozess .

e Fiir jedes w € Q heiit die (nicht zufillige) Funktion X (w) : T' — S Realisierung oder
Trajektorie von (Xy).

65. Definition elementarer Eigenschaften

Definition: Ein stochastischer Prozess (X, ¢ > 0) mit hochstens abzidhlbarem Zu-
standsraum S heiit (stationére) Markov-Kette (MK), falls gilt:
Vn,V0 <tg <ty < - <tp, t,h >0,Vii € S mit P(Xy, =i, 0<k<n)>0:
P(Xpy4n = ins1Xs, = 5,0 < k < ) = P(Xp, 1 = ins1| X, = i)
= P(Xi1n = int1| Xt = 1)

Definition: Eine Familie von stochastischen S x S-Matrizen, (p(t),t > 0) mit den
Figenschaften:

(i) p(0) = (6;5) = E
(i) p(s+t) =p(s)*p(t), s,t >0 (“Halbgruppeneigenschaft” )

heift Ubergangsmatrizenfunktion (UMF).

)

Satz 5.1 Sei (X;) eine MK, dann gibt es eine UMF (p(t),t > 0
=17)>0

mit P(Xyip, = j|1X; =) = pi;(h) V&, h > 0,Vi,j € S, P(X;

Beweis: Sei M := {i € S|P(X; =1) > 0 fiir ein t > 0}
i€ M: pij(h) = P(Xiyn = j| Xy = 1) fiir geeignetes t.
1 ¢M: pij(h) = (52']', h >0
Dann gilt:
i€ M:pi(s+t)=P(Xppstt = J, Xrps = k| X, = 1) flir geeignetes ¢.

= Zkes P(Xr+s+t =7, Xrps = k‘Xr = Z)

mit P(X,4s =k, X, =) > 0

= Zkes P(Xr+s = k’XT’ = Z‘)P<Xr+s—&-1t = j‘Xr =1, Xpps = k)

= pes Pin(s)Py;(t), da (X;) MK “Chapman-Kolmogoroff-Gleichung”
und p,'j(O) = 5ij
i ¢ M : Klar. 0.

Satz 5.2 Sei (X;) eine MK mit UMF (p(t),t > 0). Dann gilt V¥n,Vip € S, k=0,...,n:
P(th =i, 0<k < n) = P(Xto = iO) HZ:I pikflik(tk - tk—l)

Beweis: Induktion nach n (" Satz 1.1, Seite 4)
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II. Zeitstetige Markov Ketten

Satz 5.3 (Existenzsatz fiir MK)

Seit (p(t),t > 0) eine UMF, v eine Startverteilung auf S.

Sei  := S®+ (d.h. die Menge aller Abbildungen g : R, — S).

F = ®¢>0P(S), Xt := prs. Dann existiert genau ein WMafi P auf F, so dafl (X;) eine
MK ist und daB (p(t),t > 0) eine UMF von (X;) ist und P(X¢ = i0) = v(ig), 0 € S.

Beweis: Satz von Kolmogoroff

Problem: Unter welchen Voraussetzungen kann man die “ganze” UMF aus einfachen
Daten bestimmen? (10.5.2004)

§6. Eigenschaften von UMF

Definition: Erfiillt die UMF (p(t),t > 0) zusétzlich die Bedingung

limtlopij(t) = 5ij7 VZ,] cs
d.h. p(t) ist rechtsseitig stetig in 0, dann heifit sie Standard-UMF!Standard (SUMF).
(p(t) i.a. nicht stetig in 0 ¥~ Chung (67), S. 129)

Lemma 6.1 Sei (p(t),t > 0) eine SUMF. Dann gilt:
a) p;;(t) ist gleichméssig stetig in ¢ Vi,j € S
b) pii(t) >0Vt >0,Vie S
c) pij(t) =0oder >0Vt>0, i #j

Beweis:

a) Vi,j €S, t>0, h>0 gilt:
pij (t + 1) = pij ()] = | Xopzi ik ()P (8) + pij () (pii(h) — 1) |
—_———
- Zk# pik(h)
<1-—pii(h), da |pg;(t) —pi; ()] < 1
N\ unabhéngig von t
— gleichméfig stetig in ¢

b) pii(t) = Y pes ik () Pri (5) = (pa(£))? Ve >0
Induktion: p;;(t) > (p”(%))zn Vn e N
—
*¥n > ng wegen Stetigkeit in 0.

c) 0.B. (*¥¥ Chang S. 126)
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II. Zeitstetige Markov Ketten

Satz 6.2 Sei (p(t),t > 0) eine SUMF.

a) p;i;(t) ist in O (rechtssitig) differenzierbar,

d.h. es existiert p;;(0) = limy o m Vi,j € S.

b) Fiir ¢; := p;;(0) gilt:
0< gy <oo, i#]
—00<¢; <0 (g5 = —qis)
0< Zj;,gi%'j < g <
o .

pii(t)
pij(t)

Beweis: S 0.B. (Chang Theorem II.2.4, Theorem I1.12.8)

Bemerkung: S endlich, dann gilt: ¢; = zj# qi;Vi € S
qi; heifien Ubergangsintensititen und @ = (g;;) heifft Intensitéitsmatrix.

Interpretation der Ubergangsintensitiiten
i # j: P(Xypn = j|X¢ = i) = pij(h) = qijeh + o(h)
1= ] P(Xt+h = Z‘Xt = Z) :pu(h) =1- qih + O(h)

Definition:

a) 1 € S heifit stabil < 0 < ¢; < 00
instabil < ¢; = oo
absorbierend < ¢; = 0

b) Eine SUMF (p(t),t > 0) heiit konservativ < Djilij =q <o VieS
Bemerkung;:

a) S endlich = SUMF konservativ

b) Man kann zeigen:
i instabil = Vs > 0: P(Xyp =14, YVh € (0,s] | Xy =1i) =0
,d.h. Zustand 7 wird sofort verlassen.
i absorbierend = P(Xyip =i|Xy =1) =1VYh >0
i stabil = P(X; 1, =i Vh € (0,s] | Xy =1i) = e 45
,d.h. die Verweilzeit ist exp(q;)-verteilt.

c) Ist sup;esq; < oo =fast alle Pfade ¢t — X;(w) sind rechtsseitig stetig.

>Taylor
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§7. Die Kolmogoroffschen Vorwarts-Riickwarts-Dgl

Aus der Intensitéitsmatrix @ kann unter Regularititsvoraussetzungen die ganze SUMF
(p(t),t > 0) gewonnen werden.

Satz 7.1 Die SUMF (p(t),t > 0) sei konservativ. Dann sind p;;(t),t > 0 differenzierbar
und erfiillen das sogenannte Kolmogoroffsche Riickwérts-Dgl-System:

P'(t) =Qp(t), t =0, d.h. pi;(t) = —qipij(t) + X jss qikPr;(t), Vi, j € S.

Beweis: (heuristisch®):

p(s+t) =p(s) xp(t) Vs, t >0

(Ableitung nach S) = p'(s+t) = p'8s) * p(t)

s10 =p'(t) =Q*p(t) O

Formale Losung: p(t) = '@ = Yoo %Qn

S endlich = Reihe konvergiert
S abzihlbar (unendlich) = Reihe konvergiert im Allgemeinen nicht.

Bemerkung: Unter weiteren Annahmen (z.B. sup;csq; < oo) gilt auch
das Kolmogoroffsche-Vorwérts-Dgl-System:

p(t)=pt)Q, t>0

Beispiel 7.1 S ={0,1}, 0 < qp,ql <00, Q = < _ZO Zo )
1 —q1
(Zeilensumme= 0, da konservativ, konservativ, da S endlich)

Riickwirts-Dgl: p/(t) = @Qp(t), p(0) = E
t

(1) poo(t) = —qopoo(t) + qop1o(t)
(2) poy(t) = —QOP 1(t) + qop11(2)
(3) Plo(t) = —qp10(t) + q1poo(t)
(4) p1y(t) = —Q1p1 (t) + qipoi(t)
Es gilt:

po1(t) = 1 — poo(t)

p1(t) =1 —pio(t)

Eingesetzt in (2) liefert: —Pj,(t) = —qo + qopoo(t) + g0 — qop10(t) = qopoo(t) — qop1o(t)
also (2)=-(1), also (2) tiberfliissig.

Analog (4) tiberfliissig.

Sei y(t) = < poo(t) >

p1o(t)
Zu 16sen ist y'(t) = Qy(t), y(0) = < é ) Eigenwerte von Q: | 10~ A o W=

q1 —q1 —
(—q0 =N (=1 = A) —qoq1 = Mgo + q1 + A)
=M =0, \a=—(q0+q1)

Eigenverktoren: vy = < i ) Uy = < —ZO >
1

6

meint hier: “schlampig”
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II. Zeitstetige Markov Ketten

. — 1 0xt —90 —(q0+q1)t
also.y(t)-a( 1>>|<e1 +ﬂ< o )e

1 . .
y(0) = < 0 > liefert: o = qo‘ﬁqu f=——i

Insgesamt:

_ _q 9 ,—(qo+q1)t
poo(t) T qotq1 + qo0+a1 € o
p10(t) — @ _q e—(QO-Hh)t

qo0+q1 q0+q1

(11.5.2004)

§8. Grundlegende Struktur einer MK

Voraussetzung;:

(R) (i) (p(t),t >0) SUMF
(ii) Intensitétsmatrix @ konservativ
(iii) Pfade von (X}) sind rechtsseitig stetig (z.B. erfiillt bei sup;esq; < o0)
Sprungzeiten:

oo :=0, o1 :==inf{t > 0|X; # Xo},
on i=inf{t >on_1|Xt # Xo, ,},n>2

Verweildauern:
op —0p_1 ,falls o, 1 < o0

n>11,:=
o0 , falls 0,1 = 0
Zustand zur Zeit o,,:

X
t 1:4
yo———
V. X5, ,falls oy < o0
" Y1 |, falls o, = 00 Y
e
0 e
| | | t
I 1 T T
S| 6, G; Oy

Satz 8.1 Unter der Voraussetzung (R) gilt:

a) (V) ist eine (zeitdiskrete) MK mit UM P = (p;;),
wobei i :{ % Jfalls i £ 7, falls 0 < ¢; < o0
" 0 ,fallsi=j
Dij = 52']'7 falls q; = 0.

b) 71, 72,... sind bedingt unter (Y;,) stochastisch unabhéngig mit 7,, ~ exp(qy,_,),
dh. P(Yoy1 =4, mne1 >t | Fy,) = Ziespije_qitl[yn:i] fast sicher.
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Bemerkung;:

a) Insbesondere léBt sich (X;) aus der Beziehung X; =Y, falls t € [0, 0,,41) leicht
simulieren.

b) Umgekehrt: wird (X;) wie in a) konstruiert, so ist (X;) eine (zeitstetige) MK.
Beweis: (teilweise):
Wir zeigen: P;(o1 > t) = e %' Vi€ s,t >0
YVt > 0 gilt: Py(o1 >t) = Pi(Xs =1, V0 < s<t)
= limp—ooPi( Xk =1, VO < k <27)

2n

Taylor: p“(% = p;i(0) +p;i(0)% + 0(%
:1—%+0(%)fﬁrn—>oo t
= Pi(oy > t) = limy a1 — 20 yn =gt
Rest: rechnen mit bedingten Wahrscheinlichkeiten. O

69. Beispiele

§9.1. Der Poisson-Prozess

Definition: Eine MK (X;) mit S = Ny heift Poisson-Prozess mit Parameter A > 0,
falls gilt V¢ > 0,7 € S mit P(X; =1i) > 0:

(i) P(Xpon =i+1| X; = i) = A + o(h)
(i) P(Xppn & {ivi+ 1} | Xo = i) = o(h)
) P(Xpin=j || X, =i)=0, 0<j <i

(iii
(iv) Xo=0
Bemerkung;:

a) (X;) ist also eine MK mit Intensitdtsmatrix

X A 0 0
0 =A A 0
Q= 0 0 =X A\

b) limp opij(h) = d;j, also stetig in 0.

c) sup;q; = A < oo. Also Pfade von (X}) rechtsseitig stetig.

Nl ~exp(n) X
“Zahlprozess”

25
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Satz 9.1 Sei (X;) ein Poisson-Prozess mit Parameter A > 0. Dann gilt:

—At (M) P>

b) P(X; =1) = e MO S,t >0 (also X; ~ Poisson(At))

T
¢) (Xi) hat stationéire Zuwiichse, d.h. fir 0 < s <t: P(X; — X; =1) = P(X4_s = 1)

d) (X:) hat unabhéngige Zuwiichse, d.h.
fir 0 S tl < t2 <0 < tn sind Xt2 — th, th — Xt2, e ,th — th71 unabhéingig.

Beweis:

a) Da (p(t),t > 0) offensichtlich eine SUMF ist und sup;|q;| < oo gilt
das Vorwiirts-Dgl-System: p'(t) = p(t)Q
Also: pj;(t) = =Apii(t), pi;(t) = —Apii(t) + Apij—1, G # i (pij(t) = 0,5 <)
Die Losung des Vorwérts-Dgl. System ist wie folgt:
pii(t) = e ™, pii(t) = Ae™M ge)‘sp,-j_l(s)ds jzi+1,j<i
Insbesondere ergibt sich jetzt durch Induktion nach j =¢,i4+1,---:

pij(t) = e~ (()\jtlji;, 0<i<y

j =1i: klar!
. . — t S/ _—MAS As)I—?
J =+ 1 pijya(t) = e ™ [T e (e A ((jzz.)! )ds
I.H.
At [ty (As)i Aty jl—i i
= Ae N fO(((jZi)! Jds = e MV ey

b) P(X; =1i) = Poisson(t) 4 Behauptung.

) P(X; = Xs =1) =3 jeg P(Xs =j) P(Xy =i 4] | Xs =)

Pjiy;(t—s)=Poisson(t—s)

= Poisson(t — s) = P(X;—s = 1)

d) Nachrechnen.

O
Bemerkung: Erfiillt ein beliebiger Prozess (X;) mit Zustandsraum S = Ny die Bedin-
gungen b),c),d) und ist Xy = 0, so ist (X;) notwendig ein Poisson-Prozess.
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§9.2. Geburts- und Todesprozess

Definition: Eine MK (X;) mit S = Ny heifit Geburts- und Todesprozess (GTP) mit
Parameterfolgen (A\;), (i), A; >0, p; >0,
o =0, falls V¢ > 0,Vi € S mit P(Xy =1i) > 0 gilt:

(i) P(Xyqn=1+1]| Xe =1) = Ah+o(h)
(ii) P(Xpyp=1—1| Xy =1) = ph + o(h)
(i) P(Xeypn €{i —1,4,0 +1} | Xy =) = o(h)

Bemerkung;:

a) (Xi) ist eine MK mit Intensitétsmatrix

—Xo Ao 0
1 —(p1 4+ A1) Al 0

Q= 0 42 —(p2 +A2) Ao

S :N07 ()‘2)7 (Nz)
b) lim, opij(n) = 6;;, also stetig in 0.

c) (Xy) erfiillt das Vorwérts-Riickwérts-Dgl-System:
p'(t) =p(T)Q, p'(t) = Qp(t)

(17.5.2004)

Beispiel 9.1 (linearer Geburts- und Todesprozess)
Gegeben: Population mit Anfangsbestand Xy = a Individuen. Individuen teilen sich
unabhéngig voneinander in (¢,¢ + h] mit Wahrscheinlichkeit Ah + o(h) und sterben un-
abhiingig voneinander in (¢,¢ + h] mit Wahrscheinlichkeit ph + o(h) (A, p > 0).
X;= # der Individuen zur Zeit t > 0. Xg = a.
P(Xt+h:i+1 | Xt:Z)
= () (Ah + o(h)) (1 — (A + ) + o(h))~Y
+ () b+ 0(h)* (75%) (uh + o(m) (1 = (A )+ o(h)) '~
= iAh + o(h)
Analog;:
P(Xppn 2i+2 | Xy =1) = o(h)
P(Xiyp=1—1| X, =1)=iph+o(h)
P(Xyn<i—2| Xy =1i)=o0(h)
= (X}) ist ein Geburts- und Todesprozess mit Parameter \; = X\ %4, u; = p* 1,
ein sogenannter linearer GTP.
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II. Zeitstetige Markov Ketten

Beispiel 9.2 (M|M]oo - Warteschlange)

Unendlich viele Bediener. Im Zeitintervall (¢,t + h] kommt ein neuer Job mit Wahr-
scheinlichkeit Ah + o(n) an. Die Jobs in Bedienung werden unabhéngig voneinander mit
Wahrscheinlichkeit ph + o(h) in (¢,t + h] abgefertigt.

X;= t der Jobs im System zur Zeit ¢t > 0

= (X}) ist ein GTP mit Parametern \; = A\, p; = pi, i € Ny

Beispiel 9.3 (M|M]|1 - Warteschlange)

1 Bediener, Bedienstrategie: FCFS (First Come First Serve)
Ankiinfte wie oben.

= (X}) ist ein GTP mit Parametern \; = A\, po =0, p; =p, i €N

§10. Invariante MaBe und Grenzwertsatze

Fiir die MK (X}) seien folgende Regularitidtsvoraussetzungen erfiillt:
(R) (i) (p(t),t > 0) sei eine SUMF
(ii) @ konservativ

(ili) supiesqi < oo (oder andere Bedingung, die Explosion verhindert [also nicht
unendlich viele Zustandswechsel in endlichem Intervall])

Bedingung (iii) garantiert, dal der Prozess (X}) nicht explodiert, d.h. bei der Konstruk-
tion in §8 fast sicher nicht unendlich viele Spriinge in endlicher Zeit statt finden.
Wie in §8 sei (V) die eingebettete MK mit UM P = (p;;)

Definition: Die MK (X;) heifit irreduzibel, falls die EMK (Y,,) irreduzibel ist.

Bemerkung;:
(i) (X¢) irreduzibel < p;;(t) >0Vt >0, 4,5 € S
Da Vi, j € S entweder p;;(t) > 0 oder p;;(t) =0, t > 0 (*¥ Lemma6.1, Seite 21)
(ii) Eine Periode kann bei (X;) nicht auftreten. (*% Lemma6.1, Seite 21)

(iii) Ist (X}) irreduzibel, so kann (X;) nur stabile Zusténde besitzen.
Die Begriffe “rekurrent” und “transient” werden in Kapitel I definiert.
Essei Tj = inf{t > 0| Xy =i}, Vi:=inf{t > 0| Xy # i}, T = inf{t > Vi | X; = i},
m; == B[]
und [ = P,-(Tj(l) < 00).

T
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II. Zeitstetige Markov Ketten

Definition: Ein stabiler Zustand j € S heifit
a) rekurrent, falls f; =1, sonst transient

b) positiv rekurrent, falls j rekurrent und m; < oo

c) null rekurrent, falls j rekurrent und m; = co

Lemma 10.1 Ein stabiler Zustand ist genau dann rekurrent fiir (X;), wenn dies fiir
(Y,,) der Fall ist.

Beweis: folgt sofort aus der Definition g

Bemerkung;:
(i) Lemma 10.1 gilt nicht fiir die Begriffe positiv-/null- rekurrent.
(i) Ist (X) irreduzibel, so sind alle Zusténde transient oder rekurrent

Definition: Sei (X;) eine MK mit SUMF (p(¢),t > 0). Ein Mal p:S — Ry, u#0
heiflt invariantes Maf falls V¢t > 0: p = pup(t), d.h. Vi€ S pi =g pipij(t).
Gilt ;. pi = 1, so heifit p Gleichgewichtsverteilung oder stationére Verteilung.

Bemerkung;:
(i) Ist P(Xo = j) = pj, so gilt P(X; = j) = p; Vj € S, denn:
P(Xe=J) = Lies hipij(t) = n;
(ii) Ist (Xy) irreduzibel und p ein invariantes Maf , so ist p; > 0 Vj € S.

Lemma 10.2 Sei (X;) eine regulidre MK, d.h. (R) ist erfiillt.
Es gilt:

a) p ist ein invariantes Mafl fiir (X)) < pu@Q =0

b) Ist (X;) irreduzibel, so gilt: ist v ein invariantes Maf# fiir die EMK (Y},), so ist
w= (?) 5 ein invariantes Mafl fiir (X;).
i/ ic
Umgekehrt: ist p ein invariantes Mafl fiir (X3), so ist u = (¢;ti)ies ein invariantes
Maf$ fiir (Ys,).

Beweis:

a) Unter (R) gelten die Vorwérts- und Riickwérts-Dgl.:
p'(t) =pt)Q, p'(t) = Qp(t)

Dann gilt (komponentenweise):

p(t) =1+ fgp/(s)ds ® + fot p(s)dsQ = +Q fg p(s)ds
Sei p ein invariantes Mafl fiir (X;) = u = up(t) vVt >0
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II. Zeitstetige Markov Ketten

& — 4 pQEVE > 0, also pQt = 0Vt >0 = uQ = 0
Falls p@Q =0 (é) up(t) = p vVt >0
= Behauptung.

b) Alle Zusténde sind stabil: 0 < ¢; < 0o Vi € S.

q1 0 0
0 q2 0
Es sei diag(q) = 0 g3 O oBdA S =N.

Q = diag(q)(P — I) (nach Satz 8.1, Seite 24, wobei P die UM der EMK (Y;,) ist).
Aus a) folgt: p ist invariantes Mafl fiir (X;)

& 0=pQ = px*diag(q)(P —1I) = (1iq)ies(P — 1)
< (14i¢i)ies ist ein invariantes Maf3 fiir (Y7,).

O (18.5.2004)

Bemerkung: Aus Satz 3.1 7 folgt: ist (X;) irreduzibel und rekurrent, so gibt es ein (bis
auf Vielfache) eindeutiges invariantes Maf .

TO =inf{t>0| X, = j} s
VP9 i=inf{t>T) | X; # j},

T) = inf{t > V0 | X, = j}

*
ij

Satz 10.3 Sei (X;) eine regulidre MK. Fiir alle i,j € S gilt:
limy—oopij(t) = %, wobei fiir absorbierendes j (¢; =0, m; = 00), mjq; := 1.
Beweis: (teilweise)
Sei j absorbierend: p;;(t) = PZ-(T]-0 <t)Vt>0
limi— - = Behauptung.
Sei j stabil:
1. Fall: j transient:
wegen m; = E;[T;] = 0o z.Z. limy—.opi;(t) = 0.
Fiir € > 0 ist (Xcp)nen, eine diskrete MK mit UM P(e).
J ist transient fiir (X.p,) = limp—oopij(en) = 0.
Nach Lemma 6.1% a) ist p;;(¢) gleichmiss ig stetig in ¢.
= behauptung mit ¢ | 0.
2. Fall: j rekurrent.
0.B. (schwieriger). O

IE Seite 13
8Nicht mit den Formeln von gestern verwechseln!
IS Seite 21
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Satz 10.4 Sei (X;) eine regulére irreduzible, rekurrente MK. Dann gilt:

2)
b)

limy—oopij(t) = ﬁ Vi, j € S, unabhéngig von i.

(Xt) besitzt eine Gleichgewichtsverteilung u = (u;). € S < 35 € S, j ist positiv
rekurrent.
In diesem Fall ist p; = ﬁ > 0 Vj € S und alle Zusténde sind positiv rekurrent.

Beweis:

a)

b)

(X¢) irreduzibel = 0 < g; < oo Vj € S. Bleibt z.Z. PZ-(TJO <o0)=1Vi,jeSs.
PZ-(T]Q <oo)=1- Pi(T]Q =o00) =1—P(Y, # j,Vn € N) =1, da (Y,,) irreduzibel.

Sei u eine Gleichgewichtsverteilung von (X;), d.h. u = up(t), vVt > 0.
= g = 1Moo Yies tapij(t) ='"Yies i limu—sopi(t) = e
—_———
1
mjdj

.Da 0 < ¢g; <oound 0 < p; <1 nach Voraussetzung, folgt m; < oo,

1
K595
also j positiv rekurrent Vj € S.

Umgekehrt: Sei j € S positiv rekurrent. Definiere p; :=

) ) : CK. .
Vie St >0 gilt: p; = limgs—oopii(s+1t) = lims—oo Zjespij(s)pji(t)

>N s (lims—oopij (8))ji(t) = Y jeg ipji(t)

Dap;i(t) > 0Vi,j € S,Vt > 0folgt p; >0Vie Sund };cq i > 3 icq 1) ij,-(t)
€S

= mj; =

1
m;q;

=1
=Y jes Hj» also = up(t) vt > 0.
AuBerdem gilt: 3 i g =D icglimioopij(t) < limioo D jcgpij(t) =1
und g5 = 1imy— oo ptipij (t) lezies i Vi —oopij (t) = 15D e 5 M
T
= Dies i =1

Bemerkung;:

(i)

(i)

Sei (X}) positiv rekurrent.
Dann ist die EMK (Y,) positiv rekurrent < >, g m% < 00,
da (gjpj)jes = (m%_)jeg ein invariantes Mafl fiir (Y5,).

Sei die EMK (Y},) positiv rekurrent < > g Z—; < 00

10

majorisierende Konvergenz

" Fatou

12

majorisierende Konvergenz
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(iii) Ist (X3) eine regulére, irreduzible rekurrente MK, so ist ein invariantes Maf§ p fiir
(Xt) gegeben durch
pi =Bl 1x,—;dt] ¥j € S, i € S beliebig.

Beispiel 10.1 (GTP)
X}) sei ein allgemeiner GTP mit Geburtsraten A; > 0 und Sterberate p; > 0
j J
= (X}) ist irreduzibel.
(X3) sei regulér (< > ﬁ Z;’io & =o0, mit § =1,¢, = %, n € N)

Wann ist (X;) positiv rekurrent?

Lose 71@Q = 0!
—Ao Ao 0 .
| om =0+ M) A 0o -
Q= 0 2 —(p1+X2) A2 O

0= —Xom + p1m1
0= Aomo — (A1 + p1)m1 + pom

0= N7 — (N1 + Mip1)Tip1 + Tigoplize, @ > 1
= T = %7‘(0

A A
Ty = 1 (( 1+41) 0 Aop o > — Aoy o
n2 M1 M1 H1p2

D VY, S
Vermutung: m;+1 = e 0

Beweis: Einsetzen:

oy oA (Y. ) X0\ Aot Aig
=Ai i 0 ()\H'l + ’u""l)ur-- 110 + Hit2 5 =2 0
Ao Aic1 gy . Aot A Ao i
Ai M1 pg (Ait1 +’u’+1)u1"'ui+1 +’u’+2u1"'ui+2
— () Ao Ao i
- (>‘z+1) 1 i1 + Hi+2 1 itz
_ Ao Aig Ao Aig1
Piocflitl | p1tfigd
— 013
.. oo Ao An,
= | (X¢) positiv rekurrent < > >° Ty < oo
Die stationédre Verteilung ist m;41 = Ag-+:Ay T, 1 >0

M1 i1

Bohne Gewéhr!

32



II. Zeitstetige Markov Ketten

(24.5.2004)

§11. Warteschlangentheorie

Wir machen nun die folgenden Annahmen:

e Jobs kommen stets einzeln an.
Die Zwischenankunftszeiten seinen iid und ~ exp(\), A > 0.
(d.h. Ankunftsprozess=Poisson-Prozess)

e Jobs werden einzeln abgefertigt nach der FCFS Bedienstrategie.
e Die Bedienzeiten seien unabhéngig und exponential verteilt.

X; sei stets die Anzahl der wartenden Jobs zur Zeit t.

§11.1. M|M|1-Modell

1=1 Bediener

Bedienzeiten iid ~ exp(u)

(X}) ist ein GTP mit Parameter A\; = X\, po =0, p; = p,i € N.
Es sei p := % die sogenannte Verkehrsintensitét ((X;) ist regulér!)

Satz 11.1 Das M|M|1-Modell ist positiv rekurrent < p < 1
In diesem Fall ist die Gleichgewichtsverteilung 7 geometrisch;
m = (1-p)p', i €Ny

Beweis: siehe Beispiel 10.1:

|
cLe . n+l
(Xt) positiv rekuirrent < Y 7, % =155~ | % <o A< u

Als Losung von @ = 0 ergab sich: m; = (%)Z my, 1 € Ny

Do T =M i P = T Slem=1-p

= Behauptung. d
Insbesondere gilt im “Gleichgewicht”:

6p(X =0) = my = 1 — p: Wahrscheinlichkeit, dal der Bediener unbeschiiftigt ist.
EX = ﬁ: durchschnittliche Anzahl von Jobs im System

§11.2. M|M]|oo-Modell

oo=oc viele Bediener vorhanden
(X}) ist ein GTP mit Parametern \; = A\, p; = iu,i € Ny
Es sei n := % ((Xy) ist regulér!)

M Seite 32
5gemoetrische Reihe
16 X, konvergiert in Verteilung gegen X
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Satz 11.2 Das M|M|oo-Modell ist stets positiv rekurrent. Die Gleichgewichtsverteilung
ist eine Poisson-Verteilung mit Erwartungswert 7.

Beweis: (X;) positiv rekurrent < > 7, m <;> <ooVneR

=n

)\ (3
Gleichgewichtsverteilung: m; = (;) %wo

=n
i ! —
Z;’io?—,:ﬂ'oen:1=>ﬂ’0:€n O

§11.3. Erlangs loss system

Telefonzentrale: k Leitungen. Ankiinfte von Anrufen geméfl eines Poisson-Prozesses mit
Parameter A > 0. Rufdauern iid ~ exp(u), p > 0. Sind alle Leitungen besetzt, geht ein
ankommender Anruf verloren.
Wie grof ist (im Gleichgewicht) der Bruchteil verloren gegangener Anrufe?
X; =t der besetzten Leitungen zur Zeit ¢t > 0.
(X¢) ist GTP mit Parameter

N=A1=0,....,.k—1und \; =0, i=k,k+1,...,

pwi=pt, t=0,....;kund pu; =0, i=k+1,k+2,...

s S W
(X:) positiv rekurrent, da y 7, %_ Sk <o
Gleichgewichtsverteilung: n := %, = %770,2' =0,...,k

k Eoopi !
Zi:oﬁizﬁozz’:o%zl
A

: k
= m= 4 S ¥

i
Bruchteil verloren gegangener Anrufe:

Ex(n) = Z—Ij {Zf:o 72—,} Erlang Loss Formel
mr =: Ex(n) heifit Erlang-Koeffizient.

§11.4. Jackson-Netzwerk

(oA 04 (U
J O Jobrery N
My Wi P N
Pj F

jl
Jeder Job kann mit entsprechender Wahrscheinlichkeit nacheinander verschiedene Sta-
tionen durchlaufen. In der Regel verlait er irgendwann das System = > p;; < 1
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N Stationen, 1 Bediener pro Station.

Poisson-Ankiinfte an der Station j mit Intensitdt o; > 0,57 =1,..., N
Bedienzeiten an Station j exponential verteilt mit Parameter p; > 0,5 =1,..., N
Routingwahrscheinlichkeiten: 0 < p;; <1, Vi,j € [1,...,N], Z;VZI pij <1,

P = (p;j) heifit Routing Matrix.

Voraussetzung: P — o'7 fiir n — oo.
z.B. erfiillt, falls Z;-V:lpij <1,Vi=1,...,N (“P transient”) = (I — P)~! existiert.

Verkehrsgleichungen:

Me=ar+ 5N Npi, k=1,...,N (%)
Ar =nominale, totale Ankunftsrate an Station k.

A=a+ AP S NI —-P)=a =\ ver a(I — P)~!|eindeutige Losung von ().

Sei jetzt:
Xe = (Xq1(t),...,Xn(t)), X;(t) =4 der wartenden Jobs an Station j zur Zeit t > 0.
Alle Vorgénge seien unabhéngig voneinander.

(X;) ist eine MK mit Intensitétsmatrix Q = (g;;), wobei fiir i,j € N)' = S :

ag ,j =1+ ek k=1,...,N
Gij = eprid(iy) Li=i—ex+e Lk l=1,...,N 3 i# 89
peProd (i) ,j=1—eg k=1,...,N

(pjo =1 — 31 1 Pir)

er = k-ter Einheitsvektor— e; + i bedeutet Zustandsvektor ¢ wird in Komponente &
um 1 erhoht.

Unter den Voraussetzungen ist (X;) irreduzibel.

Losen von 7@ =0 :

YoicsT(i)qi; =0Vj €S = NY < Y ics T(1)qi; = 7(j) qui Vj € S global balance
€S
- 0

Global-balance-Gleichungen:
7() [0k + S 6k

= S 7 — er)and(in) + Xney T+ er)pro + Yoy Say w0+ e — ex)upind(Js)
,Vje 8

Y Nullmatrix
¥Diagonalelemente = 0!
195 meint das Kronecker-Symbol.
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(25.5.2004)
Local-balance Gleichungen: fiir jede Station gelte Ausflufirate=Einflufirate

(1) 7))k = 7(j — er)an + Sy 7(G — e — ex)upims gr >0
“Station 07:20

2)7(f) oy ok = Yoy 7 + ex)iukpro, J € S

Ve n(j+ex)pr =m(f)ow + > 2, 7(J + ex)pupi, j €S

_ _ () m(j+er)
= 1= m(jt+ex) ik g + Zl 1 7r(j+eli) Nlp lky J € S
_ (A j+6) pYD
<:> )\k - 7T(‘]+€k)kuk ak + Zl 1 7'('(]-&—@]1 Mlp k l? ] E S

) b
Da A\ = ap + Zfil iDik, k=1,..., N eine elndeutlge Losung besitzt, folgt mit
Koeffizientenvergleich:

~ G) "G) o _

0 Mrgreom =19 wteny = A J€SE=1....N

<\ A, m(iter) . w(j+e) A . _

(ii) )\—’;W(j+ei)% =1 7#(]‘—%611) = _xiu_];’ jes, kil=1,...,N
()= 7(j) = 2a(—e)) = =10, (A—k)’ 7(0) = (ii) ist ebenfalls erfillt.
Normierung: (ZjeS = Z]O'fzo T E]O'izzo)

1= Y esm() = 703 s TIN ( )"
—TI'(OHk 17 A , falls pg := Z<1, k=1,...,N

Somit: (X3) p051t1v—rekurrent, falls pp <1, k=1,...,N.

Satz 11.3 Das Jackson-Netzwerk ist positiv rekurrent < pp 1= % <1, k=1,...,N.
In diesem Fall ist die Gleichgewichtsverteilung gegeben durch

(1, in) = [ema (1= pr)o

Bemerkung: Die Darstellung der Gleichgewichtsverteilung in Satz 11.3 heifit auch
Produktform,

da P(X1(t) = j1,..., Xn(t) = jn) = [To, P(X(t) = j1)

204lles auBerhalb des Netzwerks
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§12. Reversibilitdt

Definition: Ein stochastischer Prozess (Xt)teRm heif3t reversibel,
falls (X¢,,...,Xe,) = (Xa_e,,..., Xa_t,)
fir alle —oo < t; < --- <tp, <00, A € R,n e N?2

Definition: Ein stochastischer Prozess (X¢);er heifit stationér,
falls (X¢,,..., Xe,) = (Xey1n,. -, Xe,40)
fir alle —co <t < -+ - <t, <00, AeR,neN

Satz 12.1

Eine regulire, stationdre MK ist reversibel < 3 Verteilung (7;)jes, m; > 0 Vj € S,
so daf3 die detailed balance-Gleichungen 7;q;r = mrqr; Vj, k € S erfiillt sind. In diesem
Fall ist (7;);jes die Gleichgewichtsverteilung der MK.

Beweis: “=" Sei die MK reversibel. Dann ist (X;) auch stationnér,
da (Xyp, .o, Xe )= ( Xy s X)) = (Xyans ey Xt an)-
Weiter gllt P(Xt =7, Xt—i—A = ]{7) = P(Xt = k,Xt+A = j), A > 0.
Sei 7j := P(X; = j) fiir t € R fest.

P(Xin =k | Xy =) PXya=j| Xi =k)
—qjk,A—0 —qk; fir A—=0
“<” ohne Beweis. O

Lemma 12.2 Fiir eine regulére, stationdre MK mit Zustandsraum S gilt fiir alle A C S:

ZjeA ZkES\A Tjq5k = zjeA ZkeS\A TkAkj
wobei (7;)jes die Gleichgewichtsverteilung ist.

Beweis: Es gilt: 7; qu'k = Zkes Tkqk; Vj €S

keS
0
ZjeA Zkes T4k = ZjeA Zkes Tkk;
= _ ZjeA D ke Tiljk = ZjeA D ke A Thik; O
+ ‘ = Behauptung.
Sei (X;) eine MK. Assoziierter Graph:

Ecken: S
Kanten: Kante zwischen j und k = ¢;; > 0 oder qi; > 0 k # j

Lemma 12.3 Ist der assoziierte Graph einer reguléren, stationdren MK ein Baum, so
ist die MK reversibel.

Beweis: z.Z.: (nach Satz 12.123) Tiqik = TkqQrj Vi, k € 5,7 # k.
Fall 1: A Kante zwischen j und k& = ¢ = qx; = 0 =DBehauptung.

2lkein Anfang
2Vorwirts oder Riickwiirts egal
2E Seite 37
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Fall 2: 3 Kante zwischen j und k. Da G ein Baum, zerfillt der Graph nach Wegnahme
der Kante (7, k) in zwei disjunkte Mengen A C S, S\A und j € A,k € S\ A.

Lemma 12.2 = T4k = ZkléA ZkQGS\A Ty Qhey ko = ZlﬂeA ZkQES\A Mo Qk—2k, = TkQk;
O

Beispiel 12.1 Graph eines GTP:
1 2 3 4 5 6

ist ein Baum = jeder stationire GTP ist reversibel.

Insbesondere: X; = § der wartenden Jobs im M |M|1-Modell ist ein GTP, also reversibel,
falls A < p.

Xt

- - t

= der Abgangsprozess der Jobs ist selbst wieder ein Poisson-Prozess mit Parameter A.

— ENDE —
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IV. Abkiirzungen

IV. Abkiirzungen

5Z(a)
ezp()

il
A= B

Kronecker-Symbol

exponential verteilt

Anzahl

A hat gleiche Verteilung wie B
Eingebettete Markov-Kette

Geburts- und Todesprozess
(stochastisch) unabhéngig und identisch verteilt
Markov-Kette

ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
Standard-UMF

Ubergangsmatrix
Ubergangsmatrizenfunktion
Wahrscheinlichkeiten
Wahrscheinlichkeitsmafl
Wahscheinlichkeitsraum
Zufallsvariablen

zu Zeigen
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UMF, 20, 21
Ubergangsintensitéten, 22
Ubergangsmatrix, 4
Ubergangsmatrizenfunktion, 20
Standard, 21
Ubergangswahrscheinlichkeit, 4

abgeschlossen, 7
absorbierend, 22
aperiodisch, 17
Argument
Kopplungs-, 18
assoziierter Graph, 37

balance
detailed, 37
global, 35
local, 36

Chapman-Kolmogorow, 6
detailed balance, 37

FErlang
Koeffizient, 34
Loss Formel, 34
Ersteintrittszeit, 8

fithrt nach, 7
FCFS, 28

Geburts- und Todesprozess, 27
Geburtsprozess, 16
Gleichgewicht, 12
Gleichgewichtsverteilung, 12
global balance, 35
Graph

assoziierter, 37
GTP, 27

linear, 27

instabil, 22
Intensitét
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iibergangs-, 22

smatrix, 22

Verkehrs-, 33
Intensitatsmatrix, 22
invariant, 12

MaB , 29
irreduzibel, 7, 28
Irrfahrt

auf Z, 10, 16

reflektierende Grenzen, 12

symmetrische, 10

Kette
Markov, 20
Koeffizient
Erlang, 34

Kolmogoroff, 23
kommuniziert, 7
konservativ, 22
Kopplungsargument, 18

linearer GTP, 27
local balance, 36

Maf3 , 12
invariant, 29

Markov-Kette, 4, 20

Matrix
Ubergangs-, 4
Routing-, 35

stochastische, 4
mittlere Riickkehrzeit, 14
MK, 20

n-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeit, 6
nullrekurrent, 14, 29

Poisson-Prozess, 25
positiv rekurrent, 14, 29
Produktform, 36
Prozess

Geburts-, 16



Geburts- und Todes, 27
Poisson, 25
stochastischer, 20
Todes, 16

Riickkehrzeit
mittlere, 14
Realisierung, 20
rekurrent, 9, 29
null, 14, 29
positiv, 14, 29
reversibel, 37
Routing Matrix, 35
Runispiel, 8

SUMF, 21

stabil, 22

Standard UMF, 21
Startverteilung, 4
stationar, 12, 37
stationéire Verteilung, 29
stochstischer Prozess, 20

Ti, 8
Todesprozess, 16
Trajektorie, 20
transient, 9, 29, 35

Verkehrsintensitét, 33
Verteilung, 12
Gleichgewichts-, 12, 29
Start, 4
stationar, 29

Wahrscheinlichkeit
Ubergangs-, 4
n-Schritt Ubergangs-, 6

Warteschlange, 28

Index
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