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1 Der Ring der ganzen Zahlen

1 Der Ring der ganzen Zahlen

Sei (Z,+,*,0,1) der Ring der ganzen Zahlen.

Lemma 1.0.1 (Euklid)

Seien n,m > 0 ganze Zahlen mit m # 0, dann gibt es q,r mit:
n=qg+m+rund 0 <r<n

q,r sind eindeutig bestimmt.

Beweis:
Existenz:(Induktion iiber n)
LFall: n <m
Seig=0undr =n
I1.Fall: sonst
Dann ist 0 < n — m und somit gibt es nach Induktionsvoraussetzung
guundrmitm-—-n=q *xm+r
Seig=¢q; +1
Eindeutigkeit:
Sein=gi*xm+riund n =g *xm+ro mit 1,70 <M
0.B.d.A. sei r <1y
= (q1 — q2) *m = r9 — r; und
0<ro—ri<m
=rg—1r1 =0
=71 =r9 und q1 = @2

Sei d > 0. d heifit Teiler von n, wenn es ein e gibt, mit d x e = n (geschrieben d|n)
Seien n,m €Z. d heiit gemeinsamer Teiler, wenn d|n und d|m. Ein gemeinsamer Teiler
d heifit grofiter gemeinsamer Teiler, wenn fiir alle gemeinsamen Teiler e von n,m gilt:
eld (geschrieben: ggt(n,m)).

Lemma 1.0.2 Seien n,m > 0, dann gibt es hichstens einen grifiten gemeinsamen
Teiler von n und m.

Beweis:
Seien d, e grofite gemeinsame Teiler.
> e|d und dle
=d=m1*xeund e = mo xd
—d=m1*mgx*d
—mi*xmo =1
Dae,d>0>mi,mg>0>mi=mg=1
-e=d

Satz 1.0.1 (euklidischer Algorithmus)
Seien n,m > 0, dann gibt es einen gréfiten gemeinsamen Teiler.
Mehr noch: es gibt x,y mit ggT(n,m) =z +n+y*m



1 Der Ring der ganzen Zahlen

Beweis:
Wir definieren eine Folge (n;) mit j € IN wie folgt:
Seiny =nund no =m
Sei 7 > 2 und nq,--- ,nj_1 bereits definiert.
LFall: n; 1 =0, dann sei n; =0
ILFall: n; 1 > 0, dann gibt es
genau ein g;_1 und ein n; mit
Nj—2 = gj—1 * Nj—1 + 1N
mit n;g < Mj_1.

Beispiel: Gesucht ist der ggt(150, 35)
n1 = 150
n2=35
ng =n1 — g2 *x o = 150 — 4 % 35 = 10 mit ng < no
ng=mn9 —qz3*ng =35—3%10 =5 = ng mit ngy < ng
ns=n3 —qs*ng =10 —2%5=0=n; mit n5g < ng

@2=4 @=3 q=2

1 =1 z0=0 z2z3=1 x4=-3
y1=0 y2=1 ys=-4 ys4=13

Behauptung 1.0.1 (Abbruch des euklidischen Algorithmus)
Es gibt ein k mit ny # 0 und ng+1 =0

Beweis:
{ng|k €N, ng # 0} besitzt ein kleinstes Element ny.
Da N1 < Nk > N1 = 0
Wir wollen zeigen:
ng = 99T (n, m)

Behauptung 1.0.2 ngln; mit 1 < j <k

Beweis:
Durch vollstdndige Induktion zeigen wir ng|n; mit k —1 < j <k
Ist i = 1, dann n; = ny v
oder nj = ng_1 = g * Nk + Np41 v
iy
Seiiz > 1

= nglng fir (k—4)+1<j<k
nach Induktionsvoraussetzung und

Mg—it+2 = Qk—i+1 * Nk—i+1 + Nk—i

mMpi = Nk—i42 — Qk—i+1 * Mk—it1

10



1 Der Ring der ganzen Zahlen

Da nk|nk_,~+2 und nk|nk_i+1
= nglng—i
Behauptung 2 sagt, ein ny ist ein gemeinsamer Teiler von n = n; und m = ne.

Behauptung 1.0.3 Ist 1 < j < k dann gibt es v und y; mit nj = z; *n+y;*m

Beweis: (Induktion iiber j)
j=1,seizy=1undy; =0
j=2,seizo =0und yo =1
Sei j > 2
Wir setzen:

Xj=Xj2—-¢q1%X; 1

YVi=Yj2—gi-1%Yj1

Xj *n—i—Y] *m = (Xj_Q—qJ'_l *Xj—l) *’I’L+(Y}'_2—q]'_1 *ij—l) *m

= (Xjo%n+Yj_oxm)—gj_1*(Xj_1*n+Yj_1*xm)

=Mj—2 — gj—1 * M1

In unserem Beispiel von Seite 10:

X;=1
Y1 =0
Xo=0
Yo =1

X3:X1—q2*X2:1—4:*O:1
Y3:Y1—q2*yv220—4*1:—4
X4:X2—q3*X3:O—3*1:—3
Y4:Y2—Q3*YE;=1—3*(—4)=13

Probe: ny = Xy sn+Yyxm=—-3%1504+13%35=5 Vv

Behauptung 1.0.4 (ggt aus dem euklidischen Algorithmus ablesen)
ng = ggT'(n, m)

Beweis:
Nach Behauptung 2 von Seite 10 ist n; gemeinsamer Teiler.
Sei e ein gemeinsamer Teiler von n, m.
> Es gibt r, s mit
n=rxeund m=s*e
Nach Behauptung 3 von Seite 11 ist
n,=Xg*xn+Y,*m
=g =Xpx(rxe)+ Yy x(s*xe) =ex (Xg*r+ Yy *s)
>~ e|ng
> ny ist grofiter gemeinsamer Teiler von n, m

Eine Teilmenge I von Z heifit Ideal, wenn gilt:

11



1 Der Ring der ganzen Zahlen

1. 0el

2. a,bel>a+bel

3. a€l,beZ>axbel
Beispiele:

1. Z ist ein Ideal.

2. {0} ist ein Ideal.

3. Seienay,--- ,a, €Z,dannsei (a1,--- ,ay) := {T101+T202+" - +Tpap|z1,- -
Dann ist (a1, - ,a,) ein Ideal.
(al,--- ,ay,) heifit das von ay,--- ,a, erzeugte Ideal.

(1) =Z heifit Eins-Ideal
(0) = {0} heiBit Null-Ideal
Satz 1.0.2 Ist I ein Ideal in Z, dann gibt es d > 0,d €Z mit I = (d)

Beweis:
Behauptung 1: Ist I # {0}, dann gibt esd > 0,d € T

, T, EZL}.

Beweis: Sei z € I\ {0}.2 > 0. Sei d = z. Ist x < 0, dann sei d = (1) * x.

Sei d das kleinste Element aus {z € I|z > 0}.
z.z..] = (d).
Behauptung 2: (d) C I Vv
Behauptung 3: I C (d)
Beweis: Sei a € I. Dann gibt es g, mit:

a:q*d+rund0§r<d>T=,a,+(—Q)*<‘L
el el
N———
~ EI 7
el

> 7 = 0 nach Wahl von d und r.
=a=gqxde¢€ (d).

Satz 1.0.3 Seien m,n,d €Z mit m,n,d > 0. Ist (m,n) = (d), dann ist d der grifte

gemeinsame Teiler von n,m

Beweis:
Behauptung 1: d ist gemeinsamer Teiler
Beweis: Da m,n € (d) > m=z+dund n =y *d > d|m,d|n.
Behauptung 2: d ist grofiter gemeinsamer Teiler
Beweis: € > 0,e €Z mit elm und eln > m =z xe,n =yx*e
Dade€ (m,n), gibtesr,smitd=r+m-+s*n
=d=rxzxxet+skyse=ex(r«r+sx*y)

12



1 Der Ring der ganzen Zahlen

>~ eld

p €7Z, p > 1, heifit Primzahl,
wenn fiir alle n,m > 0 mit p = m * n folgt: m = 1 oder n = 1.

Lemma 1.0.3 Seip eine Primzahl und m,n > 0 mit p/m *n = p|m oder p|n.

Beweis:
LFall: p|m Vv
I1.Fall: sonst
Dann ist ggT(p,m) =1 (1) = (p,m)
sl=zxptysm>=-n=n*xc*xpt+yxn*xm
Sei z EZ mit zxp=mn*xm
Sn=n*r*xpt+y*xzkp=p*(n*xz+yx*xz)>=pn

Folgerung 1.0.1 Seim; >0 firi=1,---,l und p eine Primzahl mit p| Hézl m;. Dann
gibt es ein i mit p|m;.

Beweis: (Induktion iiber 4

Satz 1.0.4 Ist n > 2 eine ganze Zahl, dann gibt es Primzahlen p1,--- ,p; mit

pr<pa < <pundn=][_ p
Mehr noch: Die Darstellung ist eindeutig.

Beweis:
Existenz:(Induktion iiber n)
n =2 Vv
Sein > 2
I.Fall: n ist eine Primzahl Vv
II.Fall: sonst
Dann gibt es I < ny1,n9 < m mit m = ny * ng
Nach Induktionsvoraussetzung ist
ny = Hé:l bi Ng = Hf:l q;
mit py * po * - -+ x p; und gy * - - - * ¢; Primzahlen.
Da die Multiplikation kommutativ ist, folgt die Behauptung.
Eindeutigkeit: (Induktion iiber 1)
Sei Hi’:1 pi = Hi’:l g; mit p; <---<pyund q1 < go < -+ < g Primzahlen.
Istl=1 Vv
Seil > 1. > p Hf:l gi
> Es gibt ¢; mit pyq; > p < g
qe| TI:_, pi > Es gibt i mit gy |p;
mae<p-ae=p - T12ypi =1 @
Nach Induktionsvoraussetzungist k—1 =[—1und p; = ¢; firs =1,--- ,[—1

Sei I ein Ideal und a,b €Z. a heiflit kongruent b modulo I, wenn a — b € 1.
Geschrieben: a = b mod I
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1 Der Ring der ganzen Zahlen

Ist I = (n), dann schreibt man fir a = b mod (n) auch a = b mod n

Lemma 1.0.4 ¢ = ¢ ist eine Aquivalenzrelation, d.h.
1. a=amod I
2.a=bmodI>b=amodl
3.a=bmodI undb=cmod I >a=cmod]l

Beweis:
zul: Daa—a=0€1>a=amodlI
zu2:a=bmodl>a—-bel>b—a=(-1)x(a—b)€l>b=amodI
zu3:a=bmod I und b=cmod I
a—belundb—cel
~a—c=(a—-b)+(b—c)el
—— N —

el el
= a =cmod I

Lemma 1.0.5 Seia =b mod I und c =d mod I, dann gilt:
1.a+c=b+dmod I
2.axc=bxdmod I

Beweis: (a —b) € T und (c—d) € I
zu 1: Wir wollen zeigen: (a +¢) — (b+d) € I
(a+c)—(b+d)=(a—b+(c—d) eI
—_— =
er el
zu 2: Wir wollen zeigen: a x¢c —bxd € 1
I 5 (a—b)x(c—d) = axc—bxc—axd+bxd = (axc—bxd) — (bxc—bxd)—(axd—bxd)
=(axc—bxd)=(a—b)*x(c—d)+bx(c—d)+dx(a—b) €I

v~

el er er
Beispiel: Gesucht ist r mit 0 <r < 7und 91 =57+ r
Behauptung: r = 2
9=2mod 7
92 =2%2%x2mod 7=1mod 7
0 =1%x1x1mod7>9=1mod7>9%=9mod 7> 9"=2mod 7

14
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2 Gruppen

Sei G # () und
x:GxG—>G

eed

G heifit Gruppe, wenn gilt:

1. (axb)*xc=ax*(bx*c)
2. axe=a
3. Esgibteinde Gmitaxd=ce

Eine Gruppe (G, #, e) heifit kommutativ, wenn fiir alle a,b € G gilt:
axb=>bxa

Ist (G, #,e) kommuttativ, dann schreibt man auch + fiir * und 0 fiir e.

Héufig schreibt man G fiir(G,*,e)

Lemma 2.0.6 “rechtsinvers gleich linksinvers”
Istaxd=¢e, dann ist dxa = ¢

Beweis: Seic € G mitd*xc=e
Nach Voraussetzung gilt:
axd=ce
*d
=dx(axd)=d
;cd*(a*d)*c:d*c

1
(Q (dxa)x(d*xc)=dxc
Wahl>_vonc

2
(>-)d*a:e

xa)ke=e

Lemma 2.0.7 “e ist auch Links-Fins”
d=exd

Beweis:

L1
SeiceGmitd+sa=e >axd=ce

d@:)d*eEmS:etzend*(a*d)@(d*a)*dwgﬂae*d

Lemma 2.0.8 Istaxd=e=axc>d=c

Beweis:
1
axd=e>d+xa=¢e

2 Voraussetzun, 1 Einsetzen L2
d2dxe = gd*(a*c)(:)(d*a)*c =""exc=c

Das eindeutig bestimmte Element ¢ mit a * ¢ = e schreibt man auch a—!.
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Bemerkung 2.0.1
(@) ' =a
((fl)_l*aflze

axa—l=e

~a=(a1)""
Lemma 2.0.9 axb=a>b=c¢

Bewelis:

axb=a

o
= (al*a)xb=a"l%a
—exb=¢e

L2
~b=c¢e

Beispiele:

1. (Z,+,0) ist eine Gruppe

)
2. ,0)
)

R,+,0
c,+,0)

7Z\{0}, *,1) ist keine Gruppe
{1,—1},%,1) ist eine Gruppe

(
(@,
(
(
5. (Q\{0},*,1) ist eine Gruppe
(
(
({1,~1,4,~1},%,1) iste eine Gruppe
(

9. ({r €R|r > 0},%,1) ist Gruppe

Beispiel:

Seien G; und G2 Gruppen.

Sei G1 x Go = {(a,b)|a € G1,b € G2}
(al,bl) * (CI,Q, bg) = (al * G,Q,bl * b2)
e=(e1,e9)

Dann ist G; X G5 eine Gruppe.

Beispiel:
Sei M eine Menge.
G = {fIf : M — M}
auf

fog:{M — M

a — f(g(a))
) M —- M
tdw { a = a

16
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Dann ist (Gps,0,%dps) eine Gruppe.

Beweis:
Man zeigt:
(i) f,9€eGu>fogelGum
(i) idpy € Gyp)
und es gilt:
(1) (feg)oh=fo(goh)
(2) foidu=f

(3) Es gibt g mit fog =1idy
Behauptung: Ist |[M| > 3, dann ist G/ nicht kommutativ.
Beweis: Sei oBdA 1,2,3,4 e M
Sei f: M =5 Mmit
auf
2 fir a=1

fla)y=¢ 1 fir a=2

a sonst
Seig:Mi>M

auf

3 fiur a=1
gla)=< 1 fir a=3

a sonst

(2 fir a=1
sof@=1"1 G 4

| a sonst

(3 fir a=1

1 fir a=2
To9@=1 9 fur q=3

| a sonst
gof#/foyg

Ist M = {1,--- ,n}, dann heift Gj; auch Permutationsgruppe der Zahlen 1,---

Man schreibt dann auch S,, fiir Gy,.

Sei G eine Gruppe. H C G, H # (), heifit Untergruppe von G, wenn fiir
allea,bc H~bxa '€ H

Lemma 2.0.10 Ist H eine Untergruppe von G, dann ist (H,x,e) eine Guppe.

Beweis:
(i) Seia€cH -axal=ecH
(ii) Seiac H>exa '=a'leH
(iii) Seia,be H>ax(b ') ' =axbec H

Es gilt ferner fiir a,b,c € H:

17
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2 Gruppen

1) (axb)xc=ax(bxc)
2) axe=a
3) Esgibtde Hmitaxd=ce

Ist H eine Untergruppe von G, dann schreibt man auch H < G

Sei H < G und a € G, dann sei:
axH={axz|lr € H}
Hxa={z*a|lz € H}

a * H heifit Links-Nebenklasse

H % a heifit Rechts-Nebenklasse

Lemma 2.0.11 Sei H Untergruppe von G <
1.axHNbxH#D
2.axH=bxH
3. b lxacH

Beweis:
(1))
Seiax HNbxH # 0 zz.axH=bx H
Nach Voraussetzung gibt es z und y € H
mitaxz=bxy>a=bryrz "
~~

€H
“C”Seiz€e H,zz.axz€bx H

axz=bxyxg ‘xzcbxH
—

€H
“D” ebenso

(2)-(3)
a=axe€axH=bxH
>~ Es gibt z € H mita=>bxz2
b lxa=2zcH

(3)-(1)
aCaxH,dab'xacH
~a=>bx(b"lxa)ebxH
~acaxHNbxH

Sei G eine Gruppe, M C G, M # (), heiit Untergruppe, wenn fiir alle a,b € H gilt:
axb~! € H(geschrieben H < G)

Sei H< G undseia € G,dannist ax H ={axz|lz € H}

Wir hatten gezeigt:

a1H aoH

H
1. axHNbx H#0 ¢o'h ‘b ooo

18
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2. axH=0bxH
Lemma 2.0.12 Sei G Gruppe, H < G und a € H, dann ist |ax H| = |H|

Beweis:

Seif:{f - G

o oa*z
Wirzeigenf:Hi)a*H
Behauptung 1: Ista;fe H>axzxcaxH

f:H—>axH
Behauptung 2: f: H L axH

f@)=fly)z2Z.z=y
flx)=a*xz=a*xy=f(y)=a xaxz=a""
Behauptung 3: f: H —f)a*H
au

¥a*xYy »Tr =1y

Beweis: Seic€axH ~Esgibt t € Hmit c=ax*z > f(z) =c

Sei H < G, dann |G : H| gleich die Anzahl der Elemente von {a * H,a € G}
|G : H| wird auch Index genannt.

Folgerung 2.0.2 Ist H < G, dann ist |G : H|x |H| = |G|

Beweis:
Seien Ay,--- , A die Links-Nebenklassen. Dann gilt:
1. 4; N Aj =0
2. AiUAU---UAL, =G
Beweis:
SeiaeG,daec H>~a=axe€axH>ac A U---U A,
|G| = |Ax| + [A2| + - +|Ak| = [H| + |H| + -+ |H| = |F : H| x |H|
GH|
Beispiel:

Sei G = S, = {f|f: {1,-- ,n}i}{l,--- ,n}}

Sei H, = {0 € Sy|o(n) =n}

Behauptung 1:H,, < S,

Beweis: Seien 01,09 € Hy,. z.2.: 01 * 051 € H,
o1(n) =n,o2(n) =n
o, (n) =n > ay00,'(n) =0o1(n) =n
o1 0 02_1 € H,

Behauptung 2:|Hy| = |Sp 1| firn > 1

Beweis:

< p. Hn — Snfl
Self'{a — ol{l,---,n—1}

Dann f: H, Rt Sn_1
auf

19
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Behauptung 3: |S,, : Hp| =n
Sei 7; € S, mit
n fir k=1
Ti(k) = ) fir k=n
k sonst
Dann 7; 0 7; =4dyy,... n}. Also ist l=m7
a) |Sl : Hn| >n
Es geniigt z.z. 7; * H # 74 * H fiir 1 # k
7. ' o i(n) = 7, 0 Ti(n) = Tk (i) # n fiir § = k.

>-T,:107'Z'¢Hn>-Tk*Hn7éTi*Hn b) |S, : Hy| < n.
Beweis: Sei A eine Links-Nebenklasse, es geniigt ein 7; zu finden mit
ANTix H#0.

Sei o € A. Wir setzen i = o(n).7;00(n) =7,(i) =n
-To00€H,>Torco€cm+xH
N ——
=0
= AN T; * H 75 @
Behauptung 4: |S,,| = n!
Beweis: (Induktion iiber n)
n=~0 S():{@}>|So|:1=0!
n=1 Slz{a|a:{1}1;;>{1}}>-|Sl|:1:1!
au

Induktionsvoraussetzung

‘Sn|:‘Sn:Hn|*‘Hn|:n*|Sn—1| n*(n—l)!:n!

‘Hn:Tan ‘ Tn_1Hp ‘ ‘ ‘ ‘ ‘TlHn‘

Seien (G, *,e) und (H, *,e) Gruppen.
Eine Abbildung ¢ : G — H heifit Homomorphismus, wenn ¢(a * b) = ¢(a) * ¢(b)

Beispiel:
Sei G eine kommutative Gruppe.
J G = G
qS.{ a +— a”

Dann ist ¢ ein Homomorphismus.

1

Beweis: .
dla*xb)=(axb) 1 =blxa! kommutativ [ —1 4 p-1 — d(a) * H(b)

Beispiel:
C - R
6+

c = |
Dann ist ¢ ein Homomorphismus von (C\{0},*,1) in (R\{0},x*,1)

Beispiel:

20
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Dann ist ¢ ein Homomorphismus von (R, +,0) in ({z €R|z > 0}, ,1)
Beweis:

Pz +y) = eV = e x eV = §(z) * $(y)

Lemma 2.0.13

1. ¢le)=e
2. ¢(a”") = ¢(a)”!
Beweis:

zu 1: d(e) = ¢(e xe) = ¢(e) * ¢(
e=d(e)™ * dle) = ple)”

zu 2: el) = ¢de) = dla*xa™
p(a)™" = p(a™)

Lemma 2.0.14 Seien ¢: G — G' und 4 : G' — G" Homomorphismen.
Dann ist o ¢ : G — G" ein Homomorphismus.

Beweis:

Podlaxb) =p(¢axd)) = p(p(a)) * P(d(b)) =9 o da) * ¢ o $(b)
Sei ¢ : G — G' ein Homomorphismus, dann ist Kern(¢)= {a|é(a) = e}
Lemma 2.0.15 Kern(¢) < G

Beweis
Sei a,b € Kern(¢) z.z. a* b~ € Kern(¢)
a,b € Kern(¢)
> ¢(a) = e und ¢(b) =e
= ¢laxb ) =¢(a) xp(b!) = p(a) x p(b) ' =exe ' =e
=axb"l € Kern(¢)

Lemma 2.0.16 Ist ¢ : G — G’ ein Homomorphismus mit Kern(¢) = {e},
dann st ¢ injektiv.

Beweis:
Seien a,b € G mit ¢(a) = ¢(b) z.z. a =b
¢(a) = 4(b)

= ¢(a) = p(b) ' =e

- ¢la*xbl)=e

~axb"! € Kern(¢) = {e}
~axbl=e¢

=bl=qg!

Seien G und G’ Gruppen und ¢ : G — G’ ein Homomorphismus, d.h. ¢(axb) = ¢(a)*¢p(b)
Wir hatten definiert:

Kern(¢) := {a|¢(a) = e}
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2 Gruppen

Wir hatten gezeigt:
Kern(¢) < G

Wir nennen ¢ einen Monomorphismus, wenn ¢ injektiv ist.

Wir hatten gezeigt: <
1. ¢ ist ein Monomorphismus
2. Kern(¢) = {e}

Sei ¢ ein Homomorphismus ¢ : G — G'. Dann heift

Bild(¢) := ¢[G] = {¢(a)la € G}
Bild von ¢.

Lemma 2.0.17 Bild(¢) < G’

Beweis:

Sei ¢(a), p(b ) € led( ) z.z. ¢(a) * ¢p(b) ! € Bild(e)
$(a) * p(0) ™" = ¢(a) * $(b~") = dlaxb~") € Bild(¢)

Ein Monomorphismus ¢ : G — G’ heifit Isomorphismus, wenn er surjektiv ist.

Sei ¢ : G — G' ein Homomorphismus: <
1. ¢ ist ein Isomorphismus
2. Bild(¢) = G' und Kern(¢) = {e}

Sei G =R und G’ = {r €R|r > 0}.
Dann sind

(G, +, O) und (Gla *, 1)

Gruppen.

Beispiel:
4 G - @
“la — €

Dann ist ¢ ein Homomorphismus.

Kern(¢) = {a|¢( ) =1} ={0}
Bild($) =
Also ist ¢ ein Isomorphlsmus von (G, +,0) auf (G',*,1)

Lemma 2.0.18 Ist ¢ : G — G' ein Homomorphismus, dann gilt fiir alle a € G:
{axz|z € Kern(¢)} = a * Kern(¢) = Kern(¢p) xa = {z * alx € Kern(¢)}

Beweis:
“C” Sei b € a* Kern(¢)
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~a"'xbe Kern(¢)
me=@(a 1 b) = d(a7h) x $(B) £ $(b) x pa™t) = p(b xa?)
~bxa~! € Kern(¢)
=be Kern(¢) xa
“2>” Ebenso

H < G heifit Normalteiler, wenn fiir alle a € G gilt:
axH=H=xa

Beispiel: Nicht jede Untergruppe ist Normalteiler.
Sei G =S, = {o|o: {1,-- ,n} % {1,---,n}} mitn > 3.
au

Sei H = {0 € Sy|o(n) =n}
Dann ist H < G
Wir wollen zeigen: H ist kein Normalteiler.
1 fir k=n
Seit(k)=< n fir k=1
k sonst
Behauptung: 7« H # H T
1 fir k=2
ok)=<¢ 2 fir k=1
k sonst
=on)=n>=oc€H>7100€7+xH
Behauptung: oo ¢ H* 1
Nach Definition von 7 und o ist 00 (2) =7(1) =n
Seipe H
poT(2) =p(2) #p(n) =n
> Firallepe Hist po7(2) #n
—Too0 ¢ HxT

Ist H ein Normalteiler von G, dann schreibt man auch
HaG
Beispiel:
Sei (G, *,e) kommutativund H < G > H <1 G
Beweis:

SeiaEG>a*H:{a*a:|xeH}kom@mm{x*a|er}:H*a

Satz 2.0.5 Sei G eine Gruppe und H 1 G.
Dann gibt es eine Gruppe G/H und einen Homomorphismus ¢ : G — G/H mit
Kern(¢) = H und Bild(¢) = G/H.

Beweis:

G/H ={axH|a € G} G|H=eH| |aH| [bH]

Seien S1,S2 C G, dann sei S7 * So = {z xy|z € S1,y € So}
Behauptung 1: (ax H) x (bx H) = (axb) x H
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Beweis:
“C”SeiccaxHundd €bx H z.z. cxd € (axb)x H
Seien z,y € Hmit c=a*xzundd=>bx*y
rxbeHxb=bxH
>~ Esgibt z€¢ H mit cxb=>bxz
cxd=axz*xbxy=axbxzxy=a*xbxH
—~—
€H
“>” Seic€a*xbxH zz. c€ (axH)x (bx H)
c€axbxH > Esgibt z € Hmit c=axbxz=ga*exb*xz € (axH)*(bxH)

N N
€axH €bxH

Behauptung 2: (G/H, *, H) ist eine Gruppe.
Beweis:
H=exHeG/H
Seiae€ HbxH €G/H > (axH)* (bxH)=(axb)«H e G/H
1. Seien a x Hob+x Hycx H € G/H
axHx(bxHxcx H)
=(axH)(bxcx H)
=(ax(bxc))xH
=((axb)*xc)x H
=(a*xHxb*xH)*xc*x H
2.SeiacaxH
—axH+«H=axHxexH=(axe)xH=axH
.axH*a '+H=(a*xa \)sH=exH=H
. G - G/H
Sel(’b:{a = axH
Behauptung 3: ¢ ist ein Homomorphismus
Beweis: (;S(a)*qS(b):a*H*b*HBehmgtungla*b*H:¢(a*b)
Behauptung 4: Kern(¢) = H
Beweis:
“C"a€ Kern(¢p) - ¢pla)=H>axH=H>a=axe€axH=H
“”Seia € H>=axHNH#D>axH=H > ¢(a)=a+xH=H
= a € Kern(¢)
Behauptung 5: Bild(¢) = G/H
Beweis: Seiax H € G/H > ¢(a) =ax H > ax H € Bild(¢)

Beispiel:
Sei (G, *,¢e) = (Z,+,0)
Sei n €7 und sei
H = (n) ={z*n|z €Z}
Dann ist:

l.a+H={a+z*nln€Z} ={blb=amod n} =:a
2. G/H ={a+ Hla €z} = {ala €7} = {0,1,2,3,--- ,n — 1} =Z,
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3. Seieriﬁ,l_) €Z,. Dann gilt:
a+b=(a+H) +b+H) =(a+b)+H=a+b

Sei G eine Gruppe und N < G. (N < G, d.h. fiir alle a € G ist a* N = N * a)
Sei G/N = {a * N|a € G}
a*N*b*N=a*b*N
Dann ist (G/N,*, N) ist eine Gruppe.
G/N heifit auch Faktorgruppe von G nach N.
Wir hatten gezeigt:
| G - G/N

¢: { a +— axN

ist ein Homomorphismus mit Kern(¢) = N und Bild(¢) = G/N.

Folgerung 2.0.3 Ist ¢ : G — G' ein Homomorphismus, dann
sind G/Kern(¢) und Bild(¢) isomorph.

Beweis:

Sei N = Kern(¢). Dann ist N < G.

.~ [ G/N = Bild()

Sel ¢ : { axN — ¢(a)

Behauptung 1: ¢ ist “wohldefiniert” z.z. a * N = b* N = ¢(a) = ¢(b)
(meint: ¢ ist Abbildung, Anm. des Schreiberlings)

Beweis:

a*N=bxN

gdw. a*xb ! € N = Kern(¢)

gdw. plaxb71) =e

gdw. ¢(a) x ¢(b) " = e

gdw. ¢(a) = p(b)
Behauptung 2: ¢ ist injektiv.
Beweis:

Es geniigt z.z. Kern(¢) = {N}

Sei ax N € Kern(¢)
= ¢laxN) = ¢la) =e
> a € Kern(¢) =N
~axN=N
= Kern(¢) = {N}
Behauptung 3: ¢ ist surjektiv
Beweis:
Sei ¢(a) € Bild(¢)
Dann ist ¢(a * N) = ¢(a) und somit hat ¢(a) ein Urbild.
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3 Spezielle Gruppen

3.1 Zyklische Gruppen

Eine Gruppe G heifit zyklisch, wenn es einen Homomorphismus ¢ von (Z,+,0) auf G
gibt.

Beispiel: (Z,+,0) ist eine zyklische Gruppe.
. Z 7 . .
Beweis: id, : { - ist Homomorphismus auf Z
a — a
Beispiel:
Sein €Z,n >0
Sei (n) = {z *x n|x €Z}.

. Z Z
Dann ist ¢ : { = Dn

Satz 3.1.1 Ist ¢ :Z— G ein Homomorphismus. Dann ist Kern($) ein Ideal in Z.

Beweis:
Kern(¢) ist eine Untergruppe von (Z,+,0) >
(1) 0 € Kern(¢)
(2) a,b € Kern(¢) = a+b € Kern(¢)
Bleibt z.z:
(3) z €Z und a € Kern(¢) > x xa € Kern(¢)
Beweis:
ILFall: x > 0
zxa=a+a+---+a€ Kern(¢)
z—mal
ILFal z < 0> —z >0 > —z *a € Kern(¢)
Kern(¢)Gruppe
- zxa=—(—z*xn) € Kern(o)
Folgerung 3.1.1 Ist G eine zyklische Gruppe, dann gibt es n > 0
und G ist isomorph zu Z,.

Beweis:
Sei ¢ :Z—f) G ein Homomorphismus. Dann ist
au

G = Bild(¢) =Z/Kern(¢).
Kern(¢) ist ein Ideal > Es gibt n > 0 mit Kern(¢) = (n) > G RZ/(n) =Zy,.

Bemerkung 3.1.1 Jede zyklische Gruppe ist kommutativ.

Beweis:
Sei ¢ : (Z,+,0) :zZ—f) G := (G, *,e) ein Homomorphismus.
au

Seien ¢(n),dp(m) € G

homomorph

= ¢(n) x g(m) ="""¢(n+m) = $(m +n)

homomorph

$(m) x ¢(n)
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Lemma 3.1.1 Sei G eine Gruppe und a € G. Dann gibt es genau einen Homomorphis-
mus von (Z,+,0) in (G,*,e) mit (1) = a.

Beweis:
“Existenz:”
Wir definieren ¢ wie folgt:
$(0) =e
d(n+1)=¢(n)*afirn >0
¢(—n) = —¢(n) firn <0
Man rechnet nach: ¢ ist Homomorphismus.
“Eindeutigkeit”
LFall: n =0 > ¢(0) = e = 9(0)
II.Fall: n > 0.
> ¢(n) =¢((n-1) +1 $(n — 1) x ¢(1)
_ ¢(n . 1) ¥ a Induktwnsvéraussetzung ¢(n . 1) Q= — ¢(n)
III.Fall: n < 0
= —n>0> ¢(—n) =9p(—n)
= ¢(n) = p(=(-n)) = (—n) "t = p(—n) " -+ = ¢(n)

) homomorph

Sei G eine Gruppe, a € G und ¢ :Z— G ein Homomorphismus mit ¢(1) = a, dann
schreibt man a" fiir ¢(n). Statt Bild(¢) schreibt man auch < a >.

2 Féille konnen eintreten:
L.Fall: Kern(¢) = {0}
Dann ist < a >~Z. Man sagt a hat unendliche Ordnung.
(geschrieben: ord(a) = o)
Beispiel:G = (Q\{0}, ¥, 1) Sei a = 3.
Dann ist Zx~< a >={---4,2,1,5,1 -}
IL.Fall: Kern(¢) # {0}
Dann gibt es ein n > 0 mit Kern(¢) = n. Dann ist < a >=~Z,.
Man sagt dann: a hat die Ordnung n (geschrieben: ord(a) = n)

Folgerung 3.1.2 Ist G eine endliche Gruppe und a € G.
Dann gilt: ord(a) | |G|.

Beweis:
Sei ¢ :Z— G der Homomorphismus mit ¢(1) = a.
Da Bild(¢$) =< a > eine Untergruppe von G = |G :<a > [* <a >=G
=< a>||G| Esgilt: ord(a) =| <a>| > ord(a) | G.

Wir hatten gezeigt:
Ist G eine endliche Gruppe und a € G, dann gilt:
ord(a) teilt |G|.

Folgerung 3.1.3 Ist p eine Primzahl und |G| = p, dann ist G =Z,.
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Beweis:
Seia € G\ {e} > ord(a) > 1
ord(a) teilt |G| =p > ord(a) =p
>l <a>|=p><a>~Z,
|<a>|CGund |G|=p+=<a>=G
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3.2 Abelsche Gruppen
Eine Gruppe G heifit abelsch, wenn fiir alle a, b gilt:

axb=>bx*a

Lemma 3.2.1 Sei G eine endliche Gruppe und N < G.
Besitzt G/N ein Element mit Ordnung p, p Primzahl, so auch G.

Beweis:

Sei¢:{G - G/N

— axN

Nach Voraussetzung gibt es ein ¢ * N € G/N mit ord(a+« N) =p
Da G endlich ist, ist ord(a) =n € N

Beh: p|n

Bew:

p=tn>ggT(p,n)=1>1=zxp+yx*n
= a = a' = a®PTV*" = (gP) % (\aﬁ)y

= a = aP*® -

- 6(a) = (@) = Pla)r™™ = o7 = ¢

= ord(¢(a)) =1 4§

Sein=1I1%p.Seib=al.> W =a"? =a" =e > ord(b) = p

Satz 3.2.1 Ist G eine endliche abelsche Gruppe und p eine Primzahl mit p| |G|, dann
gibt es ein a € G mit ord(a) = p

Beweis: (volstéindige Induktion iiber |G|)
Ist |Gl=1 +/
Sei |G| > 1. Seia € G\ {e} und K = ord(a).
I. Fall: p|k

II.

sk=1I1x*xp

Sei b= a' = ord(b) =p

Fall: pt k

Sei < a > die von a erzeugte Untergruppe. Da G abelsch ist, ist < a > <G
=G/ <a>|<|G]

Esgilt: |G| = |G/ <a>|*|<a>|

Dapft|<a>|=ord(a)>pteilt |G/ <a>|

Induktionsvoraussetzung

>~ |G/ < a > | besitzt ein Element der Ordnung p.
Nach dem Lemma von Seite 29 besitzt G ein Element der Ordnung p.

Sei G eine abelsche Gruppe und r €N, dann sei

Gr = {ala" = e}

Satz 3.2.2 Sei G endlich und abelsch mit G = r * s.
Ist ggT(r,s) = 1, dann gilt:
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Beweis:

zu 1: Sei a € G, N Gy
Da ggt(r,s) =1, gibt es z,y €EZ mit 1 =z *xr+y*s
a = al = g&*rTyrs — (ar)m % (GS)y —e

——
=e =e

=G, NGs ={e}

zu 2: Sei a € G.
Da g¢T'(r,s) =1
sl=x*xr+y*s

a = a.’E*r—l—y*s _ ar*w s*y

Sei a1 = a™% und ay = a®*Y
Da af = a™"* =e > a1 € G,
Da aj =e > ag € G,

T*X

Folgerung 3.2.1 Sei G eine abelsche Gruppe mit |G| = r * s und ggT(r,s) = 1, dann
ist
G=G, xG;
Beweis:
Gy x G5 = {(a,b)|a € G, und b € G,}

(a,b) * (c,d) = (a* c,b*d)
Dann ist (G, x Gs, *, (e, e)) eine Gruppe.

(
G xGy — G
Sei ¢ 1= { — ax*xb
1. ¢ 1st Homomorphlsmus

#((a,b) * (c,d)) = ¢p((a*c,bxd)) =axcxbxd

abelsch

2P axbxcxd=¢((a,b)) * d((c,d))

2. ¢ ist injektiv
z.Z. Kern(¢) = {(e,e)}

Beweis:
¢((a,b)) =e
—axb=¢e
- a =b'eGsnNG, ={e}

€G, €Gs
= (a,b) = (e, e)
3. ¢ ist surjektiv

Beweis:

Gr+Gs =G

Folgerung 3.2.2 Ist G eine abelsche Gruppe mit |G| = r * s mit ggT(r,s) = 1, dann
|Gr| =7 und |Gs| = s
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Beweis:
r+s=|G| =|G, x Gs| = |G| % |G|
Es geniigt zu zeigen:
Ist p eine Primzahl, mit p|r > p t |G|
Angenommen p| |Gs|. Dann gibt es ein a € G \ {e} mit ord(a) =p > aP =e.

Daplr=a" =e>a€G, >a€G NGs~a=c¢e f
Beispiel:

Ist G eine abelsche Gruppe mit |G| = 15 = G ~Z3xZs

Beweis:

15 = 3 % 5 mit g¢g7T'(3,5) =1

Also gibt es G3 und G5 mit G =~ G3 X G5 (Folgerung von Seite 30)
|G3| = 3 und |G5| = 5 (Folgerung von Seite 30)

Nach der Folgerung von Seite 27 >~ G3 =Z3 G5 =Zs

~— G =Zgx7s
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3.3 Kilassengleichungen

Sei G eine Gruppe, dann heif}t
Z(G):={a|Firallez € Gist axz =z *a}
Zentrum von G.

Bemerkung 3.3.1
1. Z(G) <« G
2. Z(Q) ist abelsch

Sei a € G, dann heift
Cla) ={z|zxa=ax*z}
Zentralisator von a.

Bemerkung 3.3.2
1. C(a) < G
2. C(a) =G gdw a € Z(G)

Seien s,b € G, dann heifit a konjugiert zu b, wenn es ein x € G gibt,
mit b =z * a x ' (geschrieben: a ~ b)

Lemma 3.3.1 ~ ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis:
l.a~a,daa=exax*xe
2.a~b>b~a

a~b>FEsgibt zmitb=zxaxz '>a=z 'xbx(z ) t>b~a
3.a~bund b~ ¢, dann ist a ~ ¢

b=zxaxz !

c=yxbxy !

1

1

=ysxzraxz xy = (y*xz)*xax(yxz)-a~c

Seien a,b € G. a und b heiflen konjugiert, wenn es ein = gibt mit:
b=zxaxz !

(geschrieben: a ~ b)

Wir hatten gezeigt ~ ist Aquivalenzrelation.

a={bb ~a}

Z(G) ={al la| =1}
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Wir hatten
Cla) :={z|zxa=ax*zx}
den Zentralisator von a genannt.

Lemma 3.3.2 Seia € G, dann ist
Hz*axz Yz € G} =la| = |G : C(a)| = |{z * C(a)|z € G}

Beweis:
Sei f : { {z*Cla)lz € G} — {z*xaxz 'z € G}
"1 z*xC(a) = Tkaxz !
Behauptung 1: f ist wohldefiniert
zxC(a)=y*C(a),zZ. zxa*xz ' =yrxa*ry !
Da z * C(a) =y x C(a)
=z lxy € Cla)
axz lxy=zlxyxa
S Txaqxz ! :y>s<a*y_1
Behautpung 2: f ist injektiv
flx+C(a)) = f(yx C(a)), z.2. x + C(a) =y *x C(a)
f(zxC(a)) = f(y x C(a))
STxaxr  =ykaxy !
>a:*1*y*a:a*af1*y
=z lxy € Cla)
=z xC(a) =yx*C(a)
Behauptung 3: f ist surjektiv
Sei b € @ Dann gibt es z mit b=z *a * 27!
= fxxCla)) =z+axz t=0b

Satz 3.3.1 (Klassengleichung)
Sei G eine endliche Gruppe, dann gibt es S C G mit SN Z(G) =0 und
Gl =12(G)| + Xges |G : Cla)]

Beweis:
G= UaEG a
Sei T' C G mit:

1. Upgera=aG
2.a,beTunda#bs=aUb=10
Dann |G| = 3 cr|al
Sei S = {ala € T mit |a| > 1}
=G| =1Z(G)] + Yges |al
=G| =1Z(G) + Xues |G = Cla)]

Satz 3.3.2 Ist G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl mit p| |G|, dann gibt es ein
a € G mit ord(a) = p.

Beweis: (Induktion iiber |G|)
1. |Gl =1 Vv
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2. Sei |G| > 1

L.Fall: p| |Z(G)|. Da Z(@G) eine abelsche Gruppe ist,
gibt es ein a € Z(G) C G mit ord(a) =p

ILFall: pt |Z(G)|. Es gibt S C G mit |G| = |Z(G)| + > ,c51G : C(a)|.
Da p| |Z(G)| > Es gibt ein a € S mit p{ |G : C(a)]
Da |G| = |G : C(a)| * |C(a)| > p| |C(a)].
Da |C(a)| < |G| gibt es nach Induktionsvoraussetzung
ein b € C(a) mit ord(b) = p.
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3.4 p-Gruppen
Sei p eine Primzahl. G heifit p-Gruppe, wenn es ein n gibt mit
G| =p"

Beispiel fiir 2-Gruppen:
Z17 ZQ’ Z4a ZQXZZa Z87 Z4XZ27 ZQXZQXZ21 D4

Lemma 3.4.1 Ist G eine p-Gruppe, dann ist
Z(G) # {e}

Beweis:
Sei SCGEmit SNZ(G)=10
G| =1Z(G)| + Xopes |G : C(a)]

Behauptung 3.4.1 Ista € S = p| |G : C(a)|

Beweis:
p" =G| =G : C(a)| * |C(a)|
Da a ¢Z(G) > |C(a)| < |G| =p" > p| |G : C(a)|

Satz 3.4.1 Ist |G| = p?, dann ist G =Z, oder G =Z,x7Z,

Beweis:

I. Fall: Es gibt a € G mit ord(a) = p?
Dann G ~Zp>

I1. Fall: sonst
Seia € Z(Q)\ {e}
> ord(a)| |G| = p*
> ord(a) = p.
Sei < a >={e,a,---,aP"'}
Da <a>C Z(G) =< a > <G
Da|G|=|G:<a>|x<a>-p=|G:<a>|=|G/<a>|

N—_———
=G/<a>

-G/ <a>xZpy Seibx<a>€G/<a>mit<b<a>>=G/<a>

Gesucht ist f : G %)ZPXZP ,f Homomorphismus
au
Sei ¢ € G, dann gibt es genau ein %, mit
ck<ag>=bx<a>
Da ¢ € b'x < a >, gibt es genau ein k. mit ¢ = b* x a

... | G = ZyxZ,
Se‘f'{ o (e, Fo)

ke

Wir wollen zeigen:
Ist G eine Gruppe mit |G| = p", dann gibt es ein H <| G mit |H| =p™ !

Lemma 3.4.2 Ist N <G und H<G/N. Dann ist JH < G und ||JH| = |H| * |N|
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Behauptung 1: a € |JH gdw. ax N € H
Beweis: a € |JH
gdw. Es gibt bx N € H mita € bx H
gdw. Es gibt ein bx N € H mit ax N =bx N
gdw.ax N € H
Behauptung 2: |JH C G
Beweis:
eceNeHs>ec|JH
a,be|UH -=axN,bxNe€ H
axb"'xN=axN+b"'xNcH
axblcaxb'xNecH=axble|UH
Behautpung 3: JH < G
“Ich hab "’ keine Lust mehr das Nachzurechen !” (Podewski)
Behauptung 4: ||JH| = |H| * |N|

Satz 3.4.2 Sei G eine p-Gruppe mit |G| = p"™ mit n > 1. Dann gibt es ein H < G und
|H| =p" .
Beweis: (Induktion iiber n)
Da G eine p-Gruppe ist, ist Z(G) # {e}. Da p|G > p|Z(G).
Also gibt es a € Z(G) mit ord(a) =p. Dann | < a > | =p.
Da <a >< Z(G) =< a > «G.
n = 1: Dann sei H = {e}.
n > 1: Dann ist |G/ <a>|=p" L.
Also gibt es ein H < G/ < a > mit |H| = p"~2.(Induktionsvoraussetzung)
=|UH|=|H|*|<a>|=p" tund UH <G

Eine Gruppe G heifit auflésbar, wenn es Gruppen Hy, - - , H,, gibt mit:
1. Hy=G, Hy = {e}
2. Hiy1 < H;
3. H,;11/H; ist zyklisch

Folgerung 3.4.1 Jede p-Gruppe ist auflosbar.

Beweis: (Induktion iiber n)

Sei |G| = p".

n=0: Hy=G = {e}.

n=1: Hi = G und Hy = {e}.
Da |G| =p, ist G/Hy = G ~Zy,.

n > 1: Dann gibt es nach dem Satz von Seite 36 einen
Normalteiler H; < G mit |Hy| = p™!
> G/H1 = H()/Hl, Hy =G.
- G/H1 = H()/H1 %Zp.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Hs,--- , H, mit H; 11 < H; firi > 1
und H;/H;;1 ist zyklisch.
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3.5 Permutationsgruppen

Sp = {olo:{1,--- ,n} tfi) {1,--- ,n}}.
au
Ziel: S, ist nicht auflésbar fir n > 5.

Lemma 3.5.1 Sein > 2 und H < S,,. Enthdlt H alle Transpositionen, dann H = S,,.

Beweis: (siche Lineare Algebra)

Lemma 3.5.2 Sein > 5 und H < S,, die alle Dreier-Zykeln enthdlt.
Ist N < H und H/N abelsch, dann enthdlt N alle Dreier-Zykeln.

Beweis:
Da H/N kommutativ ist, gilt 0,7 € H: cNTN = 7tNoN
=arN =70N = o7(r0)"' € N = oo~ 771 € N.
Sei (i, 7, k) ein Dreier-Zyklus. Wir wollen zeigen:
(i,j,k) = N.
Dan >5, gibtesr,s; r# s;r,s € {1,--- ,n}\ {i,7,k}.
Sei o = (k,r,7) und sei 7 = (4,1, s).
oot~ € N.

Behauptung 3.5.1 (i,5,k) = oro 77!

Beweis:
. T_l 0'_1 T . g
j—rs—s—j—k
k—k—>j7—1—1
1] =T —=r—=]
§—=i—>1—+s—>s
r—or—k—=-k-—r

Satz 3.5.1 Ist n > 5, dann ist S, nicht auflosbar.

Beweis:
Angenommen S, ist auflosbar, dann gibt es Hy,--- , Hy:
1. Hy = Sy, H, = {id}
2. Hiy1 < H;

3. H;/H; 4 ist zyklisch und damit abelsch.
Wir zeigen durch Induktion iiber ::
H; enthilt alle Dreier-Zykeln.
n=0:>H,=5, Vv
Nach Induktionsvoraussetzung enthilt H; alle Dreier-Zykeln.

Da H;i1 < H; und H;/H;;1 abelsch ist, enthilt H;,q alle Dreier-Zykeln nach dem

+Lemma von Seite 37.
> H, enthéilt alle Dreier-Zykeln. i
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Wir werden zeigen: z° — 80 x z + 2 = 0 oder 2 * 2> — 10 *x z + 5 = 0 ist nicht durch
Waurzelziehen losbar.

Dazu werden wir benutzen:
Ist H < S5 mit:
1. H enthélt alle Transpositionen
2. 5| |H|
Dann ist H = Ss.

Lemma 3.5.3

Ist H <1 Sy, und (i1, -+ ,in) n-Zyklus mit:
1. (i1, ,in) € H
2. (’il,ig) eH

Dann ist H = 5,.

Beweis:
Behauptung 1: (ig,ik+1) € H fir 1 <k <n
Beweis: (Induktion iiber k)

k=1 Vv
Induktionsvoraussetzung: Sei (ix_1,ix) € H > o(ix_1,i5) xo > € H
=0 (ig—1,ik) % 0 1= (i1, in) * (Tk—1, k) * (iny o 5 81) = (ik, T41)

Behauptung 2: (ig,%;) € H fir 1 <k <[ < mn.
Beweis: (induktion iiber [ — k)
Ist [ — k =1 > Behauptung 1 Vv
Sei I — k > 0. Nach Induktionsvoraussetzung ist (ix,%; 1) € H
Nach Behauptung 1 ist (i;—1,%;) € H
= H> (7;171,2'[) * (ik,ilfl) = (ik,il).
Also ist nach dem Lemma von Seite 37: H = S,

Wir wollen zeigen:
Sei p Primzahl und H < S, und gilt:
1. H enthélt eine Transposition
2. p| |H]
Dann gilt H = S,.

Wir hatten gezeigt:
Ist H < S, und (41,42, - ,i,) ein n-Zyklus mit
1. (i1,-+- ,in) € H
2. (il,iz) eH
Dann H = S,,.

Lemma 3.5.4 Sei o € S, mit ord(c) =p und sei 1 <1i <p.
Dann ist {o'(i)|0 <1 < p} ={1,--- ,p}.

Beweis:
Behauptung 1: Ist 1 <4 < p und 0 < I < p mit o!(i) = 4, dann ist (i) =
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Beweis:
Da ggT(l,p) =1,gibteszund y mit 1 =z *l+y*p
U(Z) — 0_1 (’L) — aw*l+y*p(2~) — Gw*l o O'y*p(’i)
= o™ % (0P (i)Y = (0'(3))" =1

Behauptung 2: [{0'(i)|0 < I < p}| < p, dann gibt es ein i mit o(i) = i.
Beweis:
Seien [ # k mit 0 <1 < k < p mit o' (i) = o*(4)

Beh t 1
k@) =i e () = 4.

Behauptung 3: [{c*(i)[0 <1 <p}| =p
Beweis:
Angenommen nicht. Dann gibt es ein ¢ mit o (i) = 1.
Dann gibt es fiir jedes [ o'(i) = i.
Dann ist fiir jedes j mit 1 < j <p
{o* (7)o < j <p}| <lp|

Behauptung?2 . . . .
= o(j)=jfirallej, 1<j<p

=0 =1d > ord(o) =1 ford(c) =p

Satz 3.5.2 Sei p eine Primzahl und H < S, mit:
1. H enthdlt eine Transposition
2. pl |H|

Dann H = Sp

Beweis:
Sei (i1,42) € H eine Transposition.
Da p| |H| gibt es ein ¢ mit ord(o) = p.
Dann ist {o!(i1)|0 <1 < p} = {1,--- ,p}.
Also gibt es ein [ mit
ol(iy) =iomit 0 <l <p
Da ggT(l,p) =1 > ord(c!) = p
Also ist {o¥*2(i1)|0 < z < p} = {1,--- ,p}
Sei iy11 = o™ (iy) fiir 2 < x < p dann o' = (41,49, ,ip) € H
Also ist nach dem Lemma von Seite 38 H = S,
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4 Ringe

4.1

Definitionen

(R, +,%*,0,¢e) heiBt (kommutativer) Ring, wenn gilt:

1.
2.

3.

+:RxR—R
x:RXR—R

0,e e Rmit 0 #e

mit folgenden Eigenschaften:

1.
2.
3.
4.

5

(R, +,0) ist abelsche Gruppe
ax*x(bxc)=(axb)*xc
exa=a

axb=bxa

ax(b+c)=axb+axc

Ein Ring (R, +, *,0, €) heifit Kérper, wenn gilt:
6. Ist a # 0, dann gibt es ein d mit a xd = ¢

Beispiele:

1.

2.

Z,+,%,0,1) ist ein Ring

( )

(R, +,*,0,1) ist ein Kérper
(Q’ +7 *1 0; ]-) iSt ein Kérper
(

C,+,*,0,1) ist ein Korper

. Sei R={f|f *[a,b] >R und f ist stetig}

. J [a,b] = R
Se“g'{ o f(2)+g(z)
Cfea [a,b] — R

Sel f 9'{ ¢ o f(@)*g()
SeiO:{[a’b] - R

T — 0
Seie:{[a’b] - R

x — 1

Dann ist (R, +, *,0,¢€) ein Ring.
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6. Seien (Ry,+,%*,01,e1) und (R, +,*, 09, e2) Ringe, dann sei
R=R; X Ry = {a,b|a € Ri,be Rz}
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
(a,b) * (c,d) = (a*c,bxd)
0:= (01,02)
e:= (e, e9)
Dann ist (R X Rg,+,%,0,e) ein Ring.

Lemma 4.1.1 (weitere Rechenregeln)

1. 0xa=0
2. (—e)*a=—a
3. (—e)*(—e) =e
b (—z) sy =z *y
5. (~a) (~y) =4y
Beweis:
zu 1

Oxz+z=0*xz+exz=(0+e)xz=exz ==
=0xx+z)—x=1—2
~0xz=0

(—e)xz+z=(—e)xsz+exz=(—e+e)xz=0xx=0
>E(—e xrz+z)—z=0-—=z

(=) % (~5) = (~e)*2) £ (—€) xy) = () % (—e)) ¥ (x1) L ex (wxy) = wxy

Lemma 4.1.2 Sei (R, +,*,0,¢) ein Ring und R' C R mit folgenden Eigenschaften:
Sind a,b € R', dann gilt:

1. —a€ R unda+beR

2.ec R undaxbe R
Dann (R',+,*,0,¢e) ein Ring.
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Beweis:
Daec R ist —e€ R'>0=e+ (—e) € R’
Aus 1. folgt:
(R, +,0) ist eine abelsche Gruppe.
Die zusétzlichen Regeln 1,--- .5 gelten in (R, +, *,0,¢), da sie in (R, +, *,0,¢) gel-
ten.

Man nennt R’ Unterring von R.
Beispiele:
1. Z ist ein Unterring von R

2. Sei R der Ring der stetigen Funktionen von [a,b] in R. Sei R’ die Menge der
differenzierbaren Funktionen aus R. Dann ist R ein Ring.
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4.2 (Ring-)homomorphismen

(R’ +7 *’ 07 e)
Seien R, R’ Ringe.
¢ : R — R’ heift Homomorphismus, wenn gilt:

L. ¢(a+b) = ¢(a) + $(b)
2. ¢(a*b) = ¢(a) * $(b)

3. ¢le) =e
Beispiele:
Sei R der Ring der stetigen Funktionen auf [0, 1]
Dann ist
R — R
1
17 2w
2. ¢:4 Foa = Foy
f = fl[0, 3]

ein Ring-Homomorphismus.

Lemma 4.2.1 Seien 1 : R — R' und ¢ : R' — R" Homomorphismen.
Dann ist ¢ o1y ein Homomorphismus.

Bewelis:
zu 2:

potp(axd) = d(Pp(axb)) = d(¢(a) x4 (b)) = ¢(¥(a)) *$(¥(b)) = ¢otp(a)*porp(b)

Sei ¢ : R — R' ein Homomorphismus, dann ist
Bild(¢) = ¢[R] = {¢(a)|a € R}
Kern(¢) = {a|¢(a) = 0}

Lemma 4.2.2 Bild(¢$) ist Unterring von R’

Beweis:

z.Z. ist: Seien a,b € Bild(¢)
1. —a € Bild(¢$) und a + b € Bild(¢)
2. e € Bild(¢) und a * b € Bild(¢)

zu 2:
Da ¢(e) = e > e € Bild(¢)
Da a,b € Bild(¢), gibt es ¢,d € R mit ¢(c) = a und ¢(d) =b
> ¢lcxd) = ¢(c) x p(b) =axb
>~ a*b € Bild(¢)

Bemerkung 4.2.1 Ist Kern(¢) = {0}, dann ist ¢ injektiv.
¢: (R,+,0) = (R',+,0) ist ein (Gruppen-)Homomorphismus.
Also ist ¢ injektiv.
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Lemma 4.2.3 Ist ¢ : R — R' ein Homomorphismus, dann gilt:
1. Sind a,b € Kern(¢) = a+b € Kern(¢)

2. Ista € R und b € Kern(¢) = a*b € Kern(e)

Beweis:
zu 1:
b,a € Kern(¢). Dann ist ¢(b) =0 und ¢(a) =0
dla+b) =¢(a) +¢(b)=0+0=0>a+bec Kern(¢)
zu 2:
Da b € Kern(¢) > ¢(b) =0
¢(a *b) = ¢(a) * ¢(b) = ¢(a) x0 =0
> a*xbe Kern(o)

Beispiele:
1. Z ist ein Unterring von R

2. Sei R der Ring der stetigen Funktionen von [a,b] in R.
Sei R' die Menge der differenzierbarenm Funktionen aus R.
Dann ist R ein Ring.
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4.3 Ideale und Kongruenzen

Sei R ein Ring. J C R heifit Ideal, wenn gilt:

l.abeJ=a+beJ
2.aeJ,beR>axbeJ
3.0eJ

Beispiel:
Sei R[o,1]|f(%) =0}

Sei J = {/ € Ry | (3= 0}
Dann ist J ein Ideal.

Beispiel:
{n €Z|n ist gerade} ist ein Ideal in Z

Beispiel:
Sei n €Z und (n) = {z *xn|z €Z}
Dann ist (n) ein Ideal in Z.

Beispiel:
Sei R ein Ring und a € R.
Dann ist (a) = {z % a|z € R} ein Ideal.

Beispiel:
Sei R ein Ring und a1,--- ,a, € R. Dann sei
(a‘la e 7a’n) = {Zznzl Ty * a’i"(I"la . Tn € R}
Dann ist (a1,--- ,ap) ein Ideal.

Sei J C R ein Ideal in R.
a heiflt Kongruent b modulo J, wenn a — b € J. (geschrieben: a = b mod J).

Lemma 4.3.1 = ist Aquivalenzrelation.

Beweis:

1. a =a mod J.

Beweis:
a—a=0¢€J

2.a=bmod J > b=a mod J.

Beweis:
a—beJ>(—e)xa—beJ>=b—qgeJ>b=amodJ.

3.a=bmod J und b=c mod J, z.Z.: a = ¢ mod J.

Beweis:
a—beJundb-—ceJ>a—c=(a—-b+(b—-c)ed

———r N —
eJ eJ
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Lemma 4.3.2 Seia=b mod J und c=d mod J.
Dann gilt:
I.at+c=b+d mod J
2. axc=bxd mod J

Beweis:
zu 1:
a—bedJ,c—deJ
(a+c)—(b+d)=(a—b+(c—d)eJ
~——

——
eJ eJ
at+c=b+dmod J
zu 2:
(a—b)*(c—d)

=axc—bxc—axd+bxd

=(axc—bxd)+ (bxd—axd)+ (bxd—bxc)

=(axc—b*xd)+d*x(b—a)+b*x(d—c)

(axc—bxd)=(a—beJx(c—d)+dx(a—b)+bx(c—d)eJ
~—— ~—— ~—— ~——

eJ eJ eJ

axc=bxdmod J

46



4 Ringe

Diese Seite wurde aus Versehen frei gelassen
und ist NICHT fiir Notizen gedacht !

...oder was dachtest Du, was Du hier findest ?

47



4 Ringe

4.4 Faktorstrukturen

Sei R ein Ring und J C R ein Ideal.
Sei a € R, dann sei
a/J = {blb=mod J} = {bla —b € J}

Lemma 4.4.1 <
1. a/J=0b/J
2. a/JNb/J#D
3. a=bmodJ
4.a—bed

Beweis:
1>2 Vv
2>3
Seicea/JNb/J
c¢=a mod J und ¢ = b mod J
>a=bmod J
3>~4 Vv
4>1
Behauptung: a/J C b/J
Seic€al/J=a—-celJ
Daa—beJs>b—c=(a—c)+(-1)x(a—b)eJ
=ceb/]
Behauptung: b/J C a/J
ebenso.

Sei R/J = {a/J|a € R}
a/J+b/J:=(a+b)/J
a/J«xb/J:= (axb)/J

Lemma 4.4.2 + und * sind “wohldefiniert”

Beweis:
zu *:
a/J=c/Jund b/J =d/J, z.2.: (a*xb)/J = (cxd)/J]
Daa/J =c¢/J und b/J =d/J
>=a =cmod J und b =d mod J.
=axb=c*xdmod J

=axb/J=cxd/J
Satz 4.4.1 (R/J,+,%,0/J,1/J) ist ein Ring.
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Beweis:

DaJ#R>1¢J. Also0/J #1/J

1. (R/J,+,0/J) ist eine abelsche Gruppe

2. Man rechnet nach:
a) 1/Jxa/J =a/J
b) (a/J xb/J)*c/J =a]J * (b/J *c/J)
c)a/J*xb/J=0b/JxalJ
Beweis: o ) o

a)J o) T P (0w b)) T TE (6w a))T PTEE b)T k)T

d) (a/J +b/J)xc/J =alJxc/TJ+b]Jxc/J

R/J heifit Faktorstruktur von R/J

Beispiel:
(Z/(n),+,%,0/n,1/n) mit n > 1 ist ein Ring.
Statt K/(n) schreibt man auch K.
Statt Z/(n) schreibt man auch Z,.

Satt (Zy, +, *,0,1) schreibt man auch Z,.
. R — R/J
Sei ¢ : { N a//J

Lemma 4.4.3 ¢ ist ein Homomorphismus von R nach R/J mit Kern(¢) = J und
Bild(¢) = R/J

Beweis:

1. ¢(a+b) P (0 b)) T

De finitionx*

De finition+ De finitiong

a)J+b/J

De finitiong

¢(a) + H(b)
$(a) * $(b)

9. ¢(a ¥ b) Defin:itionqb (

3. (1) =1/J

axb)/J a/J xb/J

Also ist ¢ ein Homomorphismus.
4. a € Kern(¢)

gdw. ¢(a) =0/J

gdw. a/J =0/J

gdw.a=a—-0€ J

¢ heiBt kanonischer Homomorphismus von R auf R/.J.

Satz 4.4.2 Ist ¢ : R — R' ein Homomorphismus, dann sind
Bild(¢) und R/Kern(¢) isomorph.

Beweis:
J = Kern(¢) ist ein Ideal.
.= [ R/J — DBild(¢)
Se1¢.{ /] = bla)
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1. ¢ ist wohldefiniert und injektiv
Beweis:
a/J=0b/J
gdw.a—be J = Kern(qS)
gdw. ¢(a —b) =
gdw. ¢(a) — ¢(b )
gdw. ¢(a) = ¢(b)

2. ¢ ist surjektiv. Vv
3. ¢ ist Homomorphismus.

a) %(a/J-I— b/J) :§(a/J)
b) ¢(a/J xb/J) = d(a/J)
Beweis:
;(a/J «b/J)
efzmtzon* ¢(( X b)/J)
Defzmtwnqb ¢( )

¢(a) * $(b)
$(a/T) * phi(b(J)

o(b/J)

+_
¢(b/J)

¢homomo7‘ph

De fzmtwnqb

4. ¢(a)J) =1
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4.5 Nullteiler und Einheiten

a € R mit a # 0 heifit Nullteiler,
wenn es ein b € R gibt, mit b0 und axb=0

Beispiel:
Sei R :Zg.
Dann ist 20 und 3 #0 und 23 =6 = 0.
Also sind 2 und 3 Nullteiler, 4 ist Nullteiler.

a € R heifit Einheit, wenn es ein b gibt mit a x b =1

Beispiel:
R =Zsg.
Dann ist 1 Einheit, da 11 =1
5 ist Einheit, denn 5 x5 =25 =1
Lemma 4.5.1 Ist a Nullteiler, dann ist a keine Einheit.

Beweis:
Sei a # 0 und a Nullteiler, dann gibt es b # 0, a x b = 0.
Angenommen, a ist Einheit > Es gibt ¢ mit a x ¢ = 1.
~b=1xb=a*xcxb=cx0=0 fDa b # 0.

R heifit Integrititsring, wenn es keine Nullteiler in R gibt.

Beispiel:
Z ist eine Integritétsring.
R heifit Korper, wenn es zu jedem a € R\ {0} ein b € R gibt, mit a xb = 1.

Bemerkung 4.5.1 Jeder Korper ist Integritdtsring.
Lemma 4.5.2 Sei p eine Primzahl, dann ist Z, ein Korper.

Beweis:
Sei @ €Z, \ {0}. Dann ist ggT(a,p) = 1.
Also gibt esbund y mit 1 =ax b+ y *p.
T=axb+tysp=a*xb+y*p=a*xb+y*x0=axb
Guten Tag Frau Vogel, ich mdchte Ihre Tochter zum Fischen abholen !

Lemma 4.5.3 Sei p Primzahl.
Ist R ein Ring mit |R| = p, dann ist R =Z,.

Beweis:
(R, +,0) ist eine abelsche Gruppe.
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Bleibt z.Z.: ¢ ist ein Ring-Homomorphismus.

dnxlimxl)=¢d(nxmx*xl)=n*xm=m*xm=¢(n*1)*p(m 1)

(R,+,%,0,1) ist R nxl=14+14---+1
————

Satz 4.5.1 (Fermat)
Ist p eine Primzahl undp >k > 1
kP~ =1 mod p

Beweis:
K €7, und K # 0.
Da (Z, \ {0}, %,1) eine Gruppe ist
= ord(K) teilt |Z, \ {0} =p~
-K =1
- Kp-1=1
> KP~1 =1 mod p

Sei R ein Ring und s €IN\{0}. Dann sei R,

Satz 4.5.2 Ist g¢T(n,m) = 1, dann ist

. Lp,sem, — L XLy,
¢ { af(nxm) v (af(n),a/(m))

ein Isomorphismus.

Beweis:
Seik=n*m

1. ¢ ist wohldefiniert: a/(k) = b/(k)

n—mal

={als*xa=a+a+---+a}
—_—

s—mal

z.Z.: a/(n) = b(n) und a/(m) = b/(m)

a/(k) = b/ (k)
=a—>be (k) > k|(a—0b)>n|la—0b)

> a/(n) =b/(n) und a/(m) = b/(m)

2. ¢ ist Homomorphismus

L. ¢(a/ (k) +b/(k)) = ¢((a + b) /k)

= b)/(n
= (a/(n) + b(n),a/(m) + b/(m)) = (a/(n),b/(n)) + (a/(m),b/(m))

= ¢(a/(k)) + 6(b/(K))
2. ¢((a xb)/(K)) = ¢(a/(K)) *
3. ¢(1/(k)) = (1/(n), /(m))

3. ¢ ist Monomorphismus (injekiv)

z.Z.: kern(¢) = {0/(k)}
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a/(n) = 0/(n) und a/(m) = 0/(m)
> nla und m|a
=a=I+*nunda=j*xm

Da ggT(n,m) =1
s1l=z*xn+y*m
a=a*xxr*xn+a*xy*xm
—a=jxm*xzcxn+lxnxyxm
= k=mxnla

> 0/(k) = a/(k)

4. ¢ ist Epimorphismus (surjektiv)
|Zpm| = 1% M = |Zp X Ly |
1-1
G Loy —— Ty X Loy
Da Zy 4, endlich, ist ¢ surjektiv.

Bemerkung 4.5.2 Sei s,r €N\{0,1} mit ggT(r,s) =1 und R ein Ring mit |R| =1 *s
Dann sind Ry, Ry Ringe mit |R,| = r und |Rs| = s und
R = R, X Ry

Beweis:
Da (R,+,0) ein Gruppe ist, gibt es einen Gruppenhomomorphismus mit
J R xRy — R
¢'{ (a,b) > a+b
und |Rs| = s und |R,| =7
Da ggT(r,s) =1, gibt es z,y mit 1 = z*r + y * s.
Sei e das Einselement aus R.
Wir setzen es =xxr*xeund e, = y*xsx*e
Behauptung: (R, +,*,0,e) ist ein Ring.
...to be continued !

Beispiel:
Seien p und g Primzahlen mit p # ¢. Dann ist der Ring Z,.,, isomorp zu Z, X Z,.
Beweis:
Da ggT'(p,q) = 1 =Zpg = Ry X Ry mit |Ry| =p und |R,| = gq.
> R, ~Z, und R, ~7Z,.

Folgerung 4.5.1 (Chinesischer Restsatz)
Sei ggT'(n,m) =1 und r1,79 €Z.
Dann gibt es ein r €Z mit:
r=7ry modn
r =179 mod m
Beweis:
r1/(n) €Zy, und ro/(m) €Zp,.
Lipsxm = Zn XLy,

P afnxm) — (a/(n),af(m))
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ist surjektiv.

Also gibt es ein r €Z mit

(r/(n),r/(m)) = $(n/(n + m)) = (r1/(n), 2/ (m))
= r/(n) =rl(n) und r/(m) = ro/(m)
sr—ri=Ilxn,r—ro=kxm

> 7 =7y mod n und r = r9 mod m.
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5 Polynomringe

5.1 Definitionen und Einfiihrung

Sei (R, +,*,0,e) ein Ring.

Eine Folge (a;),i €N von Elementen aus R heifit Polynom,
wenn es ein n gibt mit a; = 0 fir ¢ > n.

Sei R[z] = {f; f ist Polynom}

Sei f = (a;) € R[z] mit i €EN

1. Ist a; = 0 fiir alle i €N, dann heiit (a;),% €N Nullpolynom.
(i.Z.: 0'). Wir setzen grad(0') = oo.

2. Ist a; # 0 fiir ein 7 €N,
dann sei grad(f) die grofite natiirliche Zahl £ mit ay # 0.
[ heiit normiert, wenn ag,qq(y) = 1.

3. Sei a € R und sei a. = a und a; = 0 fiir 7 > 0,
dann heifit f konstantes Polynom. Statt f schreibt man auch a'.

Wir setzen:
—00+ —00 = -
—0+nN=n—-—00=—-00
—oo < n fiir alle n €N.

Sei f = (a;),7 €N und g = (b;),7 €N
Wir setzen:
f+g:=(a;+b),i EN

Lemma 5.1.1 Sind f,g € R[z|, dann ist

grad(f) + grad(g) = grad(f + g)
Es gilt sogar:

maz(grad(f),grad(g)) > grad(f + g)

Beweis:
Sei f = (a;),7 €N und g = (b;),% €N.
Sei n = maz(grad(f), grad(g)). Dann ist a; = 0 und b; = 0 fiir i > n.
> a; +b; =0 fir 1 > n.
>~ grad(f +g) <n

Sei f = (a;),7 €N und g = (b;), €EN. Dann sei
f*g=1(ci),i EN mit ¢; = Zl+k:i a; * by,

Lemma 5.1.2 Sei f,g € R[z], dannist
grad(f = g) < grad(f) * grad(g)

Beweis:
Sei f = (a;),7 €EN und g = (b;),i €N und n = grad(f) * grad(g).
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Dann ist fiir [ + k > n a; = 0 oder by = 0.
Also ist D7y, a; % by = 0 fiir i > n.
Also ist grad(f * g) < n.

Lemma 5.1.3 Ist R ein Integrititsring, dann gilt:
grad(f x g) = grad(f) + grad(g)
Beweis:
Sei f = (a;),7 €EN und g = (b;),7 €N.
Sei cj =)y p—;a * by
L. Fall: grad(f) = —oo oder grad(g) = —oc
=c; =0VieN
grad(f xg) = —o00o = —o0 — 00 = grad(f) + grad(g)
IL. Fall: grad(f) =n > 0 und grad(g) =m >0
> Crsem = D14 kensm @ * bk = an * by,
grad(f) =n>a, #0
grad(g) =m > by, #0
Da a,, b, keine Nullteiler sind > a, * by, # 0

Satz 5.1.1 (R[z],+,%,0',1") ist ein Ring.
Beweis:
1. 0 £1' € R[z]
2. (R[z],+,0) ist eine abelsche Gruppe
3. (fxg)xh=fx(g*h)
4. fx1'=f
- frg=gxf
6. fx(g+h)=Ffxg+[fxh

ot

Lemma 5.1.4 Ist R ein Integrititsring, dann ist R[z] ein Integritditsring.

Beweis:
Sei f A0 und g # 0
= grad(f = g) = grad(f) + grad(g) > —00 + —00 = —00
- fxg#0

Lemma 5.1.5 Sei R ein Ring und R[x] der Polynomring iber R.

Dann ist
b R — R[z]
"1l a — d=(a0,0,---)

ein Monomorphismus. (d.h. injektiver Homomorphismus)
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Beweis:
¢ ist injektiv Vv
p(1) = 1 v
pla+b) = ¢(a) + ¢(b) v
$(a*b) = d(a) * ¢(b) v

Man schreibt deshalb auch a fiir o’. Man identifiziert a mit (a,0,---).
Man bettet R in R[z] ein.

Bemerkung 5.1.1 Sei
z:=(0,1,0,-)
20 = (1,0,---)
=gl s g
Dann ist z° := (0,--- ,0, 1 ,0,--4)

~—

i—te—Stelle
Sei f € R[z], f = (a;),i €N mit grad(f) = n.
Dann ist f =) jal 2" = > 1" a;z’

da a und o' identifiziert werden.

57



5 Polynomringe

5.2 ldeale im Polynomring

Bemerkung 5.2.1 Sei K ein Korper und K|z] der Polynomring tiber K.
Sei f = (a;) € K[z] und g = (b;) € K[z] mit i €EN

f+g:="(a;+b),i EN

f*g:=(ci),i EN mitc; =73 ,_;a;*by

e :=(1,0,---,0,--+)

0" :=(0,0,---,0,0)
Dann ist (K[z],+,*,0',€') ein Ring.

Satz 5.2.1 Seien f,g € K|z] mit g # 0.
Dann gibt es genau ein g und genau ein r mit
f=qxg+r
und
grad(r) < grad(g)

Beweis:
Existenz: (Induktion iber grad(f)
A) Ist grad(f) < grad(g), dann sei ¢ =0 und r = f.
B) Sei grad(f) = n und grad(g) = m
und f =" ja;zt und g = S0 bt
Dann ist n > m.
Sei fi=f—apxbyl*xz" Mmxg=3" @zt — anbl x 2™ % s bzt
Dann ist grad(fi) < grad(f)
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ¢; und r mit
f1=q * g —r mit grad(r) < grad(g)
Sei ¢ = (g1 + an * b, x 2™ ™)
Dannist f=g*xg+r
Eindeutigkeit :
f=a*g+r1, f=q*g+ry mit grad(ry),grad(re) < grad(g)
=(r1—re) =(2 —q)*g
= grad(g) > grad(ry — r2) = grad(gz — q1) + grad(q)
= grad(qe — q1) = —©
g1 =q2
T =T

Satz 5.2.2 Ist J ein Ideal in K|z|, dann gibt es ein Polynom g € J mit J = (g)

Beweis:
(9) ={f xg|f € K[z]}
I. Fall: J = {0}

Seig=20
II. Fall: Sei g € J \ {0} mit grad(g) minimal.
Behauptung:(g) = (J)
Da g€ J > (g) C J, bleibt z.Z.: h C (g)
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Sei f € J. Dann gibt es ¢, mit
f=qxg+r

mit grad(r) < grad(g)

sr= f —qx g €J
~~ ~~

eJ eJ
—

eJ
Da grad(r) < grad(g) > r = 0 nach Wahl von g
=f=qxg
~f€(g)

Folgerung 5.2.1 Ist J ein Ideal in K|z|, dann gibt es genau
ein normiertes Polynom g mit J = (g).

Beweis:

Existenz:
Sei g € K[z] mit J = (g).
Sei grad(g) =m und g = Y1, bzt
Seig' =b,l*g
=J=(g)

Eindeutigkeit:
J = (91) = (92)

> g1 = h1 xgo und g» = ho * g1, grad(g1) < grad(gz), grad(gz) < grad(g:)
= grad(g1) = grad(gs)

> grad(h1) = 0 und grad(hg) =0

Seihi =c»> g1 =c*go

Da g1, go normiert sind, ist ¢ = 1.

Also ist g1 = go.

Seien f und g Polynome mit f = h % g, dann sagt man, dafl g ein Teiler von f ist.
geschrieben: g|f
g heiit gemeinsamer Teiler von f; und fo, wenn g|f; und g| fo.
Ein gemeinsamer Teiler g von f; und fo heifit grofter gemeinsamer Teiler von f; und
f2, wenn fiir alle gemeinsamen Teiler h von f; und fo gilt:
hlg
Ist g normiert, dann schreibt man
9-9-T-(f1, f2)

fiir g.

Satz 5.2.3 Seien f1, fo und g Polynome mit (g) = (f1, f2)-
Dann ist g ein grofiter gemeinsamer Teiler.

Beweis:
Da f1, fo € (g) = Es gibt hy,ho mit f; = hy * g und fo = hg * g.
> g ist gemeinsamer Teiler.
Sei h ein Teiler von fi, f2, z.Z.: g|h
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Da h ein Teiler von fi, fo, gibt es h1, ho mit fi = hy x h und fo = ho x h
Da g € (f1, f2), gibt es g1, g2 mit g = g1 * f1 + g2 * fo

=g =g1*hi*xh+go*hy*h="h(g*hi+ go*ho)

>~ hlg

Folgerung 5.2.2 Sind f1, fo Polynome mit f1 # 0 und fo # 0, dann ezistiert ggT(f1, f2)

Ein normiertes Polynom p mit grad(p) > 1 heifit irreduzibel, wenn fiir alle f und g mit
p = f*g gilt:
grad(f) = 0 oder grad(g) =0

Lemma 5.2.1 Seien f1,:-- , fr Polynome und p ein irreduzibles Polynom mit:

Pl Hf:l fi

Dann gibt es ein i mit p|f;.

Beweis: (Induktion iiber k)
k=1 4
k
pl Hz';l i
L. Fall: p|fp+1 Vv
I1. Fall: sonst
Sei g = 9T (fn+1,Pp)
Da p irreduzibel ist, ist g = 1.
Da (g) = (fk+1,p)
>9f1=h1*fk+1k+lh2 * P i
- Hi:1 fi=hy* Hz%;l i + ho xpx Hz’:1 fi
k+1
Da p| Hz; i = ol iz fi
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein 4 mit p|f;

Satz 5.2.4 Sei f ein Polynom mit grad(f) > 1.
Dann gibt es irreduzible Polynome p1,--- ,px und c € K mit f = c*p1 *--- % pg
Bis auf die Reihenfolge von p1,--- ,pr und ¢ € K ist diese Darstellung eindeutig.

Beweis:
I. Existenz: (Induktion iiber den grad(f))

grad(f) =1, f=a1xxz+ay

Sei ¢ = a3 undp::v-l—%(ll.

Sei grad(f) =n>1

Sei f = ¢ g mit g ist normiert.

I. Fall: g ist irreduzibel Vv

I1. Fall: sonst
Dann sei p; = g.
Sonst gibt es Polynome h1, ho mit g = hy * ho
und grad(hy) < grad(g) und grad(hs) < grad(g)
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es p1,--- ,p; und g1, - - , g mit
hi1 =p1, -+ ;prund hy = qy * -+ * g
S f=cxprkeckprrqrkec kg
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I1. Eindeutigkeit:
Durch Induktion iiber n zeigen wir:

Istaxpyx---%xp, =bxgqq *---*q, mit:
1) p1 - - pp irreduzibel
2)a,be K

Dann gilt:
3)a=0b
4 n=m

5) g1, ,qn ist eine Permutation py, - - -

plb*xqr - *qm
Also gibt es ein 7 mit p|g;. oBdA sei i =m
Da ¢, und p; irreduzibel sind
> qm = P
a=b+]"7"a
m=1
—axpr=bxq  =bx*xp;
a=1b
n > 1:
Ebenso.
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5.3 Nulistellen von Polynomen

Sei L ein Korper. Ein Unterring K von L heifit Unterkdrper, wenn gilt:
a€Kunda#0>a'€eK
Sei K ein Unterkorper von L.
Sei a € L.
K|z] — L
ba : {

f=(a),i €N — fla):=3i a0
Lemma 5.3.1 ¢(«) ist ein Homomorphismus von K|z| in L.

Beweis:
Sei f = (ai),i EN= Y1 ya;z* und g = (b;),i EN= >_1*, bz’ mit n > grad(f), grad(g)
(i) ¢a(f) + dalg) = dalf +9)
Beweis:
¢a(f + g) ) ]
= ¢a(Xig aiz’ + i biz")
= ¢a (i o(ai +b;) * 2*)
= olai +b) * o
=30 pai kol + 30 b x o
$a(f) + ¢al9)
(ii) ¢alf * g) = dalf) * dalg)
Beweis:
da(f * 9) )
= ¢a(2?:—|—0n(2l+k:i ay * by) * z*)
= E?ion(ZHk;i ai * by) * o _
= (i aix ) * (3o bi* ')
= ¢a(f) * ¢a(9)
dal€) =e

Sei f € K[z]. a € K heifit Nullstelle von f, wenn ¢,(f) = f(a) =0
Lemma 5.3.2 Ist a eine Nullstelle von f, dann gibt es h € K[z] mit f = h* (z — ).

Beweis:
Nach dem Lemma von Euklid (Seite 9) gibt es h und r mit:
f=h*(z—a)+r, grad(r) <1
Da a Nullstelle von f ist
= 0=¢a(f) = palh x (z — @) + 1) = da(h) * da(z — @) +da(r) = ¢a(r)
—_———

~—
=0 =0
r=0

sf=hx*(z—q)

Satz 5.3.1 Ist f € K[z] mit grad(f) > 0.
Dann besitzt f hochstens grad(f)-viele Nullstellen.
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Beweis: (Induktion itber grad(f))
grad(f) = 0 > f besitzt keine Nullstelle.
Sei grad(f) =n > 0.
Angenommen es gibt n + 1-viele paarweise verschiedene Nullstellen oy, -+ , apy1
> grad(h) <n
0 = f(a) = ¢o; (f) = ¢a;(h) * ¢a, (T — any1)
= ¢a(h) * (i — an41)
Ist 4 < n, dann ist (o; — ap41) # 0.
¢a;(h) =0firi=1,--- ,n
h besitzt n-Nullstellen. grad(h) < n.
Dies ist ein Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung,.

Folgerung 5.3.1 Seien f,g € K[z] mit grad(f) < n und grad(g) < n.

Gibt es n + 1-viele paarweise verschiedene oy, --- , Qpy1 mit:
flai) = g(ci)

Dann ist f = g.

Beweis:

Sei h = f — g. Dann ist grad(h) < n.
bo; = ¢ai(f —g) = ¢az(f) - ¢ai(g) = f(a;) —g(ag) =0

> a1, ,0pn41 sind Nullstellen von f — g
9—f=0
=g=1rf

Ein Kérper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom f mit grad(f) > 1
eine Nullstelle besitzt.
Der Koérper der komplexen Zahlen C ist algebraisch abgeschlossen.

Satz 5.3.2 Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper

und f € K[z] mit grad(f) > 1.

Dann gibt es a1, ,an und c € K mit:
f=cx(x—ai)*-*(z—ay)

Beweis: (Induktion itber n = grad(f))
Istn=1>f=a1*xz+ag
Seic=a1, a1 = —g—‘l’
= f=cx(z—ai)

n = grad(f) > 1. Dann besitzt f eine Nullstelle a, in K.
= f=hx*(z—ay)
Da grad(h) = grad(f) — 1 gibt es nach Induktionsvorausetzung aq,--- , ap—1
und ¢ € K mit:
h=cx(x—ay)**(x—ay_1)
=f=cx(x—ay)*-*%(x — ap)

Seien f, g € K[z] mit g irreduzibel.
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Die Vielfachheit von ¢ in f ist dasjenige m mit
g™|f und g™t f
Ist « eine Nullstelle von f, dann ist die Vielfachheit von « die Vielfachheit von (z — «)
in f.
Gesucht ist eine Kriterium fiir die Vielfachheit einer Nullstelle in f.
Sei f =" ,az’, dann sei f' = 770 (i + 1) * a7

Lemma 5.3.3
1 f'+g =(f+9)
2. (f*g)=f+g+g=f
8. (fm) = mx ftx f

Beweis:
(Nachrechen)

Satz 5.3.3 Sei grad(f) > 1 und « eine Nullstelle von f <
1) Die Vielfachheit der Nullstelle « ist gréfier als 1.
2) « ist Nullstelle von f'.

Beweis:
Sei m die Vielfachheit von «, dann ist f = (z — )™ * h mit h(a) # 0
“l =27
Seim > 1= f'= ((z—a)™) xh+h'*(z—a)™ = m*(z—a)™ L+~ *(z—a)™
Dam>1»> f'(a) =0
“Q 17
d.h. nicht-1 >nicht-2.
Sei m = 1.
f=(z—a)*«h mit h(a) #0
ff=h+(z—a)xh
= f'(a) =h(a) +0#£0
> « ist keine Nullstelle von f’

Satz 5.3.4 Sei K ein Unterkdrper von C.
Sei g € K|xz] irreduzibel in K[z] mit grad(g) = n.
Dann besitzt g n paarweise verschiedene Nullstellen in C

Bewelis:

Da C algebraisch abgeschlossen ist, gibt es ay,--- , @, €C mit:
g=(x—o1)* - *x(z—ay)

Es ist z.7.:
Die Vielfachheit von ¢; ist 1.

Bov - { Kjz] — C

Ol f = flow)
Der Kern(¢q,) ist ein Ideal in K{z].

ist Homomorphismus.
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Dann gibt es ein normiertes Polynom A mit Kern(¢q,,) = (h).
Da g € (h) und g irreduzibel > g = h.

Angenommen, die Vielfachheit von «; ist grofler als 1.
> «; ist Nullstelle von ¢'.

g' € (h) =(9)

-9 =f*g

= grad(g') > (g) oder grad(g') = —o0

grad(g') < grad(g)

= grad(g') = —o0

=g =0

> grad(g) <0

Da g irreduzibel ist > grad(g) > 1 f
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5.4 Polynome von Einheitsformen

Ziel: Wir wollen zeigen:
2% — 10 * z — 2 ist irreduzibel in Q[z].

Ein Polynom f = (a;) €Z[z], mit ¢ €N mit grad(f) = n hat Einheitsform,
wenn ggT(ag, - ,an) =1

Lemma 5.4.1 Ist f €Q[z] mit grad(f) > 0, dann gibt es ein v €Q mit 7 * f ist von
Einheitsform.

Beweis:
Sei f = (a;),7 €N mit grad(f) =n. Seia = %f, mit ggT'(b;,c;) =1
Sei ¢ =[] ¢i- Dann ist ¢ f €Z[z]. Sei b= ggT'(c * ag,--- ,c* ay,)
Sei r = {. Dann ist 7 * f €Z[z] von Einheitsform.

Lemma 5.4.2 Sind f und g von Einheitsform, dann ist f x g von Einheitsform.

Beweis:
Sei f = (a;),7 €N,g = (b;),7 €N. Dann ist
f+g=1(ci),i ENmit c; =27, ;a;*bg.
Da f,g €Z[z], geniigt es z.Z.:
Ist p eine Primzahl, dann gibt es ein ¢; mit p 1 ¢;.
Da f und g von Einheitsform sind, gibt es ein grofleres [
mit p { aj, und ein grofites ky mit p 1 by, .
Sei 19 = Iy + kg.
Cig = D t+k=io Gy * by
k> ko

= pl(ciy — aiy * b,)
Da p{ay, * bg, = p1ci

Satz 5.4.1 (Gaup)

Sei f €Z[z] von FEinheitsform und reduzibel in Q[z].
Dann gibt es g, h €Z[x] von Einheitsform mit grad(g) > 1,
grad(h) > 1 und f = g * h. Sei grad(f) = n.

Beweis:
Da f reduzibel in Q[z], gibt es g1, h1 mit grad(g;) =m > 1
und grad(hi) =n —m > 1. Dann gibt es r, s €Q mit r * g; ist von
Einheitsform und s * Ay ist von Einheitsform.
Sei h=s+hy und g =7 % g;. Dann ist f = %*g*h
% = ¢ mit ggT(a,b) =1>bx f=axhxg.

Da f von Einheitsform, ist a = +1.
Da g * h von Einheitsform, ist b= +1 > f =h* g oder f = (=h) x g

Satz 5.4.2 (FEisenstein)
Ist f €Z[z] mit grad(f) =n, f = (a;),7 €EN.
Gibt es eine Primzahl p mit:
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1. pfan
2. plaj, 1 =0,---,n—1
3. p*t ao,
dann ist f irreduzibel in Q[z].

Beweis:
0BdA sei f von Einheitsform. Angenommen f ist reduzibel.
Dann gibt es g = (b;),7 €N und h = (¢;), 7 €N von Einheitsform.
grad(g) =m >1und grad(h) =n—mund f =g=xh
Somit ist a; = D, p—; b * ck
p*tag=bg*co > ptbyoder pfco
oBdA gelte p t by
Daptan =bm*Chm = D1 Cnem
Also gibt es ein kleinstes i < n —m mit p 1 ¢,
Qig = D1t kmio D1 ¥ C& = bo * Cig + ZHI;JZS'O by * ¢,
plai, und p| Zl-};lij(:'o by * i, > plbo * iy
i, da p { bp und p { cip-

Beispiel: z° — 10 * z — 2 ist irreduzibel in Q[z].

a0:—2, a1:—10, a5:1 (a2:a3:a4:0)
>~ 2lag > 2|a1 > alag, a3, a4, 21 a5 und 41 ao.
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5.5 Fundamentalsatz der Algebra

Sei f €C[z] mit grad(f) > 1, dann besitzt f eine Nullstelle in C.
C ist der R? mit der zusitzlichen Multiplikation
(a,b) * (c,d) = (a*xc—bxd,bxc+ax*d)
Mit der Multiplikation kann man zusétzliche Funktonen definieren, z.B.:
Sei f = (a;) €C[z] mit 7 €N, ein Polynom mit grad(f) = n.
R? — R?
z o Yt a2t
Man nennt Fyebenfalls Polynom und schreibt auch f fiir Fy.
Der Beweis des Fundamentalsatzes zerfillt in drei Teile.
Sei f €C[z] mit grad(f) > 1

Dann sei Ff :

1. f ist stetig

2. | f] besitzt ein lokales Minimum.

3. Ist f(z) # 0, dann besitzt |f| an der Stelle z kein lokales Minimum.
zu 1)
Lemma 5.5.1 |z1] * |22]| = |21 * 29|

Beweis:
Sei z1 = (a,b) und 29 = (¢, d).
|z % 2012 = |(axc—b*d,a*xd+bxc)|?
=(a*xc—bxd)?+ (cxd+bxc)?
=a’x? —2xaxbrcxd+ 2 xd>+a’xd® +2xaxbrcxd+ b *c?
= (a® + b%) * (2 + d?)
= |z1|* # |22

Lemma 5.5.2 Sind f und g stetig an der Stelle zy, so ist

2 2
f*xg: { IEZ : Z(Z) ¥ £(2) stetig an der Stelle zg.
Beweis:

Sei a = f(20), b = g(20). Sei € > 0. Wir wiihlen €> 0 mit

(€?) + |a] * €+b] * €< e.

Da f und g stetig an der Stelle z, gibt es ein § > 0, so

daB |f(z) — a|] < € und |g(z) — b|] < € fiir |z — 2| < .

Sei |z — 29| < d. Dann gilt

F(2) # 5(2) —axb]

=[(f(2) —a) x (9(2) = b) +ax(g9(2) = b) +b*(f(2) - a)|

<|f(2) — al * |g(2) — b + |a| * |g(2) — b + [b] * | £ ()]

< €2+ |a| *e+|b| * €

<e

Folgerung 5.5.1 Sei f €C[z], dann ist f stetig.
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Bewelis:
. , R? — R? . .
Sei f = Z?:o a; ¥ *, a; { 2 - a 1st stetig.
R? — R? . .
T: 1st stetig.
z =z

Mit dem Lemma von Seite 68 und durch Induktion folgt:
; { R? — R? . .
Tt ;  1st stetig.

z = 2
Aus dem Lemma von Seite 68 folgt:
2 2
a;x* : R* = R ist stetig.

z = a

Induktion i'1be§R r21 und Iﬁllguktionsannahme:
m i -

Do @iT" { 2 o T ;7

Ist f = (a;) €C[z] mit i €EN mit grad(f) = n, dann ist
[ R? —» R?

I { z o Y aR

ist stetig.

stetig.

zu 2)

Satz 5.5.1 Ist f €C[z] ein normiertes Polynom mit grad(f) = n > 2, dann besitzt | f|
ein lokales Minimum.

Beweis:
Sei f = (a;),1 EN
Seir =31 ola| > |r| >ao und |r| > 1
Sei K ={z| |z] <7}
Dann ist K kompakt.
n={% 20
Lz = f(2)
Dann ist f stetig.

Also gibt es ein zp € K mit |f(20)| < |f(2)] fiir z € K.
Dann |£(z20)] < |£(0)] = |ao] < r
Um zu zeigen, daB |zp| < r geniigt es zu zeigen:

|f(z)| >rfur |z| =7

; 4 .

F(2)] = | 2oicp aia’| 2 |27 = (iZg lai + 2'))
= 2" = 2o lail ||
=30 lag] ko

> = w30 ail
:’I“n—’l“m_l*(’r—l)
rnfl
>r

zu 3)

Wir wollen zu 3) zeigen:
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Ist f ein Polynom mit f(zp) # 0 und grad(f) > 2, dann
besitzt f an der Stelle zy kein lokales Minimum.

Lemma 5.5.3 Sei r(z) €C[z] mit r(0) = 0.
Sei h =1 —xzF + 2% x r(z).
Dann besitzt h an der Stelle 0 kein lokales Minimum.

Beweis:

Sei € > 0. Es geniigt ein t € (0, €) zu finden, mit:
[h(B)] < [R(0)] =1

Da |r(0)| = 0 und |r| stetig ist, gibt es ein ¢t € (0, €)

mit t < 1 und |r(t) < 1

A ()]

=1 —tF + % 5 ()]

< |1 — R + [t % r(2)|

= 1 t8 + 18]« |r(2)]
—tF R x| (2)|

= 1 —tFx (1 r®h

>0
< 1= h(0)]

Satz 5.5.2 Sei g €C[z] mit grad(g) > 1 und g(0) # 0.
Dann besitzt |g| an der Stelle O kein lokales Minimum.

Beweis:
Sei € > 0. Es geniigt ein z mit |z| < € zu finden,
mit |g(z)| < [g(0)].
Sei k > 0 mit by # 0 und g = by + by * z¥ + Y1, bi x 2
Dannlstg( ) =b(0) #0

_b_ =Tr*xe
k SV
Sei a = {/r *e'®
by ob = —1
bo
g9(axz)
h(z) = bo

—2O+%&*a * £k —I—ZZ k+1EL*a * 1
Seir(z) =31 k+1 gla * ik
Dann ist h(z) = 1 — 2% + 2F % r(z)
Da r(0) = 0 ist, besitzt |h(z )| kein lokales Minimum
~Es gibt ein z; mit [2] < o und |h(z1)| < |h(0)]
Seiz=z1*xa> |z|=|z|*|a] <€
19(2)| = lg(z1 * @) = [bo| * [(z1)] < |g(0)] * [A(0)] = |g(0)]
Folgerung 5.5.2 Sei f €C[z] mit grad(f) > 0.
Sei zg €C mit f(z9) # 0.
Dann besitzt |f| an der Stelle zy kein lokales Minimum.
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Beweis:
Seie>0
Es geniigt ein 2z zu finden, mit
2= 20| < e und ()] < |f(z0)]
Sei g(z) = f(z + )
Dann ist g(0) = f(z0) #0
Also gibt es z; mit |z1| < € und |g(z1)| < |g(0)]
Seiz=12z0+2z1 > |z— 2| <e¢

[f ()| = 17 (20 + 21)| = lg(21)] < g(0)] = [f (=0)|

Folgerung 5.5.3 (Fundamentalsatz der Algebra)
Ist f €C[z] mit grad(f) > 0, dann besitzt f eine Nullstelle.

Beweis:
oBdA sei f normiert.
L.Fall: grad(f) =1
= f=x+ag
> —ayg ist Nullstelle.
I1. Fall: grad(f) > 2.
Dann besitzt f ein lokales Minimum an der Stelle z;.

- f(Z()) =0.
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6 Korpertheorie

6.1 transzendente und algebraische Elemente
Sei K CC, K heifit Unterkorper, wenn gilt:

l.a,be K>a+be K

2. 0,1 K

3. a,be K >axbe K

4. aeK,a#0>a"'eK

Sei K ein Unterkorper von C und sei o €C.
Wir hatten gezeigt:
' K|[z] - C
Pa : { (a;),i EN = S a;*d

ist ein Homomorphismus.
Man unterscheidet 2 Fille:
I. Fall: Kern(¢) = {0}

Dann heifit « transzendent iiber K.
I1. Fall: sonst

Dann heifit « algebraisch iiber K.
Da Kern(¢,) ein Ideal ist, gibt es ein normiertes Polynom g
mit Kern(¢a) = (ga)-

Lemma 6.1.1 g, ist irreduzibel.

Beweis:
Angenommen g, ist reduzibel. Dann gibt es f und h, mit grad(f) < grad(g.)
und grad(h) < grad(gs) und g, = f * h.
0= dalga) = dalf *xh) = ¢a(f) * ¢a(h)
> ¢a(f) = 0 oder ¢o(h) =0
Sei oBdA ¢4 (f) =0
> [ € Kern(¢a) = (ga)
= =T%ga
= grad(f) = grad(r) + grad(gq)
Da grad(f) < grad(ga)

=r=020
= f=0
= ga =0 ﬂ

Jo heifit Minimalpolynom von a.

Lemma 6.1.2 Ist a algebraisch iber K, dann ist
Bild(¢q) = K(a)
ein Korper.
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Beweis:
Seia € K(a),a #0,27.:a"! € K(a)
Sei f € K[z] mit ¢o(f) = f(a) =a # 0> f ¢Kern(¢a)
Sei g, das Minimalpolynom von «
(9a) = Kern(da) = ga 1 f
Da g, irreduzibel ist, folgt ggT'(f,ga) =1
=1l=r*xf+4gqxs,rs€ K[z]
= 1= (1) = da(r * f + ga * 5) = ¢a(r) * pa(f) + da(ga) *¢a(s)
—— ——

=aqa =0

1= ¢a(r)xa
a”! = ba(r)

Bemerkung 6.1.1 Sei K ein Unterkérper von C und sein o €C

1-%:{(1([1] - C

a;),i EN = Y a;*a
Sei a algebraisch tber K, das heifit:
Kern(¢a) # {0}

2. Es gibt ein irreduzibles Polynom go mit Kern(¢o) = (ga)
ga heifit Minimalpolynom von a

3. K(a) := Bild(¢q) ist ein Korper.

Lemma 6.1.3 Sei a algebraisch iber K, dann ist K(a) der
kleinste Unterkérper L von € mit K C L und a € L

Beweis:
Da ¢o(z) = a > a € K(«)
Da ¢q(a) =a > a € K(a) fir a € K.
Sei L Unterkérper von € mit K C L und « € L.
Sei b € K(a). Sei f = (a;),i ENE K[z] mit ¢o(f) =D a;*a’ =b
Daa€L>oelL.
DaKCL>a;xa’ €L
b=a;*a € L.
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6.2 endliche Korpererweiterung

Bemerkung 6.2.1 Sei L ein Unterkérper von C und K ein Unterkérper von L.
Wir kénnen L als Vektorraum dber K auffassen,

denn (L,+,0) ist eine abelsche Gruppe und es gibt

fira,be K und o, € L

1. 1ya=«
2.ax(a+p)=axa+ax*p
3. (a+b)xa=axa+bxa
4. (axb)xa=ax*(bxa)
Beispiel:
1. K =Q und L =R. Dann sind 1,7, 72,73, .- linear unabhingig.
2. K =R und L =C. Dann ist {1,7} eine Basis von L iiber K.

Man nennt L eine endliche Kérpererweiterung von K,
wenn die Dimension von L iiber K endlich.
Bezeichne [L : K| die Dimension von L tiber K.

Satz 6.2.1 Ist a algebraisch iber K und g, das Minimalpolynom von o, dann ist
[K(a) : K] = grad(ga)

Beweis:
Sei grad(ga) =n
Es geniigt z.Z.: 1,0, a2, -+ , ™! ist eine
Basis von K(a = L iiber K.
1) 1,a,--- , 0™ ! erzeugen L.
Sei b€ K(a) > f € K[z] mit b= ¢(f).
Dann gibt es ¢, € K[z] mit:
f=qxga+r mit grad(r) < grad(ga)
Sei r = (b;),1 EN
=b=¢a(f) = ¢a(f) = balq*ga + 1)
¢ahom:0m07'ph ¢a(Q) X ¢a(ga) n QZSa(’f')
= da(r) = 31 bix of
=a’=1,a, -+ ,a" ! ist ein erzeugendes System.
2) 1,a,--- ,a& ! sind linear unabhingig.
SeiOzZ?:_()lci*ai —c=0firi=0,---,n—1

Sei f =31y ci* o' = pa(f) =0
= [ € kern(¢a) = (9a)-

Da grad(f) < grad(gs) =n
=f=0

;=0 fiiri=0, .
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Satz 6.2.2 Ist [L: K] endlich und § € L, dann ist 5 algebraisch iber K.

Beweis:
Sein=[L: K]
Dann sind 1,3, 82,--- , 8" linear abhiingig.
Also gibt es cg, -+ , ¢, mit ¢; # 0 fiir ein 4 mit 0 = Y1 ;¢; * 3
Sei f =" ,c;i*z'. Dann ist f # 0 und ¢g(f) =0
>~ f € Kern(¢g)

- Kern(gg) # {0}
> (3 ist algebraisch iiber K.

Satz 6.2.3 (Gradformel)
Sei M Unterkorper von C.
Sei L Unterkdrper von M.
Sei K Unterkdrper von L.
Sind [L : K| und [M : L] endlich, dann ist
[M:K]=[M:L)«[L: K]

Beweis:
Sei [M : L] =m und [L : K| =n.
Sei {ay,- -+ ,ay} eine Basis von L iiber K

und sei {f1,--- ,Bm} eine Basis von M iiber L.
Sei B={a;*fk|l <i<nund1l<k<m}
Es geniigt z.Z. das B ein Basis von M iiber K ist.
Behauptung 1: B ist ein erzeugendes System.
Beweis:
Seiy = Z?:1 c;i * fBi
Dac; € L gibt es by, € K mit ¢; => ;| bip* oy
oy = D0 (ko bigk x au) * B = DT DTk bik * (o x Bi)
Behauptung 2: B ist linear unabhingig.
Beweis:
0=>2"00 kot bi* ax (o * Bi)
z.Z2.:by=0firl<i<mund1<k<n
0=>7", ;Zzl bik * (a * Br)

=3 (Z bik * o) *By
k=1

N—r
€L
{B1," -+, Bm} sind linear unabhingig.
>ZZ:1bik*ak :Ofurz: ]_’ ,m
{ai, -+ ,a,} sind linear unabhingig.

by firl<k<nundl<i<m.
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6.3 Einbettungen
Sei K ein Unterkorper von €. Ein Ringhomomorphismus ¢ : K —C heifit Einbettung,.

Beispiel:
Sei K =C.
Sei ide : S cine Einbettung,

Sei o : ? eine Einbettung.
z

Es gilt: o|R= idR und id¢|R= idgr
{o,idc}| = [C:R]

Lemma 6.3.1 Ist 0 : K —C eine Einbettung, dann o injektiv.

Beweis:
Seia € K mit a #0
l=al%*a
=1=0(1) =co(a™!) xo(a)
= o(a) #0

= a ¢Kern(o)
= Kern(c) = {0}
Sei Bild(o) = o[K]| =: K,.

Folgerung 6.3.1 o : H — K, ist ein Isomorphismus und K, ist ein Koérper.
Sei o : K —C eine Finbettung.
. K|x] — K,z]
* .
Seio”: { (ai),i €N~ (0(a;)),i €N

Lemma 6.3.2 Seien f,g € K|z], dann gilt:
1. (f+9)e=fo+ 9o
2. (f*9)o = fox 9o
3. grad(f) = grad(f,)

Also ist o* : K[z] — Ko[z] ein Isomorphismus.

Beweis:
zu 3)
Sei f = (a;),7 EN
grad(f)=n>a, #0und a; =0 firi > n
= o(an) #0und o(a;) =0 firi > n
- grad(f,) = grad(f)

Lemma 6.3.3 Ist p € K|[z] irreduzibel , dann ist p, € K,|x] irreduzibel.
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Beweis:
Sei p, = hi * g1 mit h1,g91 € K,[z].
z.Z.: grad(hi) = 0 oder grad(g;) =0
Seien hg, go € K[z] mit (he), = h1 und (g2)s = g1
Dann ist p, = (h2)s * (g2)s = (h2 * ¢2)s
=p=hy*go
Da p irreduzibel ist, ist grad(hs) = 0 oder grad(gs) =0
= h1 = (h2)s =0 oder g1 = (g2)s =0

Sei L ein Unterkorper von € mit L D K und [L : K| = n endlich.
7 heift Fortsetzung von o auf L, wenn 7 [ K = 0.
Ziel: [{r|7 ist Fortsetzung von o auf L}| = [L : K].

Lemma 6.3.4 Sei 7: L —C eine Fortsetzung von o : H —C.
Ist f € K[z] und « € L, dann gilt:
1. 7(f(@)) = fo(r(e))
Insbesondere:
2. Ist a eine Nullstelle von f, dann 7(a) Nullstelle von f,

Beweis:
1. Sei f =" oa; x ' ' '
;(f(a)) " T(Xig @i * o) = > T(ai) x 7(a)
omemorp Yoo T(ag) * T()
TIK=e Y yo(a;) x T(a)
= fo(r(a)).
2.0 =7(0) = 7(f(e)) < fo(r(e)

Satz 6.3.1 Sei p ein irreduzibles Polynom in K|x].

Sei a Nullstelle von p in C und

sei 8 Nullstelle von p, in C

Dann gibt es genau eine Einbettung T von K(a) in C mit:
1. 7 setzt o auf K(a) fort.
2. 7(a) = B.

Beweis:
Existenz:

SeiT'{ Kfa) = €
| fle) = fe(B)

1. 7 ist “wohldefiniert”
Sei f(a) = g(a) 2.Z. fo(B) = go(B).

Beweis:
Sei I = {h|h(a) = 0} = Kern(¢dq)- Dann ist I = (gq).
Da p(a) =0 > p € I. Wenn p irreduzibel ist, dann ist p = g,.-
Sei f(a) = g(a) > (f —g)(a) =0
>~ f—g €l > Es existiert h mit pxh = f —g.
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>f:g+p*h>fa+pa*ha
b fO’(;B) = ga(ﬂ) +pa(;8) *hU(/B)
S—~

> fo(B) = 9-(B)

2. 17 ist Homomorphismus.
Beweis:

Eindeutigkeit:
Seien 71, 79 Fortsetzungen von ¢ mit 71(a) = f und m(a) = . 2.2.: 11 = T2
Seia = f(a) € K(a). Sei f =1 ,a; *°
Lemma,S. 77
= 71(f(e)) I 77fa(ﬁ(Ot)) = fs(B)
= fo(r2(@) "= sy (f(w)
= 71(a) = 12(a) fir alle a € K(a).
Also T1 =— T2.

Beispiel:
Sei K =Q. Sei 0 =idg. Sei L = K(V/2).
Wir wollen die Einbettung von L in C bestimmen, die o fortsetzen.
Sei p = 23 — 2. Dann ist p nach Eisenstein irreduzibel
und a1 = V/2 ist Nullstelle von p.
Die weiteren Nullstellen von p, = p sind
ag = V2 * eQ*TW*i, Qg = \3/5*64*?#*2'
Also gibt es drei Einbettungen von Q(+/2) in C, die idg fortsetzen:
1. 71 :Q(v/2) =C mit 7 (V/2) = V2
2. 71 :Q(V2) =C mit 7(¥/2) = ap = V2 Bt
3. 11 :Q(V2) —=C mit 7 (V2) = ap = V2 e 5
Folgerung 6.3.2 Sei 0 : K — C eine Einbettung und « algebraisch dber K.
Dann gibt es genau [K () : K] viele Einbettungen von K(«) in C, die o fortsetzen.

Beweis:
Sei p das Minimalpolynom von « iiber K. Dann ist [K(«a) : K] = grad(p) = n.
Da p irreduzibel iiber K ist, ist p, irreduzibel iiber K, mit grad(p,) = grad(p).
1. Es gibt [K(«) : K] viele Einbettungen von K(«) in C.
Beweis:
Da p, irreduzibel ist, besitzt p, n-viele verschiedene
Nullstellen in C. Diese seien 31, -+ , By.
Dann gibt es Einbettungen 75,1 < i < n mit 7;(a) = f;
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fir:=1,---,n, die o fortsetzen.
2. Es gibt genau [K(«) : K] viele Fortsetzungen von o.
Beweis:

Sei 7k (a) —C eine Einbettung die o fortsetzt.
Aus dem Lemma von Seite 77> Es gibt ein ¢ mit 7(a) = (%)
Aus dem Satz von Seite 77> 7 = ;.

Folgerung 6.3.3 Sei 0 : K —C ein Einbettung.
Ist [L : K| = n endlich, dann ist
|{7|7 setzt o auf L fort}| = [L : K]

Beweis: (Induktion iiber n = [L : K])
Sein = 1. Dann ist L = K.
Sein > 1. Sei « € L'\ K. Dann ist
[L:K]=[L:K(a)]*[K(a):L]
Nach der Folgerung von Seite 78 ist
|{7|7 setzt o auf K(a) fort}| = [K(a) : K]
Sei 7 eine Fortsetzung von o auf K(«).
Da [L : K(a)] < m ist, ist nach Induktionsvoraussetzung
|{0]d ist eine Fortsetzung von 7 auf L}| = [L : K(«)]
> |{d]6 ist eine Fortsetzung von ¢ auf L}| = |K(a) : K| * [L: K(a)] = [L : K]

Satz 6.3.2 (Satz von primitiven Elementen)

Sei L eine endliche Korpererweiterung von K, dann gibt es ein vy € L mit L = K ().
K (a1, a2) = (K(a1)) * (02)
K(aj, - ,an) = K(ag, -+ ,ap-1) * (an)

Beweis: (Induktion iiber [L : K| = n)
n=1> K = K(a)
Sein>1.Seiae L\K.
Dann [K(a): K] >2und [L: K(a)]* [K(a) : K] =n
= [L: K(a)] < n.
Also gibt es nach Induktionsvoraussetzung ein 8 € L mit L = K (a, ).
Es geniigt ein ¢ zu finden, mit
[K(a+c+p): K]=n=[L: K]
Nach der Folgerung von Seite 79 ist
{o1,--- ,on}| = {o|o ist K-Einbettung von L}| = [L: K] =n
Sei f = T2y * [T}t [(03(0) — (@) + 2 (0(8) — 03(6)]
Behauptung: f 7é]0
Beweis:
Angenommen f = 0. Dann gibt es ¢ # j mit
oi(e) = 0j(@) und 0;(B) = 0;(B)
Da oi(a) = gj(a) > 0; | K(a) =0j | K(a)
Da O'Z(,B) = O'j(,B) >~ 0; = 0; [K(Ot,ﬂ) =0j i K(OA,@) =0j
=0 =0j fzur Wahl von o; und o;.
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Da K unendlich ist, gibt es ein ¢ € K mit f(c) # 0.
Dann ist fiir ¢ # j:

oi(a) = gj(a) + cx (0i(B)) #0

oi(a+cx*B) =aoi(a) +cx*o;(B)

#0j(a) +c*x0j(B) =oj(a+cxp)
Sei v = a+ ¢ * B, dann ist o;(y) # o;(y) fir ¢ # j.
Also gibt es n-viele K-Einbettungen von K () in C.
= [K(y): K]>n.Da K(y) CL> K(y)=L

Seien L, K Unterkérper von € mit K C L und [L : K] endlich.
Wir nennen eine Einbettung o von L eine K-Einteilung, wenn o | K = idg.

Folgerung 6.3.4 [L: K| = |{o|o ist K-Einbettung von L in C}|
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6.4 Zerfdillungskorper

Sei ¢ eine Einbettung von L in C. ¢ heifit Automorphismus, wenn L, = L

Beispiel:
Nicht jede K-Einbettung ist ein K-Automorphismus.
K =Q L=q(V?2)
p = 3 — 2 ist das Minimalpolynom von /2
Die Nullstellen von p sind /2, ¥/2 * ei*%T”, 2 * e 5
Dann ist 07 mit o1(3/2) = ¥/2 ein K-Automorphismus.
Aber oy mit g9(V/2) = V2 * %5 ist kein K-Automorphismus,
da L, ¢R und L CR

Eine endliche Korpererweiterung L von K heifit Galois-Erweiterung, wenn
jede K-Einbettung von L in C ein K-Automorphismus ist.

Beispiel: Q[v/2] ist keine Galois-Erweiterung.

L heifit Zerfallungskorper iiber K, wenn es ein Polynom f gibt, mit L = K(a1,---

wobei a1, , a, Nullstellen von f sind.

Beispiel:

Q(V2,e55) = Q(V2, /2 * €5 2 x & 7F")

ist ein Zerfillungskorper. Dabei ist f = 23 — 2.

Satz 6.4.1 Sei L ein endliche Erweiterung von K <
1) L ist Galoiserweiterung von K
2) L ist Zerfillungskorper iber K

Beweis:

1>2
Da [L : K] endlich, gibt es ein v mit L = K (7). Sei p das Minimalpolynom
von v Uber K. Seien a1, - , ay, die Nullstellen von p.
Dann ist K(a1,--- ,ay) ein Zerfiallungskorper.
L=K(y)=K(o,- - ,0n)
Da vy € {a1,- - ,an} ist K(y) C K(a1, -+ ,ap)
“D” Da p irreduzibel ist, gibt es zu jedem «; eine K-Einbettung o
von K() in C mit o(y) = «;
Da L eine Galoiserweiterung ist, ist L, = L
o(y)=a;€L>ay, - ,an, €L
K(y)=L2K(a, -+ ,an)

2>1

Sei f ein Polynom und a4, - - - , o, die Nullstellen von f mit L = K (ay, - - -

Sei ¢ eine K-Einbettung. z.Z.: L, = L.
Da «; Nullstelle von f ist, ist o(«;) Nullstelle von f.
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Da o injektiv ist, ist {o(a1), -+ ,0(an)} ={a1, - ,an}
Also L, = K(o(a1),- -+ ,0(an)) = K(ag, -+ ,a,) =L

Folgerung 6.4.1 Ist L eine Galoiserweiterung von K und p ein irreduzibles Polynom
aus K|[z], besitzt p eine Nullstelle von L, so sind alle Nullstellen von p aus L.

Beweis:
Sei a € Nullstellen von p mit o € L.
Sei B eine Nullstelle von p in €. Dann gibt es eine
K-Einbettung o von K(«) in € mit o(«a) = 8
Sei 7 eine Fortsetzung von ¢ auf L. Da L galloisch ist,
ist Ly =L > 7(a) =0(a) = € L.

Sei L eine endliche Erweiterung von K, dann sei
Gr.x = {o|o ist K-Automorphismus L}

Dann ist (Gr:x,0,1dr,) eine Gruppe.

Gr.x heiit Galoisgruppe von L iiber K.

Ein Koérper M heifit Zwischenkérper von L und K, wenn L C M C K.

Lemma 6.4.1 Ist M ein Zwischenkorper von K und L. Dann ist Gp.pr C Gr.k.

Beweis:
Sei o € Gr.p = Fiir alle a € M ist o(a) = a
= Firallea € K C M ist o(a) =a
=0 €Grk > Grm CGLk.
Da Gp.pr eine Gruppe ist, ist G, : M C Gp.ix

Sei H C Gr.x. Dann sei LY := {a € L|o(a) = a fiir alle 0 € H}.
Ich sollte doch Schlufl machen, aber ich muf das noch machen ! (Podewski)

Satz 6.4.2 Ist H < Gr.x, dann L® Zwischenkérper von L und K.

Beweis:
a € LY gdw o(a) = a fiir alle o € H.
DabeLl? ~a+beL?
Beweis:
ola+b)=0(a)+o(b)=a+bfirallec e H>a+be LY
2) a,be LY = axbe LY
Beweis:
wie 1)
3)Seia e L unda #0>a ' € LY
Beweis:
olat=o0(a) ' =afirallec € H>a '€ LY.
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Seien L, K Unterkorper von € mit K C L.
Sei G1.x = {o|o ist Automorphismus von L mit o | K = igx}

Wir hatten gezeigt:
1. Ist M ein Zwischenkoérper von K und L, dann ist Gr.pr < Gr.i

2. Ist H < Gp.k, dann ist L = {a € L|o(a) = a fiir all 0 € H}
ein Zwischenkorper von L und L¥ und heifit auch Fixkérper von H.

L heifit Galois-Erweiterung von K, wenn jede K-Einbettung von L in € ein K-Automorphismus
ist, d.h.:

Fiir jeden injektiven Homomorphismus ¢ von L in € mit ¢ [ K = idg
ist o[L] C L

Satz 6.4.3 Sei L eine Galois-Erwiterung von K
und M ein Zwischenkérper von L und K.
Sei H = Gar.x, dann ist M = L.

Beweis:
“C”
Seiae M und o € H=Gpu-r
=o(a) =a
—ae€ LY
“D”

Angenommen L \ M. Sei p € M[z] das Minimalpolynom von « iiber M.
Da a # M ist grad(p) > 2

Also gibt es eine Nullstelle 8 von p mit 8 # a.

(Da L eine Galois-Erweiterung von K ist, ist § € L).

Dann gibt es eine M-Einbettung 7 von M (a) in € mit 7(a) = S.

Da [L : K] endlich ist, ist [L : M ()] endlich. Also gibt es eine
K-Einbettung ¢ von L in C mit o [ M(a) = 7.

Da L eine Galois-Erweiterung von K ist, ist ¢ € Gr.-

Dao | M =idy ist 0 € Gr.k.

Dao(a)=B#a>=ac L f

Satz 6.4.4 Sei L eine Galois-Erweiterung von K und H < Gr.k.
Sei M = LY, dann ist Gr.r = H.

Beweis:
Nach Definition von M ist H C Gr..
Es geniigt zu zeigen: |Gr.p| < |H|.
Da [L : M| endlich ist, gibt es ein v € L mit L = M (v)
(Satz vom primitiven Element, S. 79).

Sei f = [lpen(z —o(7))
Dann gilt:
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L f(y)=0
2. grad(f) = |H|
3. f € Mz]
zu 3)
SeitTe H

fr= ngH(-T —7(o(y) = ngH(x —a(y)=f

Also sind alle Koeffizienten von f aus M, somit ist f € M|z].
Sei p das Minimalpolynom von <y iiber M. Dann ist
grad(p) < grad(f) = |H| und [L : M] = |M(«a) : M| = grad(p) < |H|.
|GL:M| = |GM(a):M| < gTad(p) < |H|

Satz 6.4.5 (Fundamentalsatz der Galois-Theorie)

Sei L eine Galois-Erweiterung von K. Dan ist die Zuordnung M — Gr.nr, wobei
M ein Zwischenkérper von L und K ist, eine bijektive Abbildung der Menge aller Zwi-
schenkorper auf die Menge aller Untergruppen von G, : K
Ferner gilt:

Der Fizkiorper von Gr.pr ist M

Beweis:
1. injektiv:
. Seite 83 H
Sei GL:M1 :GL:MQZH b M, =L" = My

2. surjektiv:
Seite 84
Sei H < Gru. Sei M =L "™ Gy =H

Sei H = Gr.x. Nach dem Satz von Seite 83 ist L7 = M.

Lemma 6.4.2 Sei L eine Galois-Erweiterung von K und sei M ein Zwischenkdrper
von L und K.
Ist M eine Galois-Erweiterung von K, dann ist Gr.p < Gr.x und Gr.x /Gr.m = Gur:x

Beweis:
Sei 0 € Gr.x. Dann ist o [ M eine K-Einbettung von M in C.
Da M iiber K eine Galois-Erweiterung ist, ist o | M € Gur.i
: Grxk — Guk

Sei ¢ : { o o oM

Dann ist ¢ ein Homomorphismus, da co7 [M =00 [ M o7 [ M

Behauptung: Kern(¢) = Gr.pm

Beweis:
o€ Gr.y, gdw. o | M = idy, gdw. o € Kern(p).

Behauptung: Bild(¢) = Gark

Beweis:
Sei 7 € G- Dann gibt es eine K-Einbettung ¢ von L in C,
die 7 fortsetzt. Da L iiber K eine Galois-Erweiterung ist, ist ¢ € Gr.x
Dao | M =7, ist 7 € Bild(¢)
GM:K = Bild(¢) ~ GL:K/KGTn(¢) = GL:K/GL:M-
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7 Losbarkeit von Gleichungen durch Radikale

7.1 Definitionen

ZIEL: Sei K ein Korper und f € K|z].
Gesucht sind die Losungen von f(z) = 0.

Beispiel:
> +axz+b=0
Tip=—244/C —

f(xz) = 0 heifit durch Radikale l6sbar, wenn man die Losung mit den sechs Grundre-
chenarten finden kann, d.h. mit Hilfe von:

1. der Addition

2. der Subtraktion
der Multiplikation

der Division

evo W

potenzieren

6. n-te Wurzel zichen

Ein Oberkoérper L von K heifit Radikalerweiterung von K, wenn es ay,--- , oy, gibt,
mit mq,--- ,my, und:

1. L=K(oq, -+ ,0p)

2. o e K(o, - ,04-1)

f(z) = 0 ist durch Radikale 16sbar,wenn es eine Radikalerweiterung L von K gibt, die
alle Nullstellen von f enthilt.

Wir hatten einen Oberkérper L von K eine Radikalerweiterung genannt, wenn es a1, - - , ay
und mq, -+ ,my gibt, mit:

1. L=K(oq, - ,ap)
2. o e K(o,  ,a-1)
Sei f(z) € Klz], 1, -+ ,Bn die Nullstellen von f(z) und N = K(B1, -, Bn)-
f(z) = 0 ist durch Radikale lésbar,
wenn es eine Radikalerweiterung L von K gibt mit N C L.
Man sagt dann auch f(z) = 0 ist auflgsbar.
ZIEL:

1. Ist f(z) = 0 auflésbar, dann ist Gn.x auflgsbar.

2. Ist f(z) = 2° —r*z + 3, dann ist G . ~ S5 und somit ist Gy.x nicht auflésbar.
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7.2 Radikalerweiterungen

ZIEL:
Ist L eine Radikalerweiterung von K, dann gibt es My C M; C -+ C M; mit

1. My =K, L C M; und M; ist Galois-Erweiterung von K
2. M;4 ist Galois-Erweiterung von M; und Gz, ,:0; ist abelsch.

¢ heif}t n-te Einheitswurzel, wenn £ = 1.

¢ heiBt n-te primitive Einheitswurzel, wenn &,£2,--- | ¢ alle n-ten Einheitswurzeln sind.
Beispiel:
2xkxw*i _ xkxT . . Axk*T\ ¢ . . .
e n = cos(FT) + i x sin(<2") ist eine n-te Einheitswurzel.

e X7 ist n-te primitive Einheitswurzel.
Lemma 7.2.1 Sei L eine Galois-Erweiterung von K und & eine n-te primitive Einheits-
wurzel, dann gilt:

1. L(&) ist eine Galois-Erweiterung von K.
2. Gre).r st abelsch.

Beweis:

Behauptung:
Ist G eine K-Einbettung von L(¢) in C,
dann ist o(¢) = &* fiir ein k£ mit 0 < k < n.

Beweis:
¢ ist Nullstelle von z" — 1 = f(z).
Da f, = f, ist 0(¢) eine Nullstelle von z" — 1
>~ (&) Einheitswurzel.
> Es gibt ein k mit o(¢) = ¢*

zu 1:
Sei ¢ eine K-Einbettung von L(§) in C.
o[L(€)] = L(o(£)) = L(E") C L(¢)
> o ist ein L-Automorphismus
= L(&) ist eine Galois-Erweiterung.

zu 2:
Seien T,0 € GL(f):L
> Es gibt &k, mit o(¢) = &k, 7(¢) = ¢
=ooT(§) =0(¢') =a(§) = (&) = &
Too(§) = 1(¢F) = 7(&)*F = (€)F = ¢+
Da es nur eine Einbettung o gibt, mit o(¢) = ¢k
>TOoOO =00T
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Lemma 7.2.2 Sei L eine Erweiterung von K, die eine n-te primitive Einheitswurzel
enthdlt.
Ist o™ € L, dann gilt:

1. L(«) ist eine Galois-Erweiterung von L.
2. Gr(a).L st abelsch.

Beweis:
Sei £ € L eine n-te primitive Einheitswurzel.
Behauptung:
Ist o eine L-Einbettung von L(a) in C.
Dann gibt es ein k mit o(a) = o * &F
Beweis:
Sei a = o™ € L. Da « Nullstelle von z" — a ist,
ist auch o(a) Nullstelle von z" — a.

Somit ist @)":%:%:%:1_

Also ist UTO‘) eine n-te primitive Einheitswurzel,

also gibt es ein k mit @ =& - o(a) =& *a

zu 1:
Sei o eine L-Einbettung von L(¢) in C
= G[L(e)] = L(G(a)) = L(a * €*) = L(a).
Also ist ¢ ein L-Automorphismus.

zu 2:
o,T € GL(a):L-
Dann gibt es [ und k mit o(a) = a * ¥ und 7(a) = a * &
Too(a) = a*x &tk ocor(a) = ax €tk
Da es nur ein o mit o(a) = o!** gibt
~TOO =00T.

Frage:

Sei L eine Galois-Erweiterung von K und N eine Galois-Erweiterung von L.
Ist N eine Galois-Erweiterung von K 7
Anzwort:
Nein: nicht immer. Sei K =Q. Sei L =Q(+/2).
Sei N der Zerfallungskorper 23 —+/2. Aber N ist keine Galois-Erweiterung von K.

Satz 7.2.1 Sei L eine Galois-Erweiterung von K und o™ € L. Dann gibt es a1,--- , am €C
mit:

1. ae{ay, - ,an}

2. o} €L

3. L(oq,- - ,ay) ist Galois-Erweiterung von K.
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Bewelis:
Seia=a"™ € L.
Sei g = [lneq, ., (@" — o(a)).

Seien aq,- - , o, die Nullstellen von g und M = L(ay,- - , ap)-
Dann gilt:
zu 1:
o € {041,- e ,an}, da idr, € Gr.k-
zu 2:

Da «; Nullstelle von g ist, gibt es ein ¢ mit ¢; ist
Nullstelle von z" — o(a).
= of = o(a).
Da L eine Galois-Erweiterung von K
> o(a) € L.
zu 3:
Sei 7 eine Einbettung von M = L(ay,+- ,ap) in €
= 7[M] = L(m(a1), -+ ,7(apm))
Es geniigt z.Z.: 7(e;) € {1, -+, }, denn
dann ist 7[M] C M.
Da L eine Galois-Erweiterung von K, ist 7 | L € GL.x-
Da «; Nullstelle von g ist, gibt es o € GL.x
mit «; ist Nullstelle von z™ — o(a).
> 7(a;) ist Nullstelle von z" — 7(o(a)).
Da 1 oo € Gr.x > 7(«;) ist Nullstelle von g.

Satz 7.2.2 Sei L eine Galois-Erweiterung von K und a €C mit o™ € L.
Dann gibt es eine Kette

MyC M C---C M,
mit

1. L =My, L(a) C M; und M ist Galois-Erweiterung von K.
2. My ist Galois-Erweiterung von M; und G, .01, it abelsch.

Beweis:
Sei MO = L.
Sei My = My(€) mit ¢ ist n-te primitive Einheitswurzel.
1. M; ist eine Galois-Erweiterung von K
2. M, ist eine Galois-Erweiterung von My und G, .n, ist abelsch.
Da o™ € My, gibt es a1, -+ , oy, €C mit
a € {ai, ,an}, af € My und Mi(ai,: - ,ay) ist Galois-Erweiterung von K.
M1 = M;(oy) fiir i > 1.
Dann ist @ € My,4+1 und somit L(a) C M4
und M;y, ist Galois-Erweiterung von M; mit Gy, .0, abelsch
nach dem Lemma von Seite 87.
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7 Losbarkeit von Gleichungen durch Radikale

Folgerung 7.2.1 Sei L eine Radikalerweiterung von K.
Dann gibt es eine Korperkette
MyC--- C Mg
mit
1. My=K, L C M.
2. M;y1 ist eine Galois-Erweiterung von M; mit Gy, :m; abelsch.

3. My, ist Galois-Erweiterung von K.

Sei f € K[z] und F der Zerfillungskérper von F'.
Wir wollen zeigen:
Ist f(z) = 0 auflosbar, dann ist Gp.x auflésbar.
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7 Losbarkeit von Gleichungen durch Radikale

7.3 Mehr iiber auflosbare Gruppen

Lemma 7.3.1 Ist G auflésbar und ¢ ein Homomorphismus von G, dann ist ¢|G| auflosbar.

Beweis:
G auflosbar, d.h. Es gibt eine Kette von Gruppen
Go2G12---Gh.
mit:

1. Gy =Gy, ,G; = {e}

2. Gi+1 < G

3. Gi/Giy1 ist zyklisch.
Sei H; = ¢[G;]. Dann gilt:

Hy2> H,y2---2H,.

und
1. HO = ¢[G], Hl = {6}
2. Hiy1 < H;
Beweis:
Sei ¢(a) € H;. Dann gilt:
é(a) * Hi1q
= ¢(a) * ¢[Gi1]
= ¢la* Giy1]
= ¢[Giy1 * a]
= ¢[Git1] * #(a)
= H;1 % ¢(a)
3. H;/H; 1 ist zyklisch.
Beweis:

re { Gi/Gix1 — H;/Hi,y
) a * Gi—|—1 — ¢(a) * Hi—|—1
Behauptung 1: ¢ ist wohldefiniert.
Beweis:
a*xGiy1 =b*xGiqq
> $(a) * Hyz1 = (a) * $[Git1] = dla * Gip]
¢plb* Gip1] =+ = ¢(b) x Hipa
Behauptung 2: ¢ ist Homomorphismus.
Behauptung 3: ¢ ist surjektiv.
Da das homomorphe Bild einer zyklischen Gruppe zyklisch ist,
ist H;/H; 1 zyklisch.

Lemma 7.3.2 Sei ¢ ein Homomorphismus von G.
H, < ¢|G) =: H. Dann gilt:

1. G, = {a|¢(a) € Hl} 4G
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7 Losbarkeit von Gleichungen durch Radikale

Beweis:
Se”/}'{ a — axH
Sei ¢ = 1) o ¢. Dann ist ¢ ein Homomorphismus von G auf H/H;.
Behauptung: Kern(¢) = Gy

Beweis:
(l;”
Seia € Gy
- ¢(a) € Hy
= ¢(a) * Hy = Hy
- gb(a) = Hl_
> a € kern(¢)
“g”

Ist a € kern(¢)
- (15((1) x H = Hy
>~ ¢(a) € Hy
-a € G
Es gilt: G/Kern(¢) ~ Bild(¢) =~ G/G1 ~ H/H;
Satz 7.3.1 Sei ¢ ein Homomorphismus von G. Ist Bild(¢p) auflosbar und Kern(¢)
auflosbar, dann ist G auflosbar.

Beweis:
Da ¢(b) auflosbar ist, gibt es
mit

1. Hy = Bild(¢), Hy = {e}
2. Hiy1 < H;
3. H;/H; 1 zyklisch
Sei G; = {a|¢(a) € H;}
Dann ist:
GoCG1C--CGn
1. Gy = G, Gy, = kern(¢)
2. Gi+1 < G
3. Gi/Gi+1 ist zyklisch
Beweis:
¢i=¢ | Gi.
Dann ¢[G;] = H; und H; 1 < H;.
Also Gi11 < G; und Gy4+1/G; = H;1/H; nach dem Lemma von Seite 90.
Da Kern(¢) auflosbar ist, gibt es
G D Gyt D+ Gy
mit
1. Gy = Kern(¢)
2. G¢+1 < G
3. Gi/Gi41 ist zyklisch.
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7 Losbarkeit von Gleichungen durch Radikale

Lemma 7.3.3 Ist G abelsch, dann ist G auflosbar.

Beweis: (Induktion iiber |G|)
Gl =1 v
Sei |G > |1.
Sei p Primzahl mit p| |G|.
Also gibt es ein a € G mit ord(a) = p.
Sei H =< a >. Dann ist H zyklisch und somit auflésbar.
Da G abelsch ist, ist H <1 G.
| G - G/H

¢ { a — axH
¢[a] ist abelsch und |¢[G]| < |G| nach dem Satz von Lagrange.
Nach Induktionsvoraussetzung ist ¢[G] auflosbar.
Da Kern(¢) = H auflosbar ist > G ist auflosbar.

Folgerung 7.3.1 Sei G eine Gruppe. Gibt es
Go2G1 220G
mit

1. Go=G,--- ,G; = {e}

2. Gi41 <4 Gj

3. Gi/Git1 ist abelsch
Dann ist G auflosbar.

Beweis:

Durch Induktion iiber i zeigen wir:

Gy_; ist auflosbar
i:O>Gl_i:Gl:{6} \/
Sei ¢ > 0. Dann ist

Gi_(i-1) <G
Sei ¢ - { Gi1 = Gii/Gioy

a = a* Gl,(ifl)

Dann ist ¢[G;_;] abelsch nach 3.
Also ist nach dem Lemma von Seite 92 ¢[G;_;] auflosbar.
Kern(¢) = G;_(;_1) ist nach Induktionsvoraussetzung auflosbar.
Also ist G;_1 auflosbar.
Da G = G._; ist G auflosbar.
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7.4 Auflosbare Gleichungen

Sei f(z) € K|z] mit grad(f) > 1.
Sei ay,+++ , ap die Nullstellen von f.
F=K(ai, - ,an).

Satz 7.4.1 Ist f(z) = 0 auflosbar, dann ist Gp.x auflosbar.

Beweis:
Wir hatten gezeigt:

Ist f(z) = 0 auflésbar, dann gibt es eine Kette von Koérpern

MyC M C---C M,

mit
1. My=K, ai, - ,a, € M
2. L := My, ist Galois-Erweiterung von K
3. M;41 ist Galois-Erweiterung von M;
4. G,y y:0; 18t abelsch

Sei G; = G'.p;. Dann gilt:
Go2G12---2G

mit:
1. Go = Gr:x, Gi = My, = {idr}
2. Gi+1 < G
3. G;/G;y1 ist abelsch

Beweis:

Da M;1 eine Galois-Ereiterung von M; und L eine
Galois-Erweiterung von M; ist

= Gr:Miy, <Gy und Gro, /Gramiy, = Gy

Da Gijy1 = GL:MH—I’ G; = GL:Mi ist und GMH—13M7,' abelsch ist

= G;/G;y1 ist abelsch.
Also ist nach der Folgerung von Seite 92 Gr.x auflésbar.
Da F der Zerfallungskorper von f iiber K ist,
ist F' eine Galois-Erweiterung von K.
Da a1, ,a, € L, ist F Zwischenkorper von K und L.
Also ist Gr.p < Gp.x und GL:K/GL:F =~ Gp.x
Sei ¢ : Gr.x — Gr.x ein Homomorphismus auf Gp.k.
Da Gr.x auflosbar, ist Bild(¢) = Gp.x auflosbar.

Satz 7.4.2 f(z) = 2° — 6 x z + 3 ist nicht auflisbar diber Q

Beweis:
Behautpung 1: f ist irreduzibel
Beweis:
311 3|6 3|3 und 32¢3
Also ist nach Eisenstein f irreduzibel iiber Q.
Somit besitzt f 5 Nullstellen ay,--- , a5
Behautpung 2: f besitzt genau 3 reelle Nullstellen
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7 Losbarkeit von Gleichungen durch Radikale

Beweis: (Kurvendiskussion)

f,(x)=5*x4—6:5*(:c2+\/é)*(x_p {1/%*(:5_4\1/%)

. § . .
/
z /,“
/ > /
N
|

oBdA Seien aq, as die nichtreellen Nullstellen.
flx)=2°—6+2+3
Wir hatten gezeigt: f hat 5 Nullstellen aq,--- , a5 €R und a1, as ¢R
F = K(ai, -+ ,as) ist der Zerfallungkérper von f itber K.
Wir wollen zeigen:
Grq@ =S5
Sei 0 € GF.g- Sei «; eine Nullstelle
- o(a;) € {aq, -+, a5}
Da o injektiv ist, gibt es genau eine Permutation 7, mit
o(a;) = ag, (1)
G F:Q — 55
o = 7O
Behauptung 3: 7 ist Monomorphismus
Beweis:

Sel 7:

0,7 € Gp.Q 2.4. Tgor = Ty © Ty
oo 7(e) = o(7(ai)) = olar, (i)
= Tgor = Ty © Tr (1) = Qg (74 (1))
> Mgor = Tgor = Mg O Tr.
Kern(m) = {idr}
Tg = id{l,...75} = o(ey) =a; = 0 =1dp
Sei H = W[GF;Q] < Ss.
Wir wollen zeigen: H = Ss.
Behauptung 4: 5 teilt |H|
Beweis:
Da f irreduzibel ist, ist
[Q(en) :Q] = grad(f) =5
= Da [F :Q] = [F :Q(en)] * [Q(e) :Q]
= 5 teilt [F:Q]
Da F eine Galois-Erweiterung ist, ist [F' :Q] = |FF.q|
> b teilt |GF;Q|
7 Monomorphismus > 5 teilt |H|.

94



7 Losbarkeit von Gleichungen durch Radikale

Behauptung 5: H entilt den Zweierzyklus (0,1)
Beweis:

Sei ¢ : F —C mit o(a) = a.

Da F eine Galois-Erweiterung von Q > o € Gr.g

Da a; ¢R> o(a1) # a1 > o(a1) = az

a ¢R> o(ag) # ag > o(a2) = o

o(ai) = o fiir 1 > 2

-7, =(0,1) € H

Aus Behautpung 4 und Behauptung 5 = H = S5
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8 Konstruktion mit Zirkel und Lineal

8.1 Definitionen

Sei M ein Menge von Punkten mit |M| > 2.
Folgende Konstruktionen sind erlaubt:

1. Durch zwei verschiedene Punkte aus M eine Gerade zeichnen.
G heifit dann M-Gerade.

2. Die Strecke @Q1Q2 zwischen zwei Punkten aus M in den Zirkel nehmen und den
Kreis K um einen Punkt P € M zeichen.
K nennt man auch M-Kreis.

Wir nennen einen Punkt P in einem Schritt aus M konstruierbar, wenn gilt:

1. PeM

2. P ist der Schnittpunkt zweier nicht paralleler M-Geraden
3. P ist ein Schnittpunkt einer M-Geraden und eines M-Kreises

4. P ist Schnittpunkt zweier M-Kreise mit verschiedenen Mittelpunkten

Eine Menge N von Punkten ist in n Schritten aus M konstruierbar, wenn gilt:
Ist M = N, dann ist N in 0-Schritten konstruierbar.
Ist N in n Schritten aus M konstruierbar und P in einem Schritt aus N
konstruierbar, dann ist N U {P} in n+1 Schritten konstruierbar.
N heifit konstruierbar, wenn es ein n gibt, mit N ist in n Schritten konstruierbar.
P ist konstruierbar, wenn es ein konstruierbares N gibt mit P € N.
Wir wihlen Py, Pi € M mit Py # P;.
Wir legen ein Achsenkreuz so in die Ebene, daf§
Py = () und Py = (p)

Ji

0 PO 1P1

Dann wird jedem Punkt ein Paar (r,r2) zugeordnet.
FaBt man R? als C auf, dann ist Py = 0 und P; = 1.
Sei N CC. Sind Py, P, € N mit Py # P;, dann ist

G = {P() + 1% (P1 — P0)|t ER}
eine N-Gerade.
Sind @, Q1,Q2 € N, dann ist

{QQ — Qo| = Q1 — Q2[}

ein N-Kreis.
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8.2 Ein notwendiges Kriterium fiir die Konstruierbarkeit

Sei M CC, dann bezeichne Kj; den kleinsten Kérper mit:
a+bxieM>abe K
K13 =Q
Wir werden zeigen:
Ist P aus M konstruierbar, dann ist [Kps(P) : K] = 2! fiir ein [.
Wir nennen einen Unterkérper K von C zulissig,
wenn fiir a,b ER mit a+¢+xb€ K > a,b € K.

Beispiel:
1. Ky ist zuléssig, da Ky CR
2. Q(4) ist zuléssig
3. Ist K zuliissig und o €R mit o € K, dann ist K («) zulissig

Beweis: zu 3:

I. Fall: a € K
- K(a) =K Vv

I1. Fall: sonst
Da o? € K ist, sind 1 und « eine Basis von K («) iiber K.
Seiz=a+bx*i € K(a) mit a,b €R
Dann gibt es 21 = a1 + by x4 und 23 = ag + be ¥4 € K mit:

z2=21% 14+ 20«

=z=a1+b*xi+tala+b*xi) = (a1 +axaz)+ (b +axbg) x4
Da K zulissig ist, sind a1,a9,b1,b0 € K
bl+a*b2:b€K(a)

Satz 8.2.1 Ist K zulissig und ist P in einem Schritt aus K konstruierbar, dann gibt es
ein a €R mit o? € K und P € K(a)

Beweis:
LFall: P e K
Seia=1 Vv
II. Fall: P ist der Schnittpunkt zweier nicht paralleler K-Geraden G und H.
Dann gibt es Py, P1,Qo, Q1 € K mit
1. G= {P() + T (P1 —P())‘t ER}
2. H={Qo +t*(Q1— Qolt €ER}
3. (P — By) und (Q1 — Qo) sind linear unabhingig
4. Pe HNG
Seien a, b, c,d, e, f ER mit
(P1 —Po) =a+bxie K
(Qo—Q1)=c+d*xie K
(Qo—P)=e+ fxie K
Da K zulissig > a,b,c,d,e, f € K
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Da P e GNH > Es gibt t,s € R mit
Py+tx (P —Py) =P =Q+sx*(Q1— Qo)
1+ (PL—Py)+5%(Qo—Q1)=Qo— P
txa+sxc=ce

txb+sxd=f
Da (P, — Py) und (Qo — @1) linear abhingig sind, folgt
a c
b oafro
. a c e c
Dann ist b d‘EKund‘f d eK
e c
d
a c
b d
P:P0+t*(P1—P0)EK
a=1

III. Fall: P ist ein Schnittpunkt eines K-Kreises H und einer K-Geraden G
Dann gibt es: Py # P; und Qq, Q1, Q2 mit:
1. G:{P0+t*(P1—P0)‘t ER}
2. H={Q| |Q — Q| = Q2 — @1}
3. PcHNG
= |Po+t* (P, — Py) — Qo] = |Q2 — Q1
Seien a,b,c,d, e, f €R, so daf} :
a+bxi=P—FPeK
c+dxi=P)y— Qo€ K
e+ fxi=0Q1— Q€K
= a,b,c,dye, f € K
Pi#Py>a?+b2#0»p=2ugbd c g

204 p2
24d? e f2 b
—/ = cK

~q= PRERS)

Es gibt:
e + f2
=[Q2 — Q1]
= [tx (P — Py) + (P — Qo)
=t2x(a?)+ (c)? +2+t*a*c+ (t xb+a)?
=t2xa? + P+ 2xtxaxc+t?xb2 +d?>+2xtxbxa
=t2x(a®>+ ) +2xt*(axc+bxa)+c+d?
>-t2+2*t* a*c+b*d_|_ A4d?—e?—f? -0

a2_|_b2 a2+b2
—t2+2%txp+qg=0
=t=-pt+p®—q

Seia=+/p2—q>-a’=p’—q€ K >tec K(a)
=P=Py+t*x(P,L— P) > P e K(a)
DaPceRundt ER>a=t—p€ER
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IV. Fall: Sei P der Schnittpunkt zweier K-Kreise G und H,
die nicht denselben Mittelpunkt haben
Dann glbt €S P(), Pl, PQ, Q(), Ql; Q2 mit:
L H={Q||Q - K| =|P — P}
2. G={Q| |Q — Qo| = Q1 — Q2[}
3. PeGNH
4. Py # Qo
> Es gibt a,b,c,d, e, f,g,h €ER mit:
a+bxi=Qp €K
ct+dxi=PyeK
et fri=P—P €K
g+thxi=Qs— Q1 €K
- a,b,c,d,e,f,g,h €K
mr=2x(-a®? -V +P+a’+e+f2-g*—h?) €K
c—q€eK d-beK
Behauptung 1: Die Losungsmenge von (¢ —a) *z + (d —b) xy =1
ist eine K-Gerade F'
Beweis:
DaPy#Qyp>>c—a#0oderd—b#0
Also ist Ry = r/(c — a) eine Losung oder Ry = r/(d — b)
eine Losung der Gleichung.
Eine Losung Ry des Gleichungssystems (¢ —a) *z+ (d —b) xy =0
ist Ry = (d —b) +1i*(a—c).
Dann sind Ry, R1 = Ry + Ry € K und die Lésungsmenge
der Gleichung ist F' = {Ry +t * (R1 — Ry)|t €R}.
Behauptung 2: Ist P e GN H,
dann ist P eine Losung von (¢ —a) xx 4+ (d—b) vy =7

Beweis:
SeiP:x+z’*yeHﬂG>—\P—P0|:|P1—P2\.
[P —Qo| = Q1 — Q2

(z—a)?+ (y—b)? =e* + f2

(z—c)?+(y—d)?=g"+h’

22 —2xaxxz+a’+y? —2xbxy+b> =€+ f?

22 —2xcxx+E+y? —2xdxy+d> =g>+ h?

2% (c—a)*z+2*(d—b)xy=—a’+c2 > +d>+e+ f2—g> - h?

=(c—a)xz+(d—-b)xy=r,
wobei 7 = £ % (—a? + 2 — b +d? + €2 + f2 — g> — h?)

Also P € G N F. Nach Fall 3 gibt es dann ein a €R, mit:
a,bERunda+bxi €M >a,be K

Bemerkung 8.2.1 Ist M = {0,1}, dann ist Ky =Q.
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Satz 8.2.2 Ist N CC in n-Schritten aus M konstruierbar, dann gibt es eine Kette von
zuldssigen Korpern mit:

LyCLi C---CLp
mat:

1. Ly =Ky, Ly = Ly(3),---N C L,
2. Es gibt ein o; €R mit o € L; und Liy1 = Li(y).

Beweis: (Induktion iiber n)
Ist n =0, dann ist N = M. Ly = K ist zulésig.
> Lo(i) = Ly ist zuldssig und M C L.
Sei N in n+1-Schritten aus M konstruierbar.
Dann gibt es ein p € N, so daf :
N\ {P} ist in n-Schritten konstruierbar
P ist in einem Schritt aus N \ {0} konstruierbar
Also gibt es nach Induktionsvoraussetzung eine Kette von zuldssigen
Korpern Ly C Ly C --- C Ly, mit:
1. Ly = Ky, Ly = Kpg(i),--- N\ {P} C Ly
2. Es gibt o; €R mit o? € L; und Liy1 = Li(;)
Dann ist N \ {P} C Ly, und P ist in einem Schritt aus Ly konstruierbar.
Nach dem Satz von Seite 97 gibt es ein oy, €R mit afn €L,
P € Lp(am) =: Lypt1 = N C L.

Folgerung 8.2.1 Ist P aus M konstruierbar, dann [Ky(P) : K| = 2¢ fiir ein 1.

Beweis:
Da P konstruierbar aus M ist, gibt es eine Kette von Korpern Ly, -+ , Ly, mit:
1. Pe Ly,
2. [Li+1 : LZ] S 2
(L« Kag) = 17 [ Liva = Li] = 2" fiir ein K.
> Es gibt ein [ mit [Kp(P) : Kp] = 2.

Delisches Problem (Wiirfelverdopplung)

Gegeben sei ein Wiirfel W.

Ist aus W ein Wiirfel V' mit doppeltem Volumen konstruierbar ?

Ein Wiirfel ist gegeben durch zwei Ecken Py, P; und eine Kante mit Py # P;.

Ein Wiirfel V' ist aus W konstruierbar, wenn zwei Ecken )1, @2 und eine Kante aus
Py, P, konstruierbar sind.

Wir setzen: Py = 0 und P; = 1 und erhalten K,; =Q.

Ist Q1,Q2 aus Q konstruierbar > |Q1 — Q2| = b ist konstruierbar aus Q.

= [Q: b] = 2! fiir ein /.

Sei das Volumen von W = 1. Sei das Volumen von V = 2.
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> b3 = 2 > b ist Nullstelle von 23 — 2 = 0.
Da z3 — 2 irreduzibel ist, gilt: [Q(b) :Q] = 3.

Quadratur des Kreises

Gegeben sei ein Kreis K durch P; mit dem Mittelpunkt Py und Py # P;.
Ist ein Quadrat konstruierbar aus P und P; mit gleichem Flicheninhalt ?
NEIN !

Seien Py =0 und P, = 1.

Angenommen zwei Ecken einer Kante (01, Q2 des Quadrates sind konstruierbar.
|Q1 — Q2| = b ist konstruierbar.

[Q(b) :Q] = 2! fiir ein [.

b ist algebraisch > b? ist algebraisch.

sDab?=1*xnr=mn

>~ 7 ist algebraisch. f Da 7 transzendent.
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8.3 RegelmadBige n-Ecke

Ein regelméfiges n-Eck heifit konstruierbar,

wenn e* = konstruierbar ist (aus {0,1}).

ZIEL: Ist das regelmifige n-Eck konstruierbar, dann ist n = 2" % py - - - py,
wobei p1,-- -, pr paarweise verschiedene Fermatsche Primzahlen sind.

p heifit Fermatsche Primzahl,
wenn es ein k gibt, mit 22° +1=p. (3=22"+1,5=22" +1,17=22" 4+1-..)

21
D |1
2% 1 . .
e n =cos(EL) + i * sin(EL)
2% T*g . 2*71'*’L'*l
Lemma 8.3.1 Ist e » konstruierbar, so auch e n

Beweis:
[ = 1: Voraussetzung.

2%

Angenommen: e » *! ist konstruierbar.
. . . . . . 2% w4 .
Sei F der Einheitskreis. Sei K der Kreis um e » *' mit

2% rxq

dem Radius |1 —e™» |.
Dann ist e?*™*(+1) ¢ ENK.

Folgerung 8.3.1 Ist das regelmdfige n-Eck konstruierbar und m|n.
Dann ist das regelmdfige m-Eck konstruierbar.

Bewels: Seil €N mit m *1 = n.
. 2% m*i 2% mxixl .
Danniste m =e =» konstruierbar.

€ heiflt n-te Einheitswurzel, wenn € Nullstelle von z" — 1 ist.

2% Txg

Beispiel: e = e »

¢ heiBt n-te primitive Einheitswurzel, wenn {¢*|k €N}

2kTr*d

die Nullstellenmenge von z™ — 1 ist. Beispiel: e = e =

Lemma 8.3.2

2% *i

1. e n

*k st primitive n-te Einheitswurzel

2. ggT(n, k) =1
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Beweis:
1>2:
Sei e *k primitive n-te Einheitswurzel.
2% *i

e n ist n-te Einheitsvgurzel. - s
Also gibt es ein I mit e"n = (e”n *F)l = n *F¥
. 1 _ 62*z*i*(k*l71)

= n|k xl —1 > Es gibt m mit:

l=nsm+kxl>ggT(nk)=1.

2% 1
n

2>1:
Sei ggT'(n,k) = 1. Dann gibt es [ und m mit 1 =n*xm + k * .

2% *i 2*;*1’ *(n*m—I—k*l) (62*2*1’ *n)m *(62*;’;*1' *k)l _ (62*77;*1' *k)l

e n = e =

(62*7r*i)m:1m:1

2%Tr*T <k 2% g

={(e"» )|l eN} = {(e"n )YI €N} ist die Nullstellenmenge von z" — 1.

Sei E,, die Menge der n-ten primitiven Einheitswurzeln, dann gilt:
|E,| = {K|0 < k < n mit ggT'(k,n) = 1}|.

Beispiel:
Sei p Primzahl, dann ist |Ey| =p — 1. [Ep| =p* (p—1)

Satz 8.3.1 Ist p Primzahl, dann Zf;ol z' irreduzibel iiber Q und P — 1 = (z — 1) * fi.

Beweis: )
siche Ubung !

Lemma 8.3.3 Ist p > 3 eine Primzahl und ist das regelmdffige p-Eck konstruierbar,
dann ist p = 2" + 1.

Bewelis:
2P —1=(z —1). f1 mit Zf:_ol z

2% xg

e=-e ? ist p-te primitive Einheitswurzel.

> € ist Nullstelle von fi. fy ist irreduzibel.

> [Q(e) :Q] = grad(f) =p — 1.

Ist € konstruierbar > Es gibt ein [ mit p — 1 = 2!

Folgerung 8.3.2 Das regelmdflige 7-Eck ist nicht konstruierbar.

Satz 8.3.2 Ist p > 3 eine Primzahl und ist das regelmdflige p-Eck konstruierbar, dann
ist p eine Fermatsche Primzahl.

Beweis:
Es ist nach dem Lemma von Seite 103 p = 2! + 1 fiir ein [.
Angenommen [ # 2" mit r aus N.
Dann gibt es eine Primzahl ¢ = 3 mit [ = ¢ x k.
Es gilt: (z — 1)|z7 — 1
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8 Konstruktion mit Zirkel und Lineal

—2k eingesetzt > (—2F — 1)|(—2%)7 — 1

Da g ungerade > (—2F —1)| — 2k*¢ — 1

=2k 12k p1=2+1=p

2k 41>1-2%4+1=p=241sk=[>qg=1 4

Satz 8.3.3 Ist p > 3 eine Primzahl, dann
f2 = Zﬁ;é aP*

irreduzibel und 27° —1 = (zP — 1) % fo

Bewels:
(WP —1)=(y— 1) * X5g ¢/ Seiy =2
(:131"2 —1) = (2P — 1)  fo.

Behauptung 8.3.1 Die Nullstellenmenge von fo ist Ep»

Beweis:
Sei € € Ep» > € ist keine Nullstelle von ¥ — 1.
> € ist Nullstelle von fs.
grad(f2) =p*(p—1) = |Ep|
Sei L der Zerfiallungskorper von 2" — 1 und sei n = [L :Q].

Behauptung 8.3.2 n=(p—1)*l mitl > 1

Beweis:
Sei £ eine p-te primitive Einheitswurzel.
Es gilt: Q(¢) C L.
Da, Z?;é o) irreduzibel ist, ist [Q(£) :Q] = p — 1.
Da E,2NQ(¢) = 0.
[L:Q(§)] > 1=mn=[L:Q]=[L:Q(§] *[QE) Q]
mit [L :Q(§)] = e > 1 und [Q(¢) :Q] = (p — 1).

Behauptung 8.3.3 fy = Z?;é xP*I st irreduzibel.

Beweis:
Sei fo = [1¥_, h; mit h; ist irreduzibel.
Sei € Nullstelle von h; =Q(¢;) = L
Da H; irreduzibel ist, gilt
grad(h;) = [Q(&) :Q) = [L :Q] = n.
=p*(p—1) = grad(f) :Zlegrad(hi) =kxn=kx(p—1)x*l
Dal>0»l=p»>k=1.

Folgerung 8.3.3 Ist p > 3 eine Primzahl, dann ist das regelmdfige p?-Eck nicht kon-
struierbar.

Beweis:

241
€e=¢e P .DamPQ—lz(:zp—l)*fQ
> € ist Nullstelle von fo.
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8 Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Da fs irreduzibel ist, gilt
[Q(e€) :Q] = grad(f2) = (p — 1) * p # 2! fiir alle | €N
> € ist nicht konstruierbar.

Folgerung 8.3.4 Das regelmdflige 9-Eck ist nicht konstruierbar.
Satz 8.3.4 Ist das regelmdfige n-Eck konstruierbar, dann
n=2"*pi-pg,

wobei p1 - - - pi paarweise verschiedene Fermatsche Primzahlen sind.

Bewels:

Es gibt paarweise verschiedene Primzahlen p; - -« pi > 3 mit n = 2" % pll1 -

Sei m ein Teiler von n. Dann ist das regelmifige m-Eck konstruierbar.
> l; = 1 und p; Fermatsche Primzahlen.
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8 Konstruktion mit Zirkel und Lineal

8.4 Die Menge der konstruierbaren Punkte

Sei M eine Menge von Punkten mit 1,0 € M.
Dann sei

M = {N|N ist aus M konstruierbar}
Wir werden zeigen:

1. M ist ein zulissiger Korper
2. (z—ay)*(x— ) € M[z] > a1,00 € M

Lemma 8.4.1 Sei G eine M-Gerade und P € M. }
Dann ist die Gerade H durch P parallel zu G einer M -Geraden.

P

P1
P2

Beweis:
Seien Pi,P» € M NG und P, # Ps.
Ist P € G. Dann sei H = G.
Sei K; der Kreis um P mit dem Radius P, P,.
Sei Sei Ky der Kreis um P, mit dem Radius P, P.
Dann sind die Schnittpunkte Q1, Qs € M.
Also sind die Geraden durch P und Q; M-Geraden.
Eine davon ist parallel zu G.

Lemma 8.4.2 Ist G eine M-Gerade und P € M. }
Dann ist die Gerade H durch P senkrecht auf G eine M-Gerade.
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8 Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Beweis:
Seien P, P, € M NG mit P, # Ps.
Sei K der Kreis um P; mit dem Radius P, Ps.
Sei K5 der Kreis um P, mit dem Radius P, Ps.
Seien @1, Qo die Schnittpunkte von K; und Ko.
Dann ist die Gerade H' durch 1, Q; eine M-Gerade.
Sei H die Gerade durch P parallel zu H'.

Sei die Gerade durch 0,1 die x-Achse. Dann ist G ein M-Gerade.
Sei Gy die Gerade durch 0 senkrecht auf G.

Dann ist G, eine M-Gerade.

Gy heifit auch y-Achse.

Lemma 8.4.3 Sind a,b € MNR, dann ist a+b*i € M.

bi a+bi

<

Beweis:
Sei H; die Gerade durch a senkrecht auf G.
Sei K1 der Kreis um 0 mit dem Radius b.
Sei b * ¢ der Schnittpunkt mit G.
Sei Hy die Gerade durch b * i senkrecht auf G,.
Dann ist der Schnittpunkt von H; und Hy = a + b * 1.

Lemma 8.4.4 M ist zulissig.
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8 Konstruktion mit Zirkel und Lineal

bi a+bi

<

b a
Beweis: B B
Seien a,b ER mit a + bxi € M. z.7.: a,b € M.
Beweis:

Sei H; die Gerade durch a + b * 7 senkrecht auf G.
Dann ist ¢ der Schnittpunkt von H; und G,.

Sei Hy die Gerade durch a + b * i senkrecht auf G.
Dann ist der Schnittpunkt von Hy und Gy gleich b * 1.
Sei K der Kreis um 0 mit dem Radius 00 * 4, dann

ist ein Schnittpunkt von K und G, gleich b.

Lemma 8.4.5 Sind P,,P, € M, dann ist P, + Py € M und P, — P, € M.

P1+P2

P2

P2-P1

Beweis:
Sei G die Gerade durch P; und 0.
Sei H die Gerade durch P, parallel zu G._

Sei K der Kreis um P, mit dem Radius P;0.
Dann sind die Schnittpunkte P, + P, und P, — P;.

Lemma 8.4.6 Sind P,,P, € M, dann ist Py x Py € M.
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8 Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Gy
K2
G
P
AN
G2
ﬂ 1+i
Na b c Gx
J 1 N
K1
Beweis: R R
Behauptung: Sind a,b €ERNM, dann ist a x b € M.
Bewels:
a=0o0derb=0 Vv

Seien also a, b # 0.
Sei G die Gerade durch 0 und 1 + 4.
Sei K; der Kreis um 0 mit dem Radius 1.
Sei P; ein Schnittpunkt von K7 und G.
Sei Ky der Kreis um 0 mit dem Radius b.
Sei P, der Schnittpunkt von K5 und G.
Sei (G die Gerade durch P; und a.
Sei GGy die Gerade durch P, parallel zu G;.
Sei ¢ der Schnittpunkt von Go und der x-Achse.
Dann gilt nach dem Strahlensatz:

1 _ 0P

—_729 pr—
2 c=c=axb

SeiP=a+bxiund Q=c+i*de M mit a,b,c,d €ER
> a,b,c,d e M

—axc—bxdeM,axd+bxce M

=P «Py=(axc—bxd)+(axd+bxc)xic M

Lemma 8.4.7 Ist P € M\ {0} = 5 € M
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G2 G1

Beweis:

Behauptung: Ist @ ERNM mit a # 0. Dann ist é eM.

Beweis:
Sei G die Gerade durch 0 und 1 + 4.
Sei K; der Kreis um 0 mit dem Radius 1.
Sei P; der Schnittpunkt von K7 und G.
Sei K9 der Kreis um 0 mit dem Radius 1.
Sei P, der Schnittpunkt von Ky und G.
Sei GG; die Gerade durch P, und 1.
Sei G2 die Gerade durch P; parallel zu G;.
Dann ist der Schnittpunkt von Go und der x-Achse ¢ =
da § = % = %
Sei Py =a+bxie M)\ {o} mit a,b €R.
~a,bEM>-ad®+ 02 #0eM
succﬁ€M> ﬁ,a}‘ﬁeM

1 —b :
P= o T ¥i e M.

1
a’

Folgerung 8.4.1 M ist ein zulissiger Korper.

Lemma 8.4.8 Ist 22 € M, dann z € M
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=1+bi
\ a2+l
1 ‘a2+1
2
Bewelis:
Behautpung: Ist a ER mit a> € M = a € M
Beweis:
~ 2 ~
Daa?e M » & € M.
a —|—1 a?+1 .

Sei K der Kreis um mit dem Radius =
Sei GG; die Gerade durch 1 senkrecht auf der x-Achse.
Sei P =1+ b*1i der Schnittpunkt von K und Gi.
Dann b € M.
Behauptung: a = £b
Nach dem P}thhagoras gilt:
B2+ (S5 Z1)2 = (222
1=

2 2
= b2 (f57)? — (@ +1) +1 = (451)?
b2 = a?
b = +a.

Sei Pea+b+imitabeRund P2 =c+d*ie M mit c,d €R.
Behauptung: P € M
Beweis:
P2=(a+bxi)*(a+bxi)=c+dxi
—a?—b=¢, 2%xaxb=d
- (%) - =c
=4xb* +4xbPxc—d>=0
>b2:—%*cj:%*\/c2+d2
Da b €R> V2 + d2 €R> b € M
~be M
>a:2%bel\;[
—a+bxieM

Folgerung 8.4.2 Ist (z — ay) * (x — ag) € M[z] > ay,00 € M

Beweis: 5
(z—a)*(z—a) =22 +p*xx+qmitpge M
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2
g =5+ —q
-y, a0 €M

Sei M eine Menge von Punkten mit 0,1 € M.
Dann war

M = |J{N|N ist aus M konstruierbar}.
Wir hatten gezeigt:

1. M ist ein zuléssiger Korper

2. Sind a, 8 €C mit (z — ) * (z — §) € M[z], dann sind «, 8 € M.

Satz 8.4.1 Ist F' eine Galois-Erweiterung von Ky mit [F @ Kpy| = 2! fiir ein 1, dann
ist F C M.

Beweis:
Da F' eine Galois-Erweiterung von Ky ist, ist |Gr.k,, | = [F : Ku]
Also ist G'r.k,, eine p-Gruppe mit p=2.
Wir hatten gezeigt:
Es gibt eine Kette von Gruppen
Ho 2 Hy D+ 2 Hyg

mit:
1. Hy = Gr:k,, --- Hx = {idr}
2. Hi—i—l < Hi
3. Hi/Hi—H %ZQ
Beweis:
Behauptung: Ist ¢ €R mit a> € M > a € M
Beweis:

Daa?e M > % eM
Sei K der Kreis um ©+! mit dem Radius 251,
Sei G die Gerade durch 1 senkrecht auf die x-Achse.
Sei P =1+ bx* ¢ der Schnittpunkt von K und G;.
Dann ist G € M.

Behauptung: a = +b

Beweis:
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=1+bi
\ a2+l
1 ‘a2+1
2
Nach Pythagoras gilt:

2 241 2 _ (ad®+1\2
b2+(“221;1) ;(“22) 24142
b4 ()2 — (a® +1)* + 1= ()
= b = a?
b= =+a

Sei P € a+ b+ mit a,b€eR und P2 =c+d+*i € M mit ¢,d €R.
Behauptung: p € M

Beweis:
pP’=(a+bxi)*(a+bxi)=c+dx*i
a2 -0 =c 2xaxb=d

(%) - =c

S4xb* —4xbPxc—d?>=0

0= —lxctixVE+d?

Da b €ER> V/c? + d? €R.

S EM>beEM-a=5€M>axbxteM
Sei L; der Fixkorper von H;. Dann gilt:

1.Lo=Ky---Lg=F

2. [Liy1: L) <2
Beweis zu 2:

Da F eine Galois-Erweiterung von K, ist, gilt:

Gp:.r, = Hi und [F : L;] = |GF.L,|
Gr:Liyy = Hiy1 und [F : Lip1] = |GF.p,,|

Da [F : Li] = [F : Lz’—|—1] * [L'H—l : Li]

> |Hy| = [Hiqa| * [Liy1 2 L]

Da [H;|/|Hit1| = |Hi/Hiy1| = 2 > [Lit1 2 Li] =2
Behauptung: L; C M
Beweis: (Induktion tiber i)

Isti=0>Lo=Ky CM

Sei L; C M.

Da [Li+1 : Lz] < 2gibt esein @ € L; 1 \ L;
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mit o® € L;

Dann ist L;11 = Li(a).

« ist Nullstelle von z2 — o? € L;[x] C M|z]
POAEMFLZ'_H:L,L'(OJ) QM

Satz 8.4.2 Ist a € M, dann gibt es eine Galois-Erweiterung F von Ky
mit [F : Kpr) =2 fiir ein | und o € F.

Beweis:
Daa€ M gibt es eine Kette von Korpern
LyCLi C---CLp
mit:
1. Ly = Ky, Ly :KM(Z) -a € Ly
2. Es gibt o; €R mit o € L; und L; 1 = L;(;)
Wir zeigen durch Induktion iiber ::
Es gibt eine Kette von Korpern M; mit:
1. L; C M;, My = Ky
2. M; ist eine Galois-Erweiterung von Ky,
3. [M;y1 2 M;] = 2! fiir ein [;
Sei 2 = 0. Dann sei M; = K.
Angenommen wir haben M; definiert:
Da M; eine Galois-Erweiterung von Ky ist, gibt es ein Polynom h; € K/[z],
dessen Zerfdllungskorper M; ist.
Sei a; = a?.
Dann ist 2 — a; € L;[r] und «; ist Nullstelle von z2 — a;.

Sei g;(z) = HUEGMi:KM z? — o(a;)

Dann ist g, = ¢; > g; € Karlz].
Sei M; 1 der Zerfiallungskorper von h; x g; € K[z
>1. M;, ist eine Galois-Erweiterung von Ky
2. M; C M;+1 und o; € M1 und somit L;11 C M;y;.
Seien fB1,--- , B, die Nullstellen von g;.
Sei No = M; Nit1 = Ni(8s)
Da B; Nullstelle von g; > Es gibt 0 € Gk,
und S; ist Nullstelle von z2 — o(a;)
- [Ni—i—l : Nz] <2
= [Miy1: M;] = [Npt1 : Nol = [1o[Nit1 : V] = 25 fiir ein i.
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8.5 RegelmadBige n-Ecks

Wir wollen zeigen:
Ist n = 2¥ % py - -- pi, wobei py,- -+ ,pr paarweise verschiedene Fermat’sche Primzahlen
sind, dann ist das regelmiflige n-Eck (aus {0,1}) konstruierbar.

Lemma 8.5.1 Sei ggT'(n,m) = 1.
Sind das regelmdfSige n-Eck und das regelmdflige m-Eck konstruierbar, so auch das re-
gelmdpige n*m-Eck.

Beweis:
. Tk 2% ~ Tk 2% ~
Nach Voraussetzung ist e, =e n € {0,1} und es = e m € {0,1}.
%2k % 2% ix 2% (m+n) ~
~€ %€ =€ n ke m =e mwm € {0,1}

Da ggT(n,m) =1 ggT(n*m,n+m) =1
>~ €1 * € =n*m-te primitive Einheitswurzel.

2% xg ~
Also gibt es ein | mit en=m = (€ * €)' € {0,1}.

Lemma 8.5.2 Das regelmdf$ige 2¥-Eck ist konstruierbar.

Beweis: (Induktion iiber v)
v=0%e =1€{0,1}

2kRi PRy 2«mxi Induktionsvoraussetzung ~
e Tl x el =g 27 € {0,1}.

2% *q ~
= et € {0,1}.

Lemma 8.5.3 Ist p eine vermatschte Primzahl, dann ist das regelmdfige p-Eck kon-
struierbar.

Bewelis:
2k

Seie=e »

Dann ist [Q(¢) :Q] = p — 1 = 2! fiir ein I.

Q(e) ist der Zerfallungskorpervon aP — 1.

>~ Q(e) ist Galois-Einheit von Q.

Da Kj; =Q> € ist konstruierbar nach dem Satz von Seite 114.
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2% %G

Sei € =2 » mit p Fermat’sche Primzahl und F =Q(e).

Gauss zeigt:
1. GF.q ist zyklisch der Ordnung 2t
Er bestimmt ein g €N mit
ole) =¢€9
sodal <o >=Gpygq

Sei p =17 und g = 3.
Es sei H; =< 0% >. Dann gibt es H;/H; 1 ~Zj.
Ist p = 17, dann ist:

or.Q = Hy=<o>

H| =< o >
Hy =< ot >
Hy =< o® >

Hy=<o'"® >=<idp >
Seien L; die Fixkorper von H;.
Dann ist [L;11 : L;] = 2.
Also gibt es 7,41 mit L; 1 = L;(1i41)
und es gibt f € K;[z] mit grad(f) < 2 und 7;4; ist Nullstelle von f.
Gauss gibt n;’s und Polynome f an:
Er setzt:

ex = 0" (e) und nip = Y gy T(ex)

7;,% heiflen Gaus’sche Perioden.
Man rechnet nach:

1. noo=—-1mpo=c
2. Nik = Nik+m gdw. 2¢lm

3. Mik = Mit1k + Mit1 k420

Behauptung 8.5.1 Li—|—1 = Li(ni+1,k)

Beweis:
Nit1,k € Lit1
Beweis:
Sei o™ € Hiy1 > 27 |m
= 0™ (Mit1k) = 0" (X rem,,, (k)
= ZTEHH_l o™ o T(ek)
= DreHi, 70" (€k))
TE€H; 11 7(€ktm)
= Ni+1,k+m
= 77i+1,k da 2i+1/m.
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Sei 02" € H; » 0% (Mit1,k) 7 Mit1,k

= Nit1,k EL;

[Liy1:Li] =2 > Liy1 = Li(nix)

Behauptung 8.5.2 Sei a = n;y14 und =141 o
Dann ist (z — a) * (z — B) € L;[z].

Beweis:

(z—a)x(z-B)=2—(a+B)*z+ax*xf

3
a+,8(:)77i,k€Li
Da [L'H—l:Li] =2
>a*ﬂ:%*(a

2ELZ'

2
a? —52 eL;

Danach gab Gauss noch einige Polynome an, die leider mangels Zeit hier keine Be-

achtung mehr finden.

“Und Clarice ¥ Haben die Lemma aufgehirt zu schreien ?”
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9 Zeichenerklarung und Schlagwortregister

Erklirung fiir einige Sonderzeichen:

N —
- < (
N ~—

RaiM®_xm—DCALIA

wzbw
oBdA

7.7.

d.h.

neutrales Element

dann sind dquivalent
daraus folgt

Das is'n smiley,du ...
fiir alle

ist Teilmenge von

ist Untergruppe von
wird abgebildet auf

geht iiber

ist Normalteiler von
vereinigt

geschnitten

teilt

ist Element von

ist kein Element von
identisch, Kongruent

ist isomorph zu

ist kongruent zu
konjugiert zu
Widerspruch

logisch, trivial, abgehakt
nach

genau dann wenn

quot erat demonstrandum (oder so dhnlich)
was zu beweisen war
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
zu zeigen

in Zeichen

das heifit
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Dreierzykeln, 37 Fortsetzungen
Anzahl, 79
Eck Fundamentalsatz, 71, 84
2¥-, 115
Gr, 29

119



Galois-Erweiterung, 81, 82, 86-88
Galois-Erwiterung, 83, 112
Galoisgruppe, 82
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grad, 55, 56, 74
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abelsche, 29, 30
auflosbar, 36
Axiome, 15
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Faktor-, 25
Galois-, 82
kommutative, 15
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p-, 35, 36
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Unter-, 17, 18
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Gruppen, 29
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Heike, 47
Homomorphismen, 90

Homomorphismus, 20, 21, 27, 43, 49, 52,
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injektiver, 56
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Iso-, 22
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Mono-, 22
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Null-, 12
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Index, 19
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irreduzibel, 60, 72, 76, 103, 104
Isomorphie, 25, 26, 49, 52
Isomorphismus, 22

K-Einteilung, 80
Korper, 40, 51, 72
Fix-, 83
Unter-, 62, 72
Zerfallungs-, 81
Zwischen-, 82
Korpererweiterung
endliche, 74
Korperkette, 88, 100
Kern, 43, 44
Kern(¢), 21-23, 91
Kette, 88, 100
Klassengleichung, 33
kommutativ, 15, 26, 40
Kongruent, 45
kongruent, 13
konjugiert, 32
konjugiert zu, 32
konstantes Polynom, 55

konstruierbar, 96, 97, 100, 102, 103, 105,
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in einem Schritt, 96

in n Schritten, 96
Kreis

M-, 96

Links-Eins, 15
Links-Nebenklasse, 18
linksinvers, 15

lokales Minimum, 70

M-Gerade, 96
M-Kreis, 96
Michtigkeit, 27
Minimalpolynom, 72, 73
Minimum, 69, 70

lokales, 69, 70
modulo, 13, 14, 45
Monomorphismus, 22, 52, 56

n-Eck, 102
n-te Einheitswurzel, 86, 102
n-te primitive Einheitswurzel, 86, 102
Nebenklasse
Aquivalente Aussagen, 18

Betrage, 19
Links-, 18
Rechts-, 18

Normalteiler, 23, 90
normiert, 55
normiertes Polynom, 59
Null-Ideal, 12
Nullpolynom, 55
Nullstelle, 62
Nullstellen, 63, 64, 82
-menge, 104
Anzahl von, 62
Vielfachheit, 64
Nullteiler, 51

Ordnung, 27, 29, 33
unendliche, 27

p-Gruppe, 35, 36
parallel, 106
Perioden

Index
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Gaus‘sche, 116
Permutationsgruppe, 17
Polynom, 55, 58, 68, 69

konstantes, 55

Minimal-, 72, 73

normiertes, 59

Null-, 55
Polynome, 59, 60

irreduzible, 60

Zerlegbarkeit, 60
Polynomring, 56
Primfaktorenzerlegung, 13
primitive Elemente, 79
Primzahl, 13, 27, 29, 51, 103

Fermatsche, 102

Produkt, 13

Teiler, 13

Radikal
-erweiterung, 85
Radikal-Erweiterung, 88
Radikale
I6sbar durch, 85
Rechenregeln, 41, 44, 64
Rechts-Nebenklasse, 18
rechtsinvers, 15
Rest, 58
Restsatz, 53
Ring, 40, 56, 58
Integritiets-, 56
Integritats-, 51, 56
kommutativer, 40

Polynom-, 56
Unter-, 41, 42
Ringe

Faktorstruktur, 48
Ringhomomorphismus, 43

senkrecht, 106
stetig, 68
Stetigkeit
von Produkten, 68
surjektiv, 22, 53

Teilbarkeit, 60



Index

Teilbarkeit mit Rest, 58
Teiler, 9, 59
gemeinsamer, 9, 59
grofiter gemeinsamer, siehe ggT, 59,
60
Normal-, 23
Primzahl, 13
Teilmenge, 92
Transpositionen, 37
transzendent, 72

Untergruppe, 17, 18
Schreibweise, 18

Unterkorper, 62, 72
kleinster, 73

Unterring, 41-43

Vektorraum, 74
Vielfachheit, 64

wohldefiniert, 48
Wurzel
n-te Einheits-, 86, 102
n-te primitive Einheits-, 86, 102

x-Achse, 107
y-Achse, 107

Zentralisator, 32, 33
Zentrum, 32
Zerfallungskorper, 81
zuléssig, 97, 107, 110
zweibetten, 57
Zwischenkorper, 82
Zykeln

Dreier-, 37
zyklisch, 26
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