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(3.4.2002)

Diese Vorlesung wendet sich hauptséichlich an Studierende der Studienrichtung Infor-
matik und des Nebenfachs Informatik nach dem Vordiplom und ist eine Ergénzung und
Weiterfithrung der Vorlesung “Zeichenketten” aus dem Sommersemester 2001.

In dieser Vorlesung sollen Algorithmen fiir die angenéherte Suche von durch Muster be-
schriebene Zeichenketten in einer langen Zeichenkette vorgestellt und analysiert werden.
Nach einer Wiederholung der wichtigsten Begriffe aus der Vorlesung “Zeichenketten” im
Sommersemster 2001, sollen Verfahren zur angenherten Suche behandelt werden, wobei
etwa eine maximale Fehlerzahl gegeben ist oder aber es soll {iber eine Distanzmetrik
eine moglichst gute iibereinstimmung gesucht wird. Verfahren dieser Art sind besonders
wichtig in der Textverarbeitung und in der Analyse von Gen-Sequenzen (“Computatio-
nal Biology”).

Problem:

Eine Zeichenkette p (Pattern) soll in einer (langeren) Zeichenkette ¢ (Text) gesucht wer-
den, wobei jedoch gewisse Fehler erlaubt sind.

Das Problem tritt auf bei

e Wiedererkennen von Signalen, die {iber gestorte Kanile gesucht werden.
e Erkennen von Texten, die Schreibfehler enthalten.

e Erkennen von DNA-Sequenzen, die durch mogliche Mutationen verdndert wurden.

Elementare Operationen sind mit Kosten versehen. Der Abstand zwischen zwei Zeichen-
ketten z und y sind dann die minimalen Kosten, um x in y zu iiberfiihren.

Am einfachsten:

Einsetzungen, Loschungen und Substitutionen von Buchstaben (auch Transpositionen).
Zahlt man nur die elementaren Operationen, so erhélt man den Levenshtein Abstand.

Beispiel:
x=INDUSTRY
y=INTEREST
Levenshtein Abstand=6, etwa: D — T, U — E,e - R,je - E,R —¢,Y — &
INDUSTRY
INTUSTRY
INTESTRY
INTERSTRY
INTERESTRY
INTERESTY
INTEREST




1 Grundlegende Schreibweisen und Begriffe

Z&hlt man nur die Finsetz- und Loschoperationen, erhdhlt man die Editdistanz.

x=INDUSTRY
y=INTEREST
Edit-Abstand=8 (D — T ersetzen durch D — ¢, — T, u.s.w.)

Z&hlt man nur Substitutionen, erhélt man den Hemming-Abstand.
(Logisch: Geht nur mit gleich langen Ketten !)

x=INDUSTRY
y=INTEREST
Hemming-Abstand=6

Fehlerschranke k: % <L <

1 Grundlegende Schreibweisen und Begriffe

Fiir das Folgende sei ¥ ein Alphabet. Fiir w € ¥* bezeichne |w| die Lénge des Wortes
w.

Sei w =ay---ap,n = |w|,a; € 3,i € [1:n]. Dann bezeichne w(i] den i-ten Buchstaben
a; von w. wli..j] bezeichne das Teilwort a; - - - a; von w. Ist j < 4, dann bezeichnet wl[i..j]
das leere Wort e. Ein Teilwort w[1..j] heifit Prifix von w, w[j..n] heifit Suffix von w.
Sei — ¢ ¥ ein neues Symbol (neutrales Zeichen) und X U {—} = X.

w sei der durch p(a) = { ¢ fallsa=—

b
a sonst gegebene

Homomorphismus von ¥* — ¥* (Kompressionsfunktion)

Definition 1.1 o
Seien z und y € ¥*. Dann heifit das Paar (2/,y') € ¥*xX* Ausrichtung (alignement) von x und v,
falls gilt:

L p(a') =z und u(y') =y
2. || = Iyl
3. Esist 2'[i] # — oder y/[i] # — fiiri € [1 : |2/[]

|#’| heiBt Linge der Ausrichtung (x',y").
A(z,y) sei die Menge der Ausrichtungen von z und y.

Beispiel:



1 Grundlegende Schreibweisen und Begriffe

Mit 2’ = abaa — cbc und y' = —ba — be — a ist (2’,y’) eine Ausrichtung fiir z = abaacbc
und y = babca.
Man schreibt eine derartige Ausrichtung hiufig in der Form:

a b a a — ¢c b c

— b a — b c — a

Definition 1.2

Seien x,y € ¥*. Dann heifit 7(z,y) C [1 : |z|]x][1 : |y|] Korrespondenz (trace) zwischen x und y,
falls fiir alle (il,jl), (ig,jg) S T(l‘,y) mit (il,jl) 75 (ig,jg) gilt: 11 75 12, J1 75 J2 und i1 < i

gdw. j1 < ja.

T(x,y) sei die Menge aller Korrespondenzen von x und y.

Beispiel:
Sei x = abaacbe und y = babca. Dann ist 7(z,y) = {(2,1),(3,2),(5,4),(7,5)} eine Kor-
respondenz zwischen x und y.
Man notiert eine derartige Korrespondenz auch in der Form
a b a a c b c

. | /

b a b c a
(Kreuzungsfrei, nur maximal 1 Linie pro Buchstabe)

Bemerkung;:
Jeder Korrespondenz zweier Zeichnketten x und y entspricht eine Ausrichtung von x und
y. Dabei stehen die sich in Korrespondenz befindlichen Zeichen gegeniiber. Die anderen
Zeichen stehen dem neutralen Zeichen gegeniiber.
b a — a ¢ b c

icht o -
(nicht eindeutig: | b a b — ¢ — a )
Definition 1.3
Ein Paar (r,s) € ¥* x ¥* heifit Edit-Operation (geschrieben als r — s):

1. Gilt |r| = |s|] = 1, dann heiit (r,s) Substitution
2. Gilt |r| =1,|s| = 0, dann heifit (r,s) Loschung (deletion)
3. Gilt |r] =0,|s| =1, dann heiBt (r, s) Einfiigung (insertion)

Seien z,y € ¥*. x geht durch Anwendung der Edit-Operationen (r, s)[ an der Stelle 7] in
y iiber (geschrieben ar(r:’_i) ), falls z = prq, |p| =i — 1 und y = psq.

Entsprechend wird deﬁlzliert7 wie eine Folge von Edit-Operationen eine Zeichenkette z in
eine Zeichenkette y iiberfiihrt.

Sind auBer der Operationen 1), 2) und 3) noch weitere Edit-Operationen erlaubt, so
spricht man von erweiterten Edit-Operationen, etwa:

4) Gilt r = ab, s = ba fiir a,b € X, dann heiit (r, s) Transposition




1 Grundlegende Schreibweisen und Begriffe

Bemerkung;:
Im Allgemeinen fordert man, dafl nach einer Ersetzung von r durch s die Teilzeichen-
kette s nicht weiter verdndert werden darf. Verzichtet man auf diese Einschrinkung,
so hat man ein allgemeines Term-Ersetzungs-System vor sich und der Abstand zweier
Zeichenketten wire allgemein nicht berechenbar!

(10.4.2002)

Beispiel:
x=INDUSTRY
y=INTEREST

Um aus z y herzustellen, kann man folgende Edit-Sequenz verwenden:
D—-TU—Fe—Re—FER—eY —¢

Definition 1.4

Seix € ¥*. z € ¥* heifit Subsequenz von z, falls es eine Folge 0 < i1 < ig < -+ < iy, < ||
und |z| = m gibt mit z[j] = x[i;], j € [1: m].

z € ¥* heifit gemeinsame Subsequenz (common subsequence) von z und y, falls z Sub-
sequenz von x und von y ist.

les(z,y) bezeichnet die Lénge einer liangsten gemeinsamen Subsequenz von x und y.
(les = longest common sequence)

z heiit Supersequenz von z, falls x Subsequenz von z ist.

z heifit gemeinsame Supersequenz von x und y (common supersequence), falls z Super-
sequenz von x und y ist. scs(z,y) bezeichnet die Lénge einer kiirzesten gemeinsamen
Supersequenz von = und y (shortest common Supersequenz).

Beispiel:

lcs(abcabba, chabac) = 4

denn es ist etwa baba oder cbba eine gemeinsame Subsequenz und es gibt keine ldngere.
scs(abeabba, chabac) = 9

denn z.B. ist abcababat eine gemeinsame Supersequenz und es gibt keine kiirzere.

Es soll eine abstrakte Distanz D(x,y) definiert werden, die den Abstand zwischen x
und y als Element eines Halbrings angibt. Diese Distanz beruht auf einer vorgegebenen
elementaren Distanzfunktion w(a,b) fiir Zeichen aus .

Definition 1.5
Sei T eine Menge, 0,1 € T und +,-: T x T — T binére Operationen. H = (T, +,-,0,1)
heifit Halbring, falls

1. (T,+,0) ist kommutative Halbgruppe mit Nullelement 0
(+ ist kommutativ und assoziativund 0 +a=a+0=a Va € T)
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2. (T,-,1) ist Halbgruppe mit Einselement 1
(- ist assoziativund 1-a=a-1=a Va € T)

3. Fiir alle a,b,c € T gilt
a-(b+c)=(a-b)+ (a-c)und
(a+b)-c=(a-c)+(b-c)

Eine Funktion w : £x3 — T heifit (abstrakte) elementare Distanzfunktion (Kostenfunktion).

Definition 1.6

Sei X ein Alphabet, 3 das erweiterte Alphabet, H = (T, +,-,0,1) ein Halbring, w eine
elementare Distanzfunktion, z,y € ¥* und A(x,y) die Menge aller Ausrichtungen von x
und y.

Dann ist die abstrakte Distanz D : ¥* x ¥* — T (beziiglich ¥, H und w)

definiert durch

D(z,y) 1 fallse =y =¢
T,y)= ! .
S (e yye Aty LIt w(@'[il, y/[i])  sonst

Satz 1.7

Sei D eine abstrakte Distanz beziiglich X, 7T, w.

Seien z,y € X1, |z| = n,|y| = m und es sei T = z[l..n — 1] und ¥ = y[1..m — 1].
Dann gilt:

1. D(z,¢) = D(7,¢) * w(x[n], -)
2. D(e,y) = D(&,7) x w(—, y[m])

3. D(z,y) = D(Z,7)*w(z[n],y[m])
+D(.’L’7y) * w(_vy[m])
+D(Z,y) xw(z[n], —)

Beweis:
1. Esist A(x,e) = {(z,—™)}.
Also gilt D(x,) = [T1%, w(ali, =) = [T w(ali], =) * w(afn], -)
= D(7,¢e) x w(z[n], —)
2. wie 1)

3. Sei (¢, y ) A(z,y) und sei | = |2'|. A(x,y) ldBt sich disjunkt zerlegen in
={(",y') € A(z,y),2'[l], y'l] € £}

{(=",y) € Az, y),2'[l] = -}

{(=',y) € A(x, y) 1 =-}

Dann ist D(z,y) = Z Hw(ac/ i

(z'y)EA; i=1

St
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Sa
|’
+ Y [w@ [y
(z'y')€As i=1
Ss3

Es ist 1 = Y4, [0 w(@'[i], y/[d]) * w(@'[l], y'[1]), 1 = ||
(x[n],y[m])
=w(z|n|,y|m

-1
= O w@' i, y/'l) * w(xn], y[m]) (Distributivitét)

Ay =1

=]

= (C i ayenis Tk w@ (i), 71i)) * w(eln], ylm)

= D(z,7) * w(aln], y[m))
Enstprechend zeigt man Sy = D(z,y) * w(—,y[m|) und Sz = D(T,y) * w(z[n],—).

Beispiele:
Setzt man wl(a,b) — { 0 fallsa#b
1 sonst

Hy, = (N,max,+,0,0) (H; ist offensichtlich Halbring), so erhilt man eine abstrakte
Distanz D; beziiglich ¥, H, w;. Es gilt

als elementare Distanzfunktion und setzt man

Satz 1.8
Es ist Dy(x,y) = les(x,y) fur xz,y € X*.

Beweis:

Zu jeder Ausrichtung (z',y') € A(x,y) erhiilt man eine gemeinsame Subsequenz, in dem
man alle 2'[i] aneinander fiigt, fiir die 2/[i] = y/[7] gilt.

Also ist Les(7, ) = mas(w ) ety St wi (@[], y'[i]) = Di ().

Beispiel:

les(z,y) fir x = babe,y = abaacbe

b a b c a
000O0O0 O Nach Satz 1.7 (Seite 8) gilt:

al0 0 1 1 1 1 D(e,e) =0
b0 1 1 2 2 2 D(z,e) = D(T,e) * w(x[n], —)
al0 1 2 2 2 3 D(e,y) = D(g,7) * w(—,y[m])
al0 1 2 2 2 3 D(z,y) = D(%,7) * w(x[n],y[m])
c|l0 1 2 2 3 3 + D(x,7) * w(—,y[m])
b|0O01 2 3 3 3 + D(7,y) * w(z[n], —)
cl0 1 2 3 4

Also les(x,y) =
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Verfahren:

Die Worte werden als Zeilen und Spalten verwendet, die erste Zeile und die erste Spalte
wird leer gelassen.

Danach fiillt man die Tabelle von oben links nach unten rechts nach folgendem Verfahren
mit obigen Formeln:

f

_ 0 fallse# f
] Z ; r = mazx{a,c, <b + { | fallse— f >} (17.4.2002)

1 fallsa=—oder b= — odera=15
oo sonst

und Ho = (N U {0}, min,+,00,0), so erhdlt man eine abstrakte Distanz beziiglich
>, Ho,we. Es gilt:

Setzt man wy : X xY — NU{oo} mit ws(a, b) =

Satz 1.9

Fiir x,y € ¥* ist Do(x,y) = scs(z,y).

Beweis:

Zu jeder Ausrichtung (2',y’) mit 2'[i]] = ¢[i] fiir alle 4 mit 2/'[{] # — und y'[i] # —
erhilt man eine Supersequenz, in dem man alle z’[i] und y’[i], die ungleich “ — “ sind,

aneinander hingt. Es ist
ses(2,y) = mingu ey Sim wa(@'[il,y'[i])

Beispiel:

x = abaacbe, y = babca

[a b aa c bc —

— b a — — b ¢ a

Die obige ¥ wiire hier also gleich 1 +1+1+1+1+14+14+1=38.
Das fett gedruckte ist eine Supersequenz.

a b a a c b ¢

b a — b ¢ a —

Die obige ¥ wiire hier also gleich 1 +1+ 141400+ 1+ 1 = .

Beispiel:
x = abaacba
y = babca

10
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—y
b a b ¢ a _
7= y[l m—1], ly| =
Z ; g g g j g Nach Satz 1.7 (Seite 8) gilt:
lzal3 33 4 55 Dawe)=DaTe)+wsaln], )
ala 44 5 ¢ ¢ D26y =Daeg) +wa(ylm])
¢cl5 55 6 6 7 Ds(z,7) + waleln], ylm]),
bl6 6 6 @ 78 Do(z,y) = min{ Do(z,7) + we(—,y[m]),
al7 77 7 8 8 Da (T, y) + wa(x[n], —)

Aus dieser Tabelle kann man auch noch die Werte fiir alle
Teilketten von a und b entnehmen, z.B.:
D = Dy(abaach, bab) = 6

a b a a ¢ b

— b a — — b

Verfahren:
—Y
\ yli]
L : |
x[i] Dz[1..q],y[1..5])

a b x:min(c+1,b—|—1,a+{ L falls - )

. oo sonst
Es gilt:
Satz 1.10

Fiir z,y € ¥* ist les(x,y) = |z| + |y| — ses(x, y).

Beweis:

Es gibt eine Ausrichtung (z/,4’) € A(x,y) mit folgender Eigenschaft:

Es gibt Indizes 0 < i1 < ig < --- < i mit k = les(z,y) und 2'[i;] = y/'[i;] fir j = [1 : K]
und 2'[l] = — oder ¢/[l] = — fiir L € [1: m],l & {i1,...,.},m = |2/].

Idee:

Sei x = abcabba und y = cbabac, gemeinsame Subsequenz wéire baba.
a — b ¢ a b b a
— ¢ b — ab — a

acbcabbac Supersequenz.

mogliche Ausrichtung.

Dann ist z.B.

11
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p(@[1dy — 1)y [1iq — 1)) [in]u(2[i1 + 1ode — 1y [in + 1ode — 1))2/[io]y(- ) - - -

o2 i (@ i + 1eom], o' [ig + 1.0m))

eine gemeinsame Supersequenz fiir x und y mit minimaler Lange.

Esist (i1 — 1)+ 1+ (e—i1+ 1) +1+---+1+ (m—ig) =m' = |z| + |y| — les(x,y).

Definition 1.11

Sei R = RU {oo}. Dann ist (R, min,+,00,0) = H ein Halbring.
Sei w: X x X — R’ eine elementare Distanzfunktion.

0 ,a=b
1 ,a#b
Dann heif3t die abstrakte Distanz d{ beziiglich ¥, H und w allgemeine Levenshtein Distanz

(Anmerkung von SirTobi: w = klappt in den Beispielen.)

(GLD).
Ist w eine Metrik auf X, dann heiit df allgemeine Levenshteinmetrik (GLD).
oo fiir a # b und (a = — oder b = —)

Ist w definiert durch w(a,b) = 1 fira#bunda#—undb#— |
0 fira=5b

so heifit die abstrakte Distanz dy Hemming-Distanz.
0 fira=0b

Ist w definiert durch w(a,b) =< 1 fira = — oder b= — )

2 fira#ba#—undb# —
dann heifit die abstrakte Distanz dg die Edit-Distanz.

(Anmerkung von SirTobi: Betrachte w als Kostenfunktion, dann wird alles klar.)

Bemerkung;:

1. Esist dy(z,y) die minimale Zahl von Einfiigungen, Léschungen und Substitutionen
von Zeichen um z in y zu iiberfithren. (minimale Zahl von Edit-Operationen)

2. Ist |z| # |y|, so ist dy(z,y) = oo. Ist |z| = |y|, so ist dy(z,y) die Zahl der
Positionen von z und y, an denen in x und y unterschiedliche Zeichen stehen.

3. Es ist dp(z,y) die minimale Zahl von Einfiigungen oder Loschungen von Zeichen
um z in y zu iberfithren. (Es kann bei Edit-Operationen auf Substitutionen ver-
zichtet werden)

4. Man kann zeigen, dafl d} eine Metrik ist, falls w eine Metrik ist. Daraus folgt, dafl
dy, eine Metrik ist.

Die GLD 148t sich auch iiber Korrespondenzen definieren.

Satz 1.12

Seien z,y € X" und sei T'(z,y) die Menge aller Korrespondenzen zwischen z und y.
Sei 7 € T(x,y) mit 7 = {(i1,J1),---, ik, Jx)} und sei I = [1 : |z|]\{é1,...,ix} und
Jr= [yl e}

12
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Sei w: Y x ¥ — R’ elementare Distanzfunktion und sei

D(T) = E(z,])GTw(x[Z]v y[]]) + Eié[rw(x[i]v _) + EjEer(_7 y[]]) und
DT(x7y) = m'LTl{D(T)’T € T(IE,y)}

Dann ist Dy (z,y) = d (z,y) beziiglich w.

Beweis: )
Wegen df (z,y) = min(x/7y/)eA(x7y)El.ilw(:n’[z’], y'[i]) geniigt es zu zeigen:

1. Fiir jedes 7 € T'(z,y) gibt es (2/,y') € A(z,y) mit D(r) = Eg'lw(w’[i],y/[i]).

2. Fiir jedes (2/,y') € A(z,y) gibt es ein 7 € T(x,y) mit D(7) = Eﬁlw(x’[i],y’[i]).

zu 1):
SeiT = {(il,jl), Ceey (Zk,jk)} und sei o0BdA i1 <9 < -+ < i, dann ist g1 <go < -+ < Jk
und damit erfiillt die Ausrichtung

1[1] z[ilfl] — — z[’bl] z[’ik] z[ik+1] z[n] — —

N - yla] e oyl =1yl - wldkd - - ybe+1 - ylm]
die Aussage.

zu 2):
Sei (2/,y') € A(z,y) gegeben.
Es gelte 2/[i;] = z[j] mit i; < --- < i, und y'[ji] = y[k] mit j1 < - < jm.
Definiere 7 wie folgt:
(rys) € T gdw. i, = Js.
7 erfiillt die Aussage.
(24.4.2002)
Will man den Abstandsbegriff iiber Edit-Operationen definieren, dann mufl die elemen-
tare Distanzfunktion w : ¥ x ¥ — R eine Metrik sein !

(speziell: w(a,b) < w(a,c)+ w(e,b))

Satz 1.13
Seien z,y € ¥*, S(z,y) die Menge der Edit-Sequenzen (ohne Transpositionen !) die = in
y tberfithren. Sei o € S(z,y),0 = (r1 — s1,r2 — S2,...,7, — s) und w sei Metrik.

Sei D(o) = Zle w(r;, s;) und setze Dg(x,y) = min{D(o)|o € S(x,y)}.
Dann gilt beziiglich w: Dy(x,y) = df (z,y).

Beweis:
(Notation wie im Beweis zu Satz 1.12)
Geniigt zu zeigen:

1. Fiir jedes 7 € T'(x,y) gibt es 0 € S(z,y) mit D(o) = D(71)
2. Fir jedes 0 € S(z,y) gibt es 7 € T'(z,y) mit D(7) < D(0)

zu 1)

Seit = {(ibjl)v SR (Zk7]k)} und I := [1 : ’x|]\{217 cee aZk} und I := [1 : ’y”\{]l) cee a]k}
Setze 0 = (z; — yi,i € [1: klyjzj —e,j € Ir;e =y, l € Ir).
o ist offensichtlich Edit-Sequenz, die z nach y tiberfithrt und es gilt D(o) = D(7).

13
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zu 2)

Vorbetrachtung: Sei z € X1 und sei 7 € Tz, 2) und 72 € T(z,y).

Ferner sei 71 o 1o := {(4,7)|(i, k) € 71 und (k,j) € 7o fur k € N}.

71 0 T3 ist Korrespondenz zwischen = und y und durch (formal) aufwendige Rechnung
zeigt man D(1y o 19) < D(71) 4+ D(72) (hier geht die Metrik-Eigenschaft von w ein !)

Sei 0 = (ry — s1,...,7k — Sg) Edit-Sequenz, die x nach y iiberfiihrt.

Es gibt also zg, ...,z € X" mit zg = z, 2z, = y und z; T%SZ z; fiir j € [1: K.

Durch vollstdndige Induktion iiber k wird nun 2) gezeigt.

Ist £k =0, dann ist o leer und es ist z = zg = y.

Es folgt D(o) = D(7) fiir 7 = {(i,4)|i € [1 : |z|]}. Ist £ > 0, so betrachte Edit-Sequenz
o= (7"1 — 81y 3 Tp—1 — Sk—l)'

¢ tiberfithrt = in zx—; und laut Induktions-Voraussetzung existiert ein 7 € T'(z, zx—1)
mit D(7) < D(5).

Setzt man 71 = {(¢,7)]7 € [1 : jr—1]}U{(%,i4+9)|i € [jx+|rk| : |2k—1]|] UL mit § = |sg|—|rk]
and I — { {(k,Jr)} falls rp — sp Substitution

0 sonst

Es ist 7 Korrespondenz zwischen zx_; und zp = y mit D(71) = w(rg,si). Es folgt
D(T) = D(7~'() o Tl) < D(7~') + D(Tl) < D((}) + w(rk,sk) = D(O’)

Will man allgemeine Edit-Operationen (r,s) € X* x ¥* zulassen, so kann man unter
gewissen Voraussetzungen Rekursionsformeln zur Berechnung eines entsprechenden Di-
stanzbegriffs herleiten.

Sei 0 C ¥* x X* eine vorgegebene endliche Menge von Edit-Operationen. Fiir jedes
(r,s) € o seien Kosten w(r, s) €ER>( festgelegt.

Weiterhin gelte w(r,s) =0 gdw r = s.

(Bemerkung: Manchmal ist es sinnvoll, fiir (r,s) € ¥* x ¥*\o die Kosten w(r,s) = oo
zu setzen)

Seien z,y € ¥*. Dann sei S(z,y) die Menge aller Folgen t = (11 — s1, -+ , 7% — sk)
von Edit-Operationen aus o, die x in y iiberfithren (¥ Definition 1.3). Die leere Folge
to iberfithrt = in .

Man definiert p(z,y) = max{di(x,y),o2(z,y)} mit d1(x,y) = TN, 5, 0) Z'Zil w(r;, 8;)
und do(x,y) = 01(y,x)

Es sei 01 (z,y) = oo falls S(x,y) = 0.

Durch z ~ y gdw §(z,y) < oo wird eine Aquivalenzrelation auf ©* definiert.

Satz 1.14
Sei A eine Aquivalenzklasse beziiglich ~. Dann ist (A, d) ein metrischer Raum.

§ ist symmetrisch und nicht negativ. Es ist d(z,z) = 0 da die leere Folge to € S(z,z)
ist. Fiir z,y, z € A gilt weiterhin 6(z, z) + d(2,y) > d1(z, 2) + 01(2,y) > d1(x,y).
Entsprechend ist 0(z,z) + d(z,y) > da(z,y).
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1 Grundlegende Schreibweisen und Begriffe

Also §(z, 2) +0(z,y) > d(z,y).

Bemerkung;:
Der Abstandsbegriff ist zu allgemein definiert (Term-Ersetzungssystem) und nicht effek-
tiv berechenbar.

Man benétigt also eine Einschrdnkung bei den moglichen Edit-Sequenzen.

Betrachtet werden sollen Edit-Sequenzen mit der Eigenschaft (©):

Seit = (r; — $1,...,r% — si) € S(x,y) eine Edit-Sequenz, die z in y iiberfiihrt.

Dann gibt es eine Zerlegung von x = ugriuirs - - - rp_1Uk_1TkUL

und y = upS1uqS2 - - - Sk_1Uk—1SkUg Mit u; € X* 1 € [0 : k.

Jede Edit-Operation kann also unabhéngig von jeder anderen ausgefiihrt werden. (par-
allele Transformation)

Eine zweite dquivalente Definition wird tiber aktive Teile der Zeichenkette gefiihrt.

Zu Beginn ist ganz x aktiv. Sei uv eine Zeichenkette, die bei der Transformation von z
entsteht und sei v aktiver Teil von uv. Sei r — s eine Edit-Operation und sei v = v7rvs.
Dann ist die Edit-Operation anwendbar und das Ergebnis ist uvisvy und vs ist aktiver
Teil der Zeichenkette. Man betrachtet nur Edit-Sequenzen, bei denen jede Operation im
aktiven Teil durchgefiihrt wird.

Die Menge aller (©) erfiillenden Edit-Sequenzen, die x in y iiberfiihren, sei S*(z,y). Sei
0(z,y) = Minyegs(zy) le11 w(ri, 8i),t = (11 — 81,...Tk — Sk)-

Offensichtlich gilt: §(z,y) > p1(x,y).

(25.4.2002)

Satz 1.15
Sei z,y € ¥* |x| = n, |y| = m und sei o eine endliche Menge von Edit-Operationen.
w : X* x ¥* -R>q eine elementare Distanzfunktion mit w(r,s) = 0 gdw. » = s. Dann
gilt:
d(x[1..4],y[1..5]) = min{p;j, ¢ij } mit
O(z[l.i—1],y[l..j —1]) falls x[i] = y]i]
o0 sonst

qij = mins{6(x[1..i — |r|],y[1..j — |s]) + w(r, s)}

x: (r,s) € o,r Suffix von z[1..i], s Suffix von y[1..5]

Pij =

Beweis:

Seien ¢ € [1..n],j € [1..m] fest gewahlt. Es sei d(z[1..7], y[1..j]) = Zle w(ry, s;) fiir eine
Edit-Sequenz t = (ry — $1,...,7x — Sk), die Bedingung (©) erfiillt.

Also gilt z[1..i] = upriuy ... rpug und y[l..5] = upsiug . .. Spug.

1. z[i] wird durch eine Edit-Operation transformiert.
Dann ist up = ¢ und ¢/ = (r1 — $1,...,7k—1 — Sk_1) ist minimale Edit-Sequenz,
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1 Grundlegende Schreibweisen und Begriffe

um x[1..i — |rg|] in y[1..j — |sg|] zu transformieren. Also gilt d(x[1..i — |rg|], y[1..7 —
[skl]) +w(re, sk) = gij-

2. y[j] wird durch eine Edit-Operation eingesetzt. wie 1).

3. z[i] und y[j] werden beide nicht veréndert. Also z[i] = y[j].
Es folgt 6(x[1..i — 1], y[1..7 — 1]) = d(x[1..7], y[1..4]).

Der Algorithmus benétigt O(l * n * m) Zeiteinheiten, dabei sei |z| = n,|y| = m und
l= Z(r,s)ea ‘T’ + ’S’

Eine geschicktere Losung ist die Verwendung zweier Aho-Corasick-Automaten zur Er-
kennung der linken bzw. rechten Seiten.

— Laufzeit O(c+n+m) mit ¢ =maximale Zahl gleichzeitig anwendbarer Edit-Operationen.

Betrachte Speziallfall 6 = {r — s|(r,s) € ¥* x ¥*,r,s € ¥ oder r = ¢ und s # ¢ oder
r#¢eund s =€}

Erlaubt sind Substitutionen einzelner Zeichen, sowie Einsetzen und Ldschen ganzer
Worter.

Die elementare Abstandsfunktion sei durch w(a,b) = wg > 0 fiir a # b und w(e, u) = wg
und w(u,e) =w_pund 0 < wy <wy < -+ 0 <w_y Sw_9 <+ flirue X |jul =k
festgelegt. (Liickenkosten)

Lemma 1.16
Fiir die oben definierte Menge 6 von Edit-Operationen und die elementare Abstands-
funktion w gilt (V). Also ist p1(x,y) = é(x,y) fir z,y € T*.

Beweis:

Man ersetze in einer weiteren Folge von Edit-Operationen minimalen Gewichts zwei
Operationen die “nacheinander” dieselben Zeichen veréndern durch eine Edit-Operation
mit kleinerem Gewicht.

Satz 1.17

Sind die Liickenkosten wie oben definiert, so gilt fiir alle z,y € ¥* mit |z| = n, |y| = m:
d(x[1..4],y[1..5]) = min{I;;, D;j,r} mit

r = 8(e{1i — 1 y[Lj — 1)) + w(zfil, o)

Iij = min{o(z[1..i],y[1..7 — k]) + wg, k € [1..7]} (insert)

D;j = min{d(x[1..i — k], y[1..5]) + w_g, k € [1..9]} (delete)

Das Verfahren benétigt O(nm(n + m)) Zeiteinheiten.

Beweis:

Vv

(8.5.2002)
Schreibweise: Eine optimale Korrespondenz (Ausrichtung) von x und y beziiglich eines
Distanzbegriffs D ist eine Korrespondenz (Ausrichtung) die den Wert D(z,y) hat.
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2 Algorithmen, die auf der dynamischen Programmierung basieren

Definition 1.18

Sei d eine allgemeine Levenshtein-Metrik mit elementarer

Distanzfunktion w : ¥ x ¥ —Rxg. Seien z,y € ¥*, |z| = n, |y| = m und n > m.

y stellt das Teilwort x[i..j] am Besten dar, falls fiir alle Teilworte x[£..l[] von « df (z[i..j],y) <
df (x[k..l],y) ist.

Haufig wird eine Fehlerschranke k£ vorgegeben und man sucht nach allen Teilworten
x[i..j] von z mit df (z[i..j],y) < k.

Betrachtet man dieses Problem fiir die einfache Levenshtein-Metrik, dann nennt man es

das k-Differenz Problem (k-differences problem). Betrachtet man die Hemmingdistanz,

so nennt man es das k-Unterschiede Problem (k-mismatches problem).

2 Algorithmen, die auf der dynamischen Programmierung
basieren

Wagner-Fischer Algorithmus
Seien z,y € ¥* Zeichenketten, fiir die df (x,y) (oder dr(x,y) oder dg(x,y) oder ... )
bestimmt werden soll. Es gelte |z| = m, |y| = n.
Setzt man d;; := df (x[1..7],y[1..5]), so gilt laut Satz 1.7

dij = minf{di—1; +w(zli], ), dij1 + wle,ylj]), di-1,j-1 + w(=[i], y[j])}
Man tabelliert die Werte d;; in einer Abstandsmatrix, um die bei der rekursiven Losung
mehrfach auftretenden Teilberechnungen nur einmal zu berechnen. (Prinzip der dyna-
mischen Programmierung)
Esgilt: dpp =0, djp = 22:1 w(z[k],€), doj = 22:1 w(e,y[k]) (Fiir die einfache Levenshtein-
oder die Edit-Metrik gilt d;o = 7, doj; = j). Dann berechnet man die Matrix Zeilen- oder
Spaltenweise und es ist dpy, = df (2,y).

Wie kann man nun eine optimale Korrespondenz (Ausrichtung) erhalten ?
Man geht von der unteren Ecke der Matrix “riickwérts” die Tabellenplétze entlang, bei
denen das Minimum auftrat. (nicht notwendig eindeutig !)

Beispiel:
(" Folie auf Seite 69)
r = a b c a b b a a b ¢c ab b a —
|| / 4 / = c¢cb — ab — a c
y = ¢ b a b a ¢ _ _ _ _ Kosten=14
Satz 2.1

Die Berechnung des Abstands zweier Zeichenketten z,y € 3* mit dem Algorithmus von
Wagner und Fischer benétigt O(nm) Speicher- und O(nm) Zeiteinheiten.
Die Berechnung einer optimalen Korrespondenz benétigt O(m + n) Zeiteinheiten.

Bemerkungen:

17



2 Algorithmen, die auf der dynamischen Programmierung basieren

1. Soll nur der Abstand berechnet werden, kann man den Speicherplatz auf O(min(m,n))

reduzieren.
(Zeilenweise berechnen, alte Zeile 16schen)

2. Der Algorithmus ist nicht sehr effektiv, aber er ist der flexibelste, wenn es darum
geht unterschiedliche Abstandsfunktionen zu berechnen (Liickenkosten, usw.)

Will man bei den zugeordneten Edit-Operationen Transpositionen zulassen, so kann man
dies z.B. mit einer kleinen Modifikation des Wagner-Fischer-Algotithmus berechnen.
Wir betrachten die Menge o von elementaren Edit-Operationen mit
o={r—slr,seX,r«s#etU{ab— ba, a,bec X} und benutzen die Kostenfunktion
w(r s):{ 0 fallsr=s

’ 1 sonst
Weiterhin sollen die beriicksichtigten Edit-Sequenzen die Eigenschaft (©) aus Kapitel
1 erfiillen, also aus S*(z,y) sein. Sei §(z,y) der so definierte Distanzbegriff. Man setze
Laut Satz 1.15 gilt
dz’—l, jt 1
dij—1+1
di—1,5-1 + w(x[i], y[j])
di—2.j2 + 1 falls afi — 1Jafi] = yljllylj — 1]
falls x[i — 1]a[i] = y[jly[j — 1] gilt, ist w(z[i — 1],y[j]) = w(z[i],y[j — 1]) = 0.
Da d;j < di—2j—2 + 2 fiir die einfache Levenshtein Metrik (* 3.1) kann man obige
Formel umschreiben zu
di—1;+1
dm'_l +1
di—1j-1 + w(zli,y[j])
di—2,j—2 + w(z[i — 1], y[j]) + w(z[i],y[j — 1]) +1
und damit kann man mit einer einfachen Erweiterung des Wagner-Fischer-Algorithmus
auch Transpositionen beriicksichtigen.

dij = min

dij =min

Beispiel:

x = abed, y = acbd
-1 0 1 2 3 4
a ¢ b d
-1 0O 00 00 00 00 00
0 o 0 1 2 3 4
1 aloco 1 0 1 2 3
2 bloo 2 1 1 1 2
3 cloo 3 2 1 (1) 2
4 d|oo 4 3 2 2

(): hier geht die Transposition ein.

: Der Abstand betrigt 1.

Bemerkung;:

Die Spalte und Zeile “1” ist eingefiihrt worden wegen d;_s j_o.

18



2 Algorithmen, die auf der dynamischen Programmierung basieren

AAchtung !
x =ab, y = bc
Es gilt:  und y haben Abstand 3.
-1 0 1 2 3
b ¢ a
-1 00 00 00 00 00
0 o 0 1 2 3
1 ajloco 1 1 2 2
2 b|loo 2 1 2

Der Abstand betréigt als
y hat 3 Operationen.
Es gilt jedoch:

ab % ba g bea

[1] : ab — ba
2]:e—c
aber Eigenschaft (©) wird verletzt !

3, d.h. die optimale Edit-Sequenz zum iiberfiihren von x nach

o

(15.5.2002)
Hirschberg Algorithmus

Lemma 2.2

Seien z,y € ¥* mit |z| = m, |y| = n. Ferner sei fiir ¢ € [1: m]

ki := min{d{ (z[1..i],y[1..5]) +d}(z[i + 1.m],y[j + 1..n]),j € [1 : n]}
Dann ist k; = df (x,y) fiir i € [1: m]

Beweis:
5" Hausiibung 4.1 auf Seite 60.

IF" Folie 7 auf Seite 74

Beispiel:

Firi=3, j=2:

ks =min{3+3,2+3,24+2,2+3,3+3,3+4,3+4} =4
Fiir ¢ = 2:

ko =min{2+3,2+3,14+3,2+4,2+4,3+4,4+5} =4

df (x[1..3],y[1..2]) =2 (j =2,i = 3)

Frage: Wie erhalte ich df (x[4..7],y([3..6]) ?

Idee: Es ist d4 (zf,yf) = d2 (z,v)

Also erhalte ich d‘i(x[4..7]R, y[3..6]%).

Also bestimme Abstandsmatrix d fiir z[4..7]% und y*.
Man benétigt dp,—in—;-

IF" 7 auf Seite 73.
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2 Algorithmen, die auf der dynamischen Programmierung basieren

Bemerkung: zum Algorithmus von Hirschberg

Die Prozedur dist berechnet die Distanzmatrix d;; zeilenweise. Nach der Initialisierung
gilt Z_alt[j] = doj und spéter gilt immer Z_alt[j] = d;—1; und Z_neu[j] = d;;.

Es wird die letzte Zeile der Distanzmatrix ausgegeben.

Lemma 2.3
rec_align(x,y) berechnet eine optimale Ausrichtung von x und y.

Beweis:

Fiir die Falle n = 0 oder m = 1 ist das sicher der Fall, also sei n > 0, m > 1 angenommen
und weiterhin gelte, dafl rec_align fiir kleine m und n korrekt arbeitet.

Es ist n > j und damit n — 57 > 1.

L_1[i] = d4 (z[1..5], y[1..i]) fiir i € [0 : n] und, da d% (x,y) = d4 (xF, y*), folgt L 2[n—i] =
df (xz[j + 1.m],yli + 1..n}).

Es wird k so gesetzt, daB8 laut Lemma 2.2 (Seite 19)

df (x,y) = df(z[1..],y[1..k]) + d}(z[j + 1.m],ylk + 1..n]). Also werden = und y so
in kiirzere Zeichenketten aufgeteilt, dafl aus den optimalen Ausrichtungen, die die re-
kursiven Aufrufe von rec_align laut Voraussetzung liefern, durch Konkatenation eine
optimale Ausrichtung fiir x und y erzeugt wird.

Lemma 2.4
Im Algorithmus von Hirschberg wird die Prozedur rec_align 2m — 1 mal aufgerufen.

Beweis:

Ist m = 1, dann gibt es einen Aufruf von rec_align.

Sei angenommen, da8 fiir M = 2" > m > 2"71, r > 0, 2m — 1 Aufrufe stattfinden.
Betrachte m/ mit 27 < m’ < 27t1 = 20/

In rec_align wird j = LmTIJ gesetzt, also wird rec_align aufgerufen mit x[1..j] und
|z[1..5]] = m1 < 27 sowie mit x[j + 1..m/], wobei |z[j + 1.m/]| = ma =m' —my < 2.
Laut Induktionsvoraussetzung fiihren diese beiden Aufrufe zu 2mq; — 1 bzw. 2ms — 1
Aufrufen.

Es ergibt sich insgesamt fiir die Zahl der Aufrufe 1+ (2m; — 1) + (2mg — 1) =2m/ — 1.

Satz 2.5
Der Algorithmus von Hirschberg bendtigt O(m % n) Zeiteinheiten und O(n 4+ m) Spei-
cherplatz.

Beweis:

Sei T'(m,n) der Zeitaufwand fiir den Aufruf von rec_align(x,y) mit |z| =m, |y| = n.
Fiir n, m # 0 bendtigt dist ¢ * m * n Schritte fiir geeignetes cg.

Es ist T'(1,n) beschrénkt durch ¢ * n + ¢ fiir geeignete Konstanten ¢; und cs.
Annahme: T'(m,n) < dym *n + dy fiir geeignete Konstanten d; und ds.

Betrachte T'(2m,n). Es werden fiir beide Aufrufe von dist ¢g*jn und ¢ (m — j)n, also
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2 Algorithmen, die auf der dynamischen Programmierung basieren

hochstens comn Zeiteinheiten benétigt. Die restlichen Operationen bis auf die rekursiven
Aufrufe bené6tigen hochstens cgn + c4m + c5 Zeiteinheiten fiir geeignete c3, ¢4, c5.

Die beiden rekursiven Aufrufe sind beziiglich der Zeit laut Voraussetzung durch

dy % jn + dg bzw. di(m — j)n + dg beschrénkt.

Also ist t = (dy + co)n * m + can + cam + ¢5 + 2dy eine Schranke fiir 7'(2m, n). Dann ist
t < (dl + o+ 3+ ¢4 + 5 + da)nm + da.

Damit dieser Wert konsistent mit der angenommenen Schranke ist, muf

2dy = dj + cg + ¢3 + ¢4 + ¢5 + do gelten, also di = ¢cg + ¢3 + ¢4 + ¢5 + do.

Also ist T'(m,n) = O(mn).

Damit ist der gesamte Hirschberg-Algorithmus durch O(mn) Zeiteinheiten beschrinkt.
Die Zeichenketten z und y bendtigen O(n + m) Speicherplitze. Die Prozedur dist
benétigt O(n) Speicherplétze fiir die Zeilen Z_alt und Z_neu.

Die Riickgabefelder L1 und L_2 benétigen ebenfalls O(n) Speicherplatz, die Felder
konnen global gespeichert werden.

(2',y') belegt O(n + m) Speicher. Teilzeichenketten kénnen durch Anfangs- und Endin-
dices iibergeben werden.

Die rekursiven Aufrufe bendtigen also (laut Lemma 2.4 (Seite 20)) auch nur O(m) Spei-
cher. (29.5.2002)
Fiir das Folgende seien z und y Zeichenketten aus ¥*, [z| = m und |y[ = n

und w: Y x Y — R>q sei die elementare Abstandsfunktlon

Es ist nun moglich, die Bestimmung des Abstands der beiden Zeichenketten x und y auf
ein Problem aus der Graphentheorie zuriickzufiihren.

Man betrachte einen gerichteten Graphen G = (V, E') mit

Knotenmenge V' = {(i,7) |i € [0..m],j € [0..n]} und der

Kantenmenge F = F1 U Fy U E5 wobei

By = {(-17),065) )i € [l.m],j €[0.n]},
Ey, = {((i,j—1),(5,7)) |t € [0..m],7 € [1..n]} und
Es = {((Z_laj_l)v( 7]))‘2 S [1m]7] S [171]}

Jede Kante erhilt ein Gewicht, und zwar

eine Kante (( —1,7), (4,5)) das Gewicht w(x[i],e),
eine Kante ((7,7 — 1), (4,5)) das Gewicht w(e,y[j]) u
eine Kante ((: — 1,7 —1),(4,5)) das Gewicht w(:c[z],y[j])

Die Frage nach dem Abstand zwischen z und y entspricht dann der Frage nach dem
“kiirzesten Weg” von (0,0) nach (m,n)!

Beispiel:
IE” Seite 70
Optimale Ausrichtungen:

a b ¢c a b b a a
c b — a b a c c
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(Kosten jeweils 4)

Das Verfahren von Ukkonen

Idee: Nachdem die Distanzmatrix D = (d; ;) mit 0 <7 < m, 0 < j < n fir z und y
beziiglich der elementaren Abstandsfunktion w aufgebaut wurde, entfernt man im zuge-
ordneten Graphen alle Kanten , die nicht zur Minimumbildung beitragen. Genauer, die
Kante vom Knoten (i—1, j) zum Knoten (7, j) wird entfernt, falls d; ; < d;—1 ; +w(x[i], €)
gilt. Entsprechend wird die Kante vom Knoten (i, j — 1) zum Knoten (4, j) entfernt, falls
dij < dij—1 + w(e,ylj]) ist bzw. die Kante vom Knoten (i — 1,7 — 1) zum Knoten
(,7), falls d; ; < di—1 -1 + w(x[i],y[j]) gilt. Den so erhaltenen Graphen nennt man
Abhéngigkeitsgraph.

IF” Seite 75

Lemma 2.6
Fiir den so definierten Abhéngigkeitsgraphen gilt:

1. Die Kosten eines jeden Weges von (0,0) nach (7,7) sind d; ;.
2. Ist d die Summe der Kosten eines Weges von (4, j) nach (i, j'), so gilt dyr j» = d; ;+d.

3. Nur Punkte, die auf einem Weg von (0,0) nach (n,m) liegen, sind fiir die Bestim-
mung des Wertes d,, ,,, relevant.

Sei nun Wy, = min{w(a,e),w(e,a)la € X} und sei wy,;; > 0. Die Diagonalen der
Distanzmatrix D seien mit ganzen Zahlen p € [—m..n] durchnumeriert, so daf§ die
Diagonale p alle Eintrige d; ; mit j — ¢ = p enthélt.

Betrachte nun einen Weg von (4, ) nach (¢, j) im Abhéngigkeitsgraph.

(i,7) liegt auf der Diagonalen p = j — i, (¢/,j') auf p’ = j' — ¢'.

Ist p’ < p, dann enthilt der Weg mindestens |p’ — p| vertikale Kanten; ist p < p/, dann
enthilt der Weg mindestens |p’ — p| horizontale Kanten.

' ()

Also folgt divjr > dij + (5" — ') = (j — )| * Wiin
Damit ist d;; > [j — t| * Wiy, fiir jeden Punkt (¢, j) auf dem Weg von (0,0) nach (m,n).
Da dij < dyy gelten muf | gilt |7 — i < _dij < dmn

— Wmin — Wmin

Also reicht es aus, nur Punkte (¢, 7) im Diagonalband — dmn < j—i < dmn_ ;11 berechnen.

Wmin Wmin

Satz 2.7
Seien z und y Zeichenketten aus ¥*, || = m und |y| = n und sei D = (d;;) die
Distanzmatrix zu x und y.
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a) Gibt es einen Weg von (¢, j') nach (i, j) im Abhéngigkeitgraphen,
so ist d; j > dy j + (G —1)— (5" — )| * Winin-

b) Liegt (i,7) auf einem Weg von (0,0) nach (m,n) im Abhéngigkeitsgraphen von x
und y, so gilt
—q<j—i<n—m+gq fir m<n,
n—-m-p<j—i<gq fir m>n.

wobei ¢ = Kdm—” —(n— m)) /QJ

Wmin
Beweis:
Betrachte Weg von (0,0) iiber (,7) nach (m,n).
Es gilt:

dmn > dij + (0 —m) — (§ — )| * Wmin > doo + [J — i] * Winin + [(n —m) — (j — )| * Winin
also dpmn > (Jj — i+ |(n —m) — (j — i)|) * Wmin
Sei m < n angenommen.
Fiir den Fall j < i folgt dann
e > —(j =) + (n—m) = (j =)
also
02j—i2—|(dum — (n—m)/2| = —q
Ist j > 4, dann gibt es zwei Unterfille:
a) (n—m) = (j—1).
Dann gilt dpp, > ((5 — i) + (n —m) — (J — 1)) * Winin,
also dppn, > (n—m) > (j — 1)
Da dpp, > (n — m) % Wiyin, ist ¢ > 0 und es folgt die rechte Seite der Ungleichung.
b) (n—m) < (j—1)
Dann gilt dpy, > (7 — 1) + (7 — ) — (n — m)) * Winin,
also % >2(j—1)— (n—m)
Es folgt % —(n—m)>2((j —i) — (n—m))

Wmin

und damit {( dn —(n—m))/QJ tn—m)>j—i

q

Der Fall m > n folgt analog.

Will man also testen, ob d(z,y) < h gilt fiir einen vorgegebenen Schwellwert h, kann
man die Berechnung der Distanzmatrix auf das Band zwischen den

Diagonalen —q und n — m + ¢ beschrinken (m < n angenommen).
n+1

q = |(h/wmin — (n —m))/2] ist.
2q < h/wmin — (n —m), also
a n—-m+2+1<1+-L

min
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2 Algorithmen, die auf der dynamischen Programmierung basieren

Da 2q < h/wpmin — (n — m) gilt, folgt, daB die Anzahl der zu berechnenden Werte pro
Zeile der Distanzmatrix hochstens g+1+n—m-+q < 1+ #, alson—m+2q+1 = O(h)
ist.

Folglich kann die Berechnung des Bandes in einer Zeit O(mh) und mit einem Platzbedarf
von O(mh) durchgefiithrt werden, falls nur das Band gespeichert wird. Interessiert nur
der Wert d,, ,, reichen sogar O(h) Speicherplitze.

Um jetzt den Wert d = d(x, y) zu bestimmen, wendet man diesen Schwellwert-Algorithmus
nacheinander auf die Werte hg, h1 = 2hg, ha = 22hg, hs = 23hg, ... an, wobei hy der

minimal mégliche Wert von d(z,y) + wpin ist (etwa n —m + 1 fiir die Edit-Metrik). Ist

der so berechnete Wert von d,, ,, grofler als der Schwellwert, muf§ man das Verfahren

mit dem néchst grofleren Schwellwert wiederholen. Hat man nach r 4+ 1 Aufrufen des

Schwellwert-Algorithmus d(x,y) bestimmt, ist der gesamte Zeitbedarf O(m >} _ hr),

also O(m(2h, — hg)) = O(mh,.). Da d > % gilt, ist der gesamte Zeitbedarf O(md).

IF” Seite 76

IE” Seite 77

Es folgt

Satz 2.8

Das Verfahren von Ukkonen bendtigt zum Test, ob d(x,y) < h gilt O(mh) Zeit und
O(mh) Speicher zur Speicherung der gesamten Bandmatrix. Will man nur den Wert
d(z,y) bestimmen, so benoétigt man O(md) Zeit und O(h) Speicher.

(5.6.2002)
Beispiele zum Verfahren von Ukkonen:
IE” Seite 75
IS" Seite 76
IE” Seite 77

1= | (s~ =m) /2]
zum Fall h = 2:

q=20

Diagonalen: 0 und 1
Ergebnis: 7> h 4%

zum Fall h = 4:

qg=1

Diagonalen von —1 bis 2
Ergebnis: 5 > h 4%

zum Fall h = 8:

q=3

Diagonalen von —3 bis 4
Ergebnis: 5 < h /

IE” Seite 78

zum Fall h = 2:

q=20
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2 Algorithmen, die auf der dynamischen Programmierung basieren

Diagonalen: 0 und 1

Frgebnis: 4 > h =24

zum Fall h = 4:

qg=1

Diagonalen von —1 bis 2

Ergebnis: 4 < h /

Also betragen die Kosten=4.

Eine Mogliche Ausrichtung wire etwa:
c b a b a c

| | |
a b c a b b a

Diagonalen Verfahren

Lemma 2.9
Seien x,y € >.". Dann gilt fiir die Distanzmatrix D = (d;;) beziiglich der Levenshtein
Metrik

dij S {di—l,j—lydi—l,j—l + 1}, i€ [1.zl], j € [1..ly]].

Beweis:

K" Aufgabe 1, Aufgabenblatt 3, Seite 58.

Folgt man also den Diagonalen der Distanzmatrix im Fall der Levenshtein-Metrik, so
wachsen die Werte monoton um jeweils genau +1.

Also kann man nur die Positionen der Stellen speichern, an denen der Wert auf einer
Diagonalen wichst, ohne Informationen zu verlieren.

Diagonalenmatrix

NN 7
e \X 0+ do dp i
. . o 1

T " R .

m -1 0 1 n-m n

1 Diagonale beginnt mit 1-Linie u.s.w. z.B.: Lo = j2
= Nur Kegel der Matrix ist interessant.

Bemerkung;:
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2 Algorithmen, die auf der dynamischen Programmierung basieren

1. Alle Werte auf einer Diagonalen p sind > |p|
2. Jede Diagonale hat hochstens min(m,n) + 1 Werte, wobei m = |z|, n = |y|

Setzt man fiir |z| = m und |y| = n und

Lye=max{j €[0:n]|djj =eund j—i=p}
So hat man fiir jede Diagonale p € | — m,n] die “Sprungstellen” festgelegt, bei denen
von e — 1 “Fehlern” auf e Fehler (= Abstand) umgeschaltet wird.

Idee:
[/~
' Einsetzen von néchstem y
Y Loschen
V  substituieren
Tptl
Lo P
i sl 3
1 J2°3 “p-1
Mit einer dieser 3 Moglichkeiten mufl man von e — 1 nach e kommen.
Satz 2.10

Fir Ly, mit p € [-m..n], e € [0..n] gilt
L, =i+ max{jlz[i —p.i—p+j] =yli.i +j]}

und = maw{Lne_l +1, Lp—l,e—l + 1, Lp+1,e—1}

IS Seite 83 bei 7 ist die Abbruchbedingung erreicht.

Beweis:

Betrachte Distanzmatrix D und betrachte die Werte auf der Diagonalen p. Sei j; Spal-
tenindex des “untersten” Eintrags mit Wert e — 1 auf p, also dj,4,;, = e — 1 und

djy+pr1g1+1 = €

Sei jetzt jo der Spaltenindex des untersten Eintrags mit Wert e — 1 auf der Diagonalen
p — 1 und j3 auf der Diagonalen p + 1.

Zu bestimmen ist der unterste Eintrag auf p mit Wert e.

Es gibt drei Moglichkeiten auf die e-Linie der Diagonalen p zu kommen: (gesucht ist der
“unterste” Wert, d.h. der maximale Spaltenindex)

1. von der e — 1-Linie auf p durch einen diagonalen Schritt (Spaltenindex erhéht sich
um 1)

2. von der e — 1-Linie der Diagonalen p — 1 durch einen horizontalen Schritt (Spal-
tenindex erhoht sich)
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2 Algorithmen, die auf der dynamischen Programmierung basieren

3. von der e—1-Linie der Diagonalen p+1 durch einen vertikalen Schritt (Spaltenindex
bleibt)

Ist man auf der e-Linie von p angekommen, so mufl diese Linie bis zum Ende verfolgt
werden, d.h. es mufl gepriift werden, wie weit die zugehorigen Teilworte von = und y
identisch sind.

IS Seite 82

Lemma 2.11
Sei d = dp(z,y) der Abstand von z und y. Dann benétigt der Algorithmus O(d *
min{m,n}) Zeit und O(d * min{d,n,m}) Speicherplatz.

Beweis:

Die repeat-Schleife wird hochstens min{d,n, m} + 1 mal durchlaufen. Die for-Schleife
nimmt hochstens O(d) Werte an, also werden O(d * min{d, m,n}) Werte der Diagonal-
matrix berechnet.

Fiir ein festes e wird bei allen Durchliufen der Test z[t + p + 1] = y[t + 1] hochstens
einmal durchgefiihrt.

Es treten O(d) verschiedene e auf, also erreicht man eine Gesamtlaufzeit

von O(d x min{m,n}).

Nachtrag:
e e
-ny -~ -~~~ I Bl [

: |

— 1 |
|
| min{m,n}
|
l
|

0 [ Diese Werte miissen nicht

| berechnet werden.
|
l
| min{m,n}
|

-1 :
| |
| |
| |
l l
| |

n I I

Weiterhin kann man die Zahl der zu berechnenden Werte der Diagonalenmatrix weiter
einschrianken, dafiir eine Diagonale p nur Werte L, .

mit e € {|p, [p| +1,...,|p| + min{m,n}} definiert sein kénnen.

Ist dr,(x,y) = d, so miissen alle Spalten < d berechnet werden.

Also werden pro Spalte O(min{d, m,n}) Werte berechnet und der Algorithmus bendotigt
O(d * min{d, m,n}) Speicherplatz.

Speichert man nur eine Spalte um die néchste zu berechnen, reduziert sich der Platzbe-
darf auf O(min{d, m,n}).
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2 Algorithmen, die auf der dynamischen Programmierung basieren

Das Verfahren von Sellers fiir das k-differences Problem
k-differences Problem:

Gegeben: Zeichenketten x,y, Abstandsfunktion dz, k > 0.

Gesucht: Die Positionen aller Teilzeichenketten s von y mit d(s,z) < k.

Idee:

Anderung der Berechnung der Distanzmatrix. d;; soll den minimalen Abstand zwischen
z[1..7] und jedem Suffix von y[1..j] angeben.

Man erreicht dies durch eine verinderte Initialisierung der Distanzmatrix !

Es sei dio =14, i € [0..m] aber do; =0, j € [0:n]

I Seite 86
(12.6.2002)
I Seite 86
a b c d e a b c d e
| | | | | |
a c e a b pc q d e
a b c d e a b c d e a b c d e
L L \ o
a b c a b ¢ r a b c r
Satz 2.12

Das Verfahren von Sellers 16st das k-Differenzen Problem in einer Zeit O(mn) mit O(mn)
Speicherplatz.

Bemerkung;:

Ist man nur an einer Position interessiert, kann der Speicherplatzbedarf auf O(m) redu-
ziert werden.

Nutzt man Lemma 2.9 (Seite 25), dann kann man leicht sehen, dafl gewisse Teile der
Distanzmatrix nicht berechnet werden miissen.

Idee:

Man berechnet die Matrix spaltenweise. Wird in einer Spalte 7 > 1 ein Wert k + 1 be-
rechnet, dann braucht die zugehorige Diagonale nicht mehr berechnet zu werden !

Man merkt sich, in welcher Zeile letztmalig ein Wert > k auftritt.

Sei p — 1 diese Zeile. Dann miissen in der néchsten Spalte hochstens p Werte berechnet
werden.
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2 Algorithmen, die auf der dynamischen Programmierung basieren

J |J+1
d TEintrage fiir Spalte 7 + 1
-1 % i — | | |Eintréige fiir Spalte j
p— | >k .
>k

IE" Seite 92

Satz 2.13
Das Verfahren von Jokinen, Tarhio und Ukkonen 16st das k-Differenzen Problem fiir
zufillige Zeichenketten = und y in O(km) Schritten und O(m) Speicherplatz.

Beweis:
der Zeitkomplexitdt von Chang und Lampe

Das Verfahren von Chang und Lampe zur Lésung
des k-Differenzen Problems

Lemma 2.14
Sei || = m, |y| = n, x,y € ¥* und sei D Distanzmatrix beziiglich der Levenshtein-
Metrik.
Es gilt:
1. -1<djj—di—1; <1 (Spalteneigenschaft)
2. -1<djj—d; ;-1 <1 (Zeileneigenschaft)
Beweis:
Laut Rekursion gilt
dij =min{di—1; + 1, dij—1 + 1, di—1 -1 + w(z[i], y[j])} (*)
also
dij > min{d;—1; +1,d; j—1 +1,di—1 -1} (+)

Aus (*) folgt
dij <di—1j+1,alsodij —di—1; <1

und (**)
dij < di,j—l + 1, also dij — di,j—l <1

Behauptung:
dij —di—1; =2 —1

Beweis:

Die Behauptung gilt fiir j = 0, denn d;o =% und d;—10 =¢ — 1.

29



2 Algorithmen, die auf der dynamischen Programmierung basieren

Gelte nun d; j_1 — di—1,j-1 =2 =1, dh. dijo1 +1 > di—q 1.
Aus (*¥) folgt dj—1j—1 = dj—1,; — 1. Setzt man beides in (+) ein, erhilt man
dij > min{di_1; + 1,di_1; — L,di_1; — 1}

also

dij > di—1,j-1
Also folgt (1).
Behauptung:

dij —djj—1 > —1
Beweis:

Die Behauptung gilt fiir : = 0, da doj; = dpj—1 =0
Gelte nun di—l,j — di—l,j—l > —1, d.h. di—l,j +1> di—l,j—l-
Aus (**) folgt di—l,j—l > di7j_1 —1.
Setzt man wieder in (+) ein, so erhélt man
dij > min{di7]’_1 — 1, di,j—l + 1,di7j_1 — 1}

also

dij > dij—1 —1
Also folgt (2).
Idee:

Man partitioniert jetzt jede Spalte der Distanzmatrix in Folgen aufsteigender
Zahlen (run).
Element d;; gehort zur Folge r, falls r =i — d;;.

Beispiel:
[0 | Folge 0
1
0| | Folge 2
1
2
3

Folge 1 ist leer.
Folge r in Spalte j endet auf Position ¢, falls ¢ der kleinste Wert ist mit: d;41 ; gehort
nicht zur Folge r.

Beispiel:
Folge 0 endet auf Position 1, Folge 1 endet auf Position 1 und Folge 2 endet auf

Position 5.

(19.6.2002)

Lemma 2.15
Ist die Folge r in Spalte j leer, so ist die Folge r 4+ 1 in Spalte j nicht leer.
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2 Algorithmen, die auf der dynamischen Programmierung basieren

Beweis:

Wenn Folge 7 in Spalte j auf Position 7 endet und ¢ < m ist, dann gehort d;11; zu einer
Folge ' mit " = i+1—d;11 ;. Laut Lemma 2.14 (Seite 29) folgt dann r < r’ <r+2 da
T’/:Z'—di+17j—|—1Si—dij—l—2:’l“+2.

Bemerkung;:
Die Folge 0 ist niemals leer.

Als néchstes soll versucht werden, aus den Endpositionen der Folgen in Spalte j die
Endpositionen der Folgen in Spalte j 4+ 1 zu berechnen.

Lemma 2.16
Sei die Folge r in Spalte j leer und sei ¢ Endposition dieser Folge.
Dann endet Folge r in Spalte j + 1 auf Position i + 1.

Beweis:
Folge r — 1 in Spalte j ist also nicht leer und endet auf Position ¢. Also ist r —1 =i —d;;
also r =i 4+ 1 — d;; und, da Folge r ebenfalls auf Position 7 endet, i + 1 — dj1,; > 7.

J |Jj+1
r—1
1 — r
r+1
Also gilt diy 15 < dij (*)

Laut Lemma 2.9 (Seite 25) gilt d;11 j+1 > d;; (Diagonaleneigenschaft)

und laut Lemma 2.14 (Seite 29) gilt

di+1,j+1 < di+17j +1< dij (Zeileneigenschaft und (*))

Also gehort der Eintrag di1 ;11 zur Folge i +1 —diq1j41 =1+ 1 —d;j = 7.

Weiter folgt dit2 41 < di; (aus (*) mit Diagonaleneigenschaft), also gehort diio j41 zur
Folge t +2 —dijj0j41 > i+2—djj=r+1>r.

Also endet Folge r in Spalte j + 1 auf Position 7 + 1.

Lemma 2.17

Die Folge r der Lange I > 0 in Spalte j ende auf Position 1.

Ferner sei s = min{kli —1+2 <k <i+ 1 und z[k] = y[j + 1]} U {oc}.
Dann gilt fiir die Endposition 7 der Folge r in Spalte j + 1
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2 Algorithmen, die auf der dynamischen Programmierung basieren

s—1 falls s < o0
1+ 1 falls die Folge » 4+ 1 in Spalte j nicht leer ist
i falls die Folge r + 1 in Spalte j leer ist

.
I

Beweis:
Jli+1
i—1l— |
& Q
r
=
N
AN

Da die Folge r der Liange [ > 1 in Spalte j auf Position 7 endet, startet diese Folge auf
Position ¢ — [ + 1 und Folge r — 1 endet auf Position i — I.

O Esfolgt r =i —1+1— di—l-l—l,j >i—1— di—l,j =r—1d&, also di—l-l—l,j < di—l,j +1
oder (Spalteneigenschaft) d;_;+1,; < di—y;

Mit Lemma 2.9 (Seite 25) (Diagonaleneigenschaft) folgt d;_j41 41 > di—1j > di—i41,;-
Im Fall d;_j41,j41 = di—;41,; gehort der Eintrag auf Position ¢ — [ + 1 in Spalte j + 1 zur
Folge r.

Im Fall d;j_j41 41 > di—j41,; ist die Anfangsposition der Folge r in Spalte j + 1 grofler
i — 1+ 1. Also gilt, da} die Position an der Folge r in Spalte j 4+ 1 enden kann, grofler
gleich i — I + 1 ist. (V).

Lemma 2.9 (Seite 25) zeigt, daB8 d;11 j+1 < d;; + 1 (Diagonaleneigenschaft).

Ist di+1,j+1 = dij +1 (‘), gehort di+1,j+1 zur Folge r in Spalte j + 1.

Behauptung: Dann gehort d;y2 j+1 A nicht zur Folge r.

Beweis:

Es gilt dj12 j+1 < diy1,; + 1 (Diagonaleneigenschaft). Da Folge r auf Position 7 in Spalte
7 endet, gilt 7 — dij <i+1-— di+1,j, also di+17j < dlj

Damit folgt di+2,j+1 < dij +1< dij + 2 und damit 7 + 2 — di_;_g,j >14+2— dij —2=r.
Ist dit1,j41 = d;j, dann gehort diqq j4+1 = d;j, dann gehort d;q j41 zur Folge r + 1.
Also liegt die Endposition der Folge r in Spalte j + 1 im Intervall [i — [ + 2..i + 1].

Um die genaue Position zu finden betrachte man Position s in x mit z[s] = y[j + 1].
Fiir die Distanzmatrix folgt ds j4+1 = ds—1,;.

Gilt i—1+42 < s < i+1, dann gehort ds_; ;j zur Folge r in Spalte j, d.h. s—1—ds_1 ; =1
und es gilt s —d, 11 =7+ 1.

Also endet die Folge r in Spalte j + 1 bei Position s — 1, wobei s wie in der Behauptung
definiert ist.

Gibt es kein derartiges s, dann endet die Folge r in Spalte j + 1 auf der maximal mogli-
chen Position 7 + 1, sofern die Lénge der Folge r + 1 in Spalte j nicht 0 ist.

In diesem Fall ist di+17j < dij und damit di+1,j+1 = dZJ
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Also gehort ditq 41 zur Folge 7 + 1 und Folge r endet auf Position ¢ in Spalte j + 1.

Die so entwickelten Rekursionen erlauben es zusammen mit einer Tabelle von Indizes, die
Endpositionen einer Folge in konstanter Zeit zu bestimmen. Also kann man die Spalte
j der Distanzmatrix in O(m — d,;) Zeiteinheiten bestimmen, denn die letzte Folge in
dieser Spalte ist die Folge r — m — d,y,;.
Die Zeit zur Bestimmung aller Spalten ist danach O(n(m — d,,)), wobei d,,, der Mittel-
wert aller Eintrége in der m — ten Zeile ist.
Fiir die Tabelle von Indizes gelte

locila] = min{s|i < s <mn, z[s]| =a}U{m+ 2}
(hierbei steht m + 2 im Endeffekt fiir co, geschmackssache, was man nimmt)
Diese Tabelle der G68e O(m|X|) kann in einer Zeit O(m|X|) erstellt werden.
K& Seite 87

(26.6.2002)
Zeile | D = (dU)
0 0 | Folge 0 ‘ end ‘ length
1 1
0] 2 3
2 2 1| 4 2
3 2 | Folge 1 5| 4 0 IF” Seite 88 S = min{k|z[l] =
1 5 3| 6 2
) 2 | Folge 3
6 3
Folge 1=1— dij
ylj+1undi—1+2<k<i+1}
locg[i] = min{kli < k < m, z[k] = a} U {0} (oder co = m + 2)
IE” Seite 87
o Durch Vorverarbeitung und Verwendung der

1, loc-Funktion erspart man sich die Es ist zweckmifig, eine
— min-Bildung in jedem Schritt.

Variante zu benutzen, die die in der Spalte hichste Folgennummer festhélt. Wenn also
in Spalte j die Folge t auf Position m endet, dann ist die hichste mogliche Folgennum-
mer, die in Spalte j + 1 auf Position m endet, die ¢t + 1. Hat also die aktuelle Folge eine
Nummer > ¢, so endet die Folge auf Position m.

Satz 2.18
Der Algorithmus von Chang und Lampe 16st das k-Differenzen-Problem im Mittel in

einer Zeit O(nm/+/|X|) und Platzbedarf O(m|%|).

Beweis:
Es 148t sich zeigen, dafl die mittlere Lénge einer Folge O(4/|X]) ist.
Daraus folgt der Zeitbedarf (gerechnet ohne Initialisierung der loc,[i])
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IE” Seite 86
IE” Seite 89
z.B.: x = abcde
loc|1 2 3 4 5|6 7
a |1
b |2 2 00
c |3 3 3 00 00
d |4 4 4 4
e |55 5 5 5
Gelangt man bis zu Folge 3, dann ist ein Teilstring gefunden !
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3 Suffix-Baume

3 Suffix-Baume

Suffix-Bdume beinhalten eine kompakte Darstellung aller nichtleeren Teilworter einer
Zeichenkette. Sie sind eine Weiterentwicklung sogenannter Patricia-Béume (Practical
Algorithm To Retrieve Information Coded In Alphanumeric) (Morrison 1968) und sind
kompakte Darstellung sogenannter Suffix Trie’s.

Ein Trie ist ein (digitaler) Suchbaum (Trie stammt von “Information Retrieval”, Fredkin
1959)

In einem Trie iiber einem Alphabet ¥ wird jede Kante mit einem Symbol aus ¥ markiert
und benachbarte Knoten haben unterschiedliche Symbole an den Kanten. Der maximale
Verzweigungsgrad ist |3].

Beispiel:

Blatter sind Endknoten und représentieren ein Wort.
Es kann auch passieren, daf3 interne Knoten ein Wort
représentieren.

Héufig wird gefordert, dal jedes Schliisselwort

mit einem zusétzlichem “$”-Endmarker versehen wird,
der nicht aus ¥ ist. (Préfix-Freiheit)

Ein Suffix-Trie einer Zeichenkette z ist ein Trie, in dem
alle Suffixe von z$ abgespeichert sind.

0Q
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Beispiel:
Suffix-Trie fiir z = aabab$

Suffix i=z[1..n].

Jeder Knoten représentiert ein Teilwort von x, das aus der Konkatenation der Buchsta-
ben des Weges von der Wurzel zum Knoten besteht.

Diese Beziehung ist eindeutig !

Jedes Blatt représentiert einen Suffix, die Nummer gibt die Anfangsposition des Suffix
von x an.

Fin derartiger Suffix Trie ist z.B. niitzlich bei Fragen wie

e Bestimmung des lingsten gemeinsamen Prifixes zweier Teilworte x1 und x5 von
x.
(LCA von z; und x2 bestimmen (lowest common ancestor))
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3 Suffix-Baume

e Priifung ob y Teilwort von x ist (Suchen in Zeichenketten)
(verfolgen des Teilwortes)

e Anzahl des Auftretens von y in x
(Bestimmung der Blitter im Teilbaum mit Wurzel “y”

Nachteile

e Die Anzahl der Knoten (und damit auch der Kanten) ist im schlechtesten Fall
O(n?) fiir |z| = n.
(etwa a™b™$, Lénge 2m + 1, hat m? + 4m + 2 verschiedene Teilworter)
((m+1)(m+1) =m? +2m + 1 (Alle Teilwérter ohne $)
+(2m + 1) (Alle Teilworter mit §$))

(3.7.2002)
Suffix-Trie fiir z = aabab$

Ubergang zum Suffix-Baum:

Zusammenfassen von Wegen, die, bis auf Anfangs- und Endknoten nur aus Knoten mit
Verzweigungsgrad 1 bestehen.

Die Kanten sind jetzt mit Teilworten markiert.

Beispiel:
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z=amb"m$

[

b™$

Damit ist noch nichts gewonnen...

Die Teilworte, mit denen die Kanten markiert sind, miissen nicht explizit gespeichert
werden - es reichen zwei Indizes fiir Anfangs- und Endposition in der Zeichenkette. Die-
se Information kann in den Knoten abgelegt werden !
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3 Suffix-Baume

vgl. (V)

Damit ist der Platzbedarf zur Speicherung eines Suffix-Baumes fiir eine Zeichenkette x

O(Jx]).

3.1 Konstruktion von Suffix-Baumen

Der naive Konstruktions-Algorithmus beginnt mit einem Baum By, der nur aus einem
Knoten, der Wurzel besteht.

Danach werden nacheinander die Suffixe z[i..n| fiir i = 1,...,n in den Baum eingefiigt;
genauer Suffix z[i..n] wird in den Baum B;_; eingefiigt und liefert den Baum B;.

Wie wird eingefiigt 7

Man startet an der Wurzel von B;_; und sucht den ldngsten Pfad, dessen Markierung
ein Prifix v von x[i..n] ist (dieser ist eindeutig bestimmt).

1. Der Pfad endet mitten in einer Kante (u,v).
Dann wird diese Kante in zwei Kanten aufgebrochen, indem ein neuer Knoten w
eingefiigt wird.

/
/

o
a = ajag und zfi.n] =0 ° °

und Knoten u représentiert (dabei ist ¢ das neue Blatt)
ein § mit da; =~y

2. Der Pfad endet in einem Knoten wu.

39



3 Suffix-Bédume
Dann wird eine neue Kante (u,i) zu einem neuen Blatt i eingesetzt, die mit /3
markiert ist.

Man erhilt auf diese Weise einen Suffix-Baum fiir z. Man benétigt aber O(n?) Zeitein-
heiten (etwa Suffix-Baum fiir z = a™$)

Beispiel:
Suffix-Baum fiir £ = abab$
By By
abab$
By B3
ab bab$
abab$ bab$ ab$ $
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3 Suffix-Baume

Eine effektive Speicherung eines Suffix-Baumes kann z.B. durch eine Knuth-Transformation
in einen bindren Baum erreicht werden:

Knuth:

Beispiel:
Bs
(0,0) /
\i
(1,2) > (2,2) = (55 ||/
\i
(5.5 |/ = 35 ||/
\i
(3.5 |/ = (5.5 ||/

Also Speicherbedarf O(n) !

Schreibweisen:

Sei u eine Zeichenkette iiber 3.

knoten(u) sei der Knoten im Suffix-Baum, der u représentiert

ext ()= {v|u ist der Prifix von v}

knoten_min_ext (u) sei der Knoten im Baum, der das kiirzeste Wort

aus ext (u) reprisentiert
knoten max_prafix(u) sei der Knoten im Baum, der das langste Prifix
von u reprisentiert

head (i) sei das lidngste Préfix von xz[i..n|, das auch Prifix
von x[j..n] fir j <1 ist
(d.h. head (i) ist das langste Prifix von z[i..n], fiir das
knoten min_ext in B;_; exisitert)

tail(i) sei die Zeichenkette, fiir die x[i..n] =head(i)tail(i) gilt.
(das $-Zeichen verhindert tail(i)=¢)

Beispiel:

41



3 Suffix-Baume

knoten(a,b)=

knoten(a) ist undefiniert
knoten min_ext(ab)=

knoten min ext(a)=
knoten max_préfix(aba)=
knoten min_ext (ba) :@
knoten max_prafix(b)=
head(3)=ab

tail(3)=3$

Der naive Konstruktionsalgorithmus wird nun wie folgt beschrieben:

Sei By der Baum, der nur aus einem Knoten besteht und das leere Wort reprisentiert
und sei B; der Baum, der durch Einfiigen von z[i..n| aus B;_; entsteht.

Um diese Einfiigung durchzufiihren, sucht man zunéchst knoten min_ext (head(i)) in
B;_1.

Reprisentiert dieser Knoten head (i), wird ein neues Blatt ¢ angefiigt und die Kante mit
tail (i) markiert.

Repréaentiert der so gefundene Knoten nicht head (i), dann wird die auf ihn zeigende
Kante aufgebrochen und ein neuer interner Knoten fiir head (i) eingesetzt. Ein neues
Blatt ¢ wird an den eingesetzten Knoten angehéngt und die Kante mit tail(i) mar-
kiert.

Beispiel:

Suffix-Baum fiir x = aabab$
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3 Suffix-Baume

By head(1)=¢
tail (1) = aabab$

By

head(2)=a

tail (2)= bab$

aabab$
By O head(3)=¢ | By head(4) = ab
tail(3)= bab$ tail(4)=7$
a a bab$
abab$ bab$ abab$ bab$
By head(5)=b | By head(6)=¢

tail(5)=$

tail(6)=§
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3 Suffix-Baume

Die Grundlage des Verfahrens von McCreight ist das folgende Lemma:

Lemma 3.1
Wenn head(i-1)=az, a € X, z € ¥*, 1 <i <n = |z|, dann ist z Préfix von head (i)

Beweis:

Ist head(i-1)= az, dann gibt es laut Definition ein 7 < ¢ — 1, so dafl az Préfix von

z[i — 1..n] und von z[j..n] ist.

Folglich ist z Préfix von z[i..n] und von [z[j + 1..n] und somit Préfix von head(i).
(10.7.2002)

Die Idee von McCreight ist es, den in Entwicklung befindlichen Suffix-Baum fiir  mit

zusitzlichen Zeigern (Suffix-Zeiger) zu versehen. Jeder interne Knoten enthélt so einen

Zeiger. Vom Knoten, der az reprisentiert (a € X, z € ¥*) wird ein derartiger Zeiger auf

den Knoten verweisen, der z représentiert.

Beispiel:

x = abab$

IS~ Seite 97
Ein Suffix-Zeiger zeigtz nie in den “eigenen” Teilbaum !

(v € ext(u))
Im Schritt vom Baum B;_; zum Baum B; ist gegeben: head (i-1)
IE” Seite 95 und 97

Beispiel:
z[13..19]

—N—
x = BBBBBABABBB AABBB BB$
—— =

Eingetragen werden soll der Suffix 2[14..19] = BBBBBS$ in Bjs.
head(13)= ABBB
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3 Suffix-Baume

knoten max priafix (ABBB) in Bjs ist knoten(AB)
alsou=A, v=B und w = BB

head(14)

zu Seite 95, II):

Um diesen Weg zu finden, sucht man die von ¢ ausgehende Kante, die mit einem Wort
markiert ist, das mit dem ersten Zeichen von w beginnt. Sei p dieses Wort und sei e der
Knoten, auf den diese Kante fiihrt. Ist |p| < |w| wiederholt man das Verfahren rekursiv
fiir das Wort w’ mit w = pw’ und Startknoten e. Ist |[p| > w hat man den gesuchten
knoten min_ext (vw) gefunden.

hrule

Es gilt:

Satz 3.2
Der Algorithmus von McCreight erzeugt einen Suffix-Baum fiir eine Zeichenkette x mit
|z| = n in einer Zeit O(n) und einem Speicherbedarf O(n).
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4 Anwendungen von Suffix-Bédumen

4 Anwendungen von Suffix-Bdumen

4.1 Das “Longest Repeated Substring Problem”

Gegeben: Zeichenkette y € X* mit |y| = n > 0. Man bestimme die léingste Teilzeichen-
kette x von y, die an mindestens zwei verschiedenen Positionen auftritt.

Beispiel:

y = abababa.

Dann ist x = ababa die gesuchte Zeichenkette, die an Position 1 und 3 in y auftritt.
Beispiel:

y = pabeqrabesabtu

x = abc ist ldngste Teilzeichenkette, die an Position 2 und 7 auftritt.

Naheliegender Ansatz: Konstruiere n x n Matrix M mit
1 falls y[i] = y[j]z

Mij = 0 sonst
(eigentlich nur obere (untere) Dreiecksmatrix - M ist symmetrisch)
Man sucht dann maximale Diagonalen in M auflerhalb der Hauptdiagonalen.
IF" Seite 94 und 93
Dieser einfache Algorithmus 16st das Problem in einer Zeit O(n?).
Die Elemente von M miissen nicht gespeichert werden — O(n).

Effektivere Losung: Man konstruiert einen Suffix-Baum zu y. Dann mufli man nur den
internen Knoten finden, der die langste Zeichenkette représentiert. Dies ist die langste
Teilzeichenkette von y, die mehrfach auftritt.

Man erhilt die Antwort in O(n) Zeiteinheiten.

Beispiel:

(partieller) Suffix-Baum fiir y = p&lz_c/qr&bfc/sabtu$

gesuchter
Knoten
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4 Anwendungen von Suffix-Bdumen

4.2 Das “Longest Common Substring”-Problem

indexProblem!Common Substring Gesucht ist die ldngste Zeichenkette, die in zwei ge-
gebenen Zeichenketten z und y auftritt.

Losung: Konstruiere Suffix-Baum fiir zffy$, wobei § und $ nicht in x oder y auftreten.
Man sucht interne Knoten, die eine ldngste Zeichenkette représentieren und Bléatter als
Nachfolger besitzen, von denen mindestens eins zu einem Suffix gehort, das vor dem 4§
beginnt und eines, das nach dem f§ beginnt.

4.3 Verallgemeinerte Suffix-Baume

repriisentieren die Suffixe einer Menge {z1,...,2,} von Zeichenketten. Konzeptionell
kann man einen derartigen Baum konstruieren, in dem man einen Suffix-Baum fiir y =
21812082 - - - 2,8, $; spezielle Endmarkierungen, aufbaut.

u$

Ersetze durch (k.i” ,

d.h. man streicht die langen “kiinstlichen” Suffixe in den Markierungen der Kanten, die
auf Blatter verweisen, und erweitert die Information in den Bldttern um die Angabe aus
welchen Zeichenketten das Suffix stammt.

Beispiel:

x1 = cabca, xo = babcba

Suffix-Baum fiir y = 21$122%5:

a  /\ bca$ O

(1,1)

(1.4)

(1,3) (23) (25 (2D 22 (12
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4 Anwendungen von Suffix-Bdumen

Damit ist das Teilstring Problem effektiv 1osbar:

Gegeben seien Zeichenketten z1, ..., z, sowie y.

Gesucht ist die Menge aller ¢ mit: y ist Zeichenkette von x;.

Konstruiere verallgemeinerten Suffix-Baum und suche nach y (knotenmin_ext(y)).
Gibt es einen derartigen Knoten, so betrachte alle Blatter unterhalb des Knotens.
Vorverarbeitung: O(>_ |x;|) Schritte

Suche nach y: O(|y|) Schritte
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5 Aufgaben

5 Aufgaben
UNIVERSITAT HANNOVER Approximative
Institut fiir Informatik Zeichenkettensuche
Prof. Dr. R. Parchmann SS 2002
10.04.2002
1. Aufgabenblatt
Aufgabe 1

Seien z, y € ¥* mit |z| = n und |y| = m gegeben. Man beweise, dass fiir die Menge A(z,y)
der Ausrichtungen von x und y gilt:

n+m
I
A =
|A(z,y)| l_mgnm} (=)l —m)(n+m—1)!

Aufgabe 2
Seien z, y € ¥* mit || = n und |y| = m. A(x,y) sei die Menge der Ausrichtungen von z
und y und es sei |A(z, y)| = f(n,m). Man beweise die folgende Rekusion:

(1 falls n =0 oder m =0
f(n,m) _{(f(n—l,m)—l—f(n—l,m—1)+f(n,m—1) sonst

Aufgabe 3

Gegeben sei eine Programmiersprache, in der eine Integerarithmetik mit beliebiger Genau-
igkeit implementiert ist (z.B. Scheme). Konstruieren Sie ein Programm zur Berechnung von
|A(z,y)|, dessen Zeit- und Speicherplatzbedarf moglichst klein ist. Von welcher Zeitkom-
plexitit ist Ihre Losung? Wie grofl ist der Speicherplatzbedarf? Wieviel Dezimalstellen hat
| Az, )| fiir [z] = [y = 1007

Aufgabe 4
Seien z, y € ¥* mit |z| = n und |y| = m gegeben. Man versuche wie in den Aufgaben 1
oder 2 fiir die Menge 1'(z,y) der Korrespondenzen entsprechende Anzahlformeln zu finden.

Aufgabe 5
Sei T = (IP(X*),U, -, 0, {e}) ein Halbring, wobei - das Produkt von Zeichenkettenmengen
bezeichnet. Sei w die durch

w(a,b) = {{a} falls a = b
’ € sonst

gegebene elementare Distanzfunktion auf ¥ und D die dadurch gegebene abstrakte Distanz-
funktion. Man beschreibe fiir z,y € ¥* die Menge D(z,y).

ABGABETERMIN: Mittwoch, 17.04.2001 in der Vorlesung.
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5 Aufgaben

UNIVERSITAT HANNOVER Approximative
Institut fiir Informatik Zeichenkettensuche
Prof. Dr. R. Parchmann SS 2002

17.04.2002

2. Aufgabenblatt

Aufgabe 1

Man berechne die Liinge einer lingsten gemeinsamen Subsequenz der beiden Zeichenketten
x = cbabacaccbabac und y = abcabbabaabcababbba. Geben Sie eine lingste gemeinsame
Subsequenz an.

Aufgabe 2
Fiir die beiden Zeichenketten aus der vorigen Aufgabe bestimme man eine kiirzeste gemein-
same Supersequenz.

Aufgabe 3
Man beweise:

Ist die elementare Distanzfunktion w : £ x ¥ — IR eine Metrik, so ist die allgemeine
Levenshtein Distanz d} ebenfalls eine Metrik.

ABGABETERMIN: Mittwoch, 17.04.2001 in der Vorlesung.
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5 Aufgaben

UNIVERSITAT HANNOVER Approximative
Institut fiir Informatik Zeichenkettensuche
Prof. Dr. R. Parchmann SS 2002

2.05.2002

3. Aufgabenblatt

Aufgabe 1

Es seien z,y € ¥* mit |z| = n und |y| = m. Ferner sei d; ; = dr(z[1..i],y[1..5]), 1 < i <mn,
1 < j < m der Abstand zwischen den beiden Prifixen z[1..i] und y[l..j] von z und y
beziiglich der einfachen Levenshtein-Metrik. Man beweise, dass dann

dij € {di—1,j-1,di—1j-1 + 1}
gilt.
Aufgabe 2
Man spezialisiere das rekursive Verfahren zur Berechnung der Liickenkosten aus Satz 1.18

fiir den Fall affiner Liickenkosten und zeige, dass das Verfahren dann nur noch eine Zeit-
komplexitiit von O(nm) hat. Dabei sei die affine Liickenkostenfunktion durch

wp=w_ =g+ h(k| —1) mit g,h € RT, k>0
gegeben.
Aufgabe 3

Fiir x = yweqpgk und y = lawyqqgkpgka bestimme man den Abstand fiir eine affinen
Liickenkostenfunktion mit ¢ = 3 und h = 1. Es gelte auflerdem:

3 sonst

Geben sie zwei Ausrichtungen von x und y an, die beziiglich dieses Abstandsbegriffs optimal
sind.

ABGABETERMIN: Mittwoch, 8.05.2001 in der Vorlesung.
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5 Aufgaben

UNIVERSITAT HANNOVER Approximative
Institut fiir Informatik Zeichenkettensuche
Prof. Dr. R. Parchmann SS 2002

8.05.2002

4. Aufgabenblatt

Aufgabe 1
Man beweise:
Es seien z,y € ¥* mit |x| = n und |y| = m. Ferner sei fiir 1 <i<n

ki = min{d} (z[1..q], y[1..5]) + d7 (z[i + 1.n],y[j + 1..m]),1 < j < m}.
Dann gilt k; = df (z,y) fiir ein i,1 <i <n.
Aufgabe 2
Man dndere den Algorithmus von Wagner und Fischer, so dass am Ende nicht eine optimale

Korrespondenz, sondern eine optimale Ausrichtung beziiglich des verwendeten Distanzbe-
griffs ausgegeben wird.

Aufgabe 3

Man entwickle einen Algorithmus, der aus der Distanzmatrix fiir zwei Zeichenketten x
und y aus X* alle optimalen Ausrichtungen beziiglich der allgemeinen Levenshtein Distanz
ausgibt.

ABGABETERMIN: Mittwoch, 15.05.2001 in der Vorlesung.
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5 Aufgaben

UNIVERSITAT HANNOVER Approximative
Institut fiir Informatik Zeichenkettensuche
Prof. Dr. R. Parchmann SS 2002

29.05.2002

5. Aufgabenblatt

Das local assignment problem ist aus biologischer Sicht besonders wichtig. Man sucht in den
gegebenen zwei Zeichenketten z und y Teilzeichenketten, die moglichst dhnlich sind. Die
iiblichen Abstandsbegriffe kann man in dieser Situation nicht so richtig verwenden, denn
wahlt man jeweils die leere Zeichenkette als Teilzeichenkette, so erhélt man bereits den
Abstand 0.

Besser ist es, die elementare Gewichtsfunktion so zu wihlen, dass w(a,a) > 0 und w(a,b) <
0 fiir @ # b ist und mit einer Distanzfunktion iiber dem Halbring (IR, max,+,0,0) zu
arbeiten.

Abstrakt kann man das Problem etwa wie folgt beschreiben:

Es seien z,y € ¥* mit |z| = m und |y| = n. Ferner sei w : ¥ x ¥ — IR eine elementare
Gewichtsfunktion. Gesucht sind Teilworter & und ¢ von x bzw. y, fiir die der Abstand
D(%,y) maximal ist. Sei V(z,y) dieser maximal Wert.

Beispiel: Sei © = pgrazabestvg und y = deaxbacsll und sei w(a,a) = 2, w(a,b) = —2
fir a # b und w(a,e) = w(e,a) = —1. Dann ist (g X a E a g S) eine Ausrichtuing der

Teilzeichenketten & = azabes und § = azbacs mit D(Z,y) = 8 und fiir alle anderen Teilzei-
chenketten erhilt man keine groBeren Werte. Also ist V(z,y) = 8.

Aufgabe 1

Seien nun ¢ < m und j < n und sei v(z,j) = max{D(«, ) | @ Suffix von z[1..i], 3 Suffix von
y[1..7]}. Es gilt offensichtlich v(i, j) > 0, da o = 8 = & méglich ist.

Man beweise: V(z,y) = max{v(i,j) |0 <i<m, 0<j<n}.

Aufgabe 2
Man beweise: Fiir ¢ > 0, j > 0 gilt

v(é, j) = maz{0,v(i — 1,5 — 1) +w(zfi, y[j]), v(i — 1, 7) + w(zld, ), v(i,j — 1) +w(e yli])}

Aufgabe 3

Fiir die elementare Gewichtsfunktion w(a,a) = 1,w(a,b) = —3 fiir a # b und w(a,e) =
w(e,a) = —1 bestimme man V (zwcgpgk, lawzqgkpgka). Wie lauten die beiden Teilzeichen-
ketten grofter Ahnlichkeit?

Aufgabe 4
Man entwerfe einen Algorithmus, der fiir zwei Zeichenketten z und y den Wert V' (z,y)
berechnet und Teilzeichenketten groBter Ahnlichkeit von z und y ausgibt.

ABGABETERMIN: Mittwoch, 5.06.2001 in der Vorlesung.
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5 Aufgaben

UNIVERSITAT HANNOVER Approximative
Institut fiir Informatik Zeichenkettensuche
Prof. Dr. R. Parchmann SS 2002
12.06.2002

6. Aufgabenblatt

Aufgabe 1

Entwerfen Sie einen Algorithmus, der aus der Diagonalenmatrix L fiir zwei Zeichenketten
z,y € ¥* mit || = m und |y| = n eine Ausrichtung konstruiert. Dazu iiberlege man sich
zunéchst, wie man aus L die Distanzmatrix D rekonstruieren konnte.

Aufgabe 2

Man wende das Verfahren von Sellers zur Losung des k-Differenzen Problems auf die beiden
Zeichenketten 2% und y® an. Welche Bedeutung haben jetzt Eintriige < k in der letzten
Zeile der Distanzmatrix?

Aufgabe 3
Man iibertrage das Verfahren von Sellers auf die Diagonalenmatrix und modifiziere den
Algorithmus zur Berechnung der Diagonalenmatrix, um das k-Differenzen Problem zu 16sen.

ABGABETERMIN: Mittwoch, 19.06.2001 in der Vorlesung.
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5 Aufgaben

UNIVERSITAT HANNOVER Approximative
Institut fiir Informatik Zeichenkettensuche
Prof. Dr. R. Parchmann SS 2002
19.06.2002

7. Aufgabenblatt

Aufgabe 1

Modifizieren Sie den in der Vorlesung angegebenen Algorithmus von Chang und Lampe, so
dass die Cut-Off-Methode des Jokinen, Tarhio, Ukkonen Algorithmus implementiert wird,
also die Spalten der Distanzmatrix nicht vollstéindig entwickelt werden.

Aufgabe 2

Fiir zwei Zeichenketten z und y € ¥* mit |z| = m und |y| = n besteht das lokale Assign-
ment Problem darin, zwei Teilzeichenketten von x und y zu finden, die beziiglich eines
vorgegebenen Ahnlichkeitsbegriffs am #hnlichsten sind (siehe Aufgabenblatt 5). Ein damit
zusammenhingendes Problem ist es, zwei Teilzeichenketten x; und x5 in einer Zeichenkette
zu finden, die eine hohe Ahnlichkeit haben (inexakt repeated substring problem).

Es liegt daher nahe, um angeniiherte Wiederholungen in einer Zeichenkette z zu finden,
lokale Assignments der Zeichenkette mit sich selbst zu suchen. Leider ist in diesem Fall die
Zeichenkette z eine beste Losung. Selbst wenn man alle Werte in der Tabelle nutzt, wird
der Wert d; ; mit 4 # j stark durch die Werte in der Diagonalen beeinflusst. Gibt es eine
einfache Losung dieses Problems?

Man teste das gefundene Verfahren und suche nach den angenéherten Wiederholungen in
der Zeichenkette x = pqrazabcestvqdeazbacsll. Dabei sei die elementare Gewichtsfunktion
gegeben durch w(a,a) =2, w(a,b) = —2 fiir a # b und w(a,e) = w(e,a) = —1.

ABGABETERMIN: Mittwoch, 26.06.2002 in der Vorlesung.
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6 Losungen der Aufgaben

6 Losungen der Aufgaben

6.1 1. Hausiibung

Aufgabe 1.1

Es ist |z| = n und |y| = m.

Sei (2/,y') € A(z,y), («',y’) habe die Linge .

Da (2/[i],y'[i]) # (—,—) fiir ¢ € [1 : 1] folgt | € [max{n,mi} : n+ m].

z’ enthélt k = | — n neutrale Zeichen.

Es gilt k € [maxz{o,m —n} :m].

Auf die [ = n + k Positionen in T kénnen die k& neutralen Zeichen auf ( li) = (l_ln>
Arten verteilt werden.

y enthilt | — m = n — m + k neutrale Zeichen. Diese diirfen nicht “unter” neutra-
len Zeichen in z’ stehen. Also haben wir [ — k = n freie Positionen fiir [ — m neutrale
Zeichen.

Diese kann man auf < l_"m) Arten verteilen.

Also gibt es (l_ln> (l_"m) = (l—n)!n!(l—“rZ;!(n—l—&-m)! Ausrichtungen von x und y der

Lénge [.

Aufgabe 1.2
Ist n = 0 oder m = 0, so ist x = € oder y = ¢, folglich ist |A(x,y)| = 1. Seien jetzt n > 0
und m > 0. Fiir jede Ausrichtung (z’,y’ € A(z,y) der Linge [ gilt entweder

1. 2/[l] = — und ¢/[l] = y[m] oder
2. 2'[l] = z[n] und y'[l] = — oder
3. 2'[l] = z[n] und y'[l] = y[m]

Damit erhilt man alle Ausrichtungen von x und y rekursiv aus den Ausrichtungen von
z und y[l..m — 1], z[l.n — 1] und y und z[1l..n — 1] und y[l..m — 1].

Aufgabe 1.3
|A(z,y)|, £(100,100) = 2053...041

76 Stellen
Entweder die Formel aus 1) benutzen, oder:

Die rekursive Form aus Aufgabe 2 benutzen, dann sollten jedoch alle bereits berechne-
ten Werte in einer Tabelle zwischen gespeichert werden, um doppelte Berechnungen zu
vermeiden.

Auf diese Weise ergibt sich:

Zeitkomplexitit: O(|z| * |y|)
Speicherplatzkomplexitéit: O(|z| + |y|)
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6 Losungen der Aufgaben

Aufgabe 1.4

Sei |z| = n, |y| = m. Jede Korrespondenz 7., zwischen x und y enthélt zwischen 0 und
min{|z|, |y|} Elemente.

Sei [ die Anzahl der Elemente einer Korrespondenz. Offensichtlich hat man (7) Moglich-
keiten, die [ Zeichen in x auszuwéihlen, die mit [ Zeichen in y in Korrespondenz stehen.

Also
T (2, )| = Spinliebllh (ny (”{)
YY)l =

Fiir |z| = |y| = 100 ergibt sich \T(m ) 905... .
59 Stellen

Aufgabe 1.5 =
T = (P(2%),U,*,0,{c}) w(a,b) = { g :o;sf
{e} falls x =y =¢

||

D(@,9) = Uneoy [L (@511 sonst
=1

*
(%) ist eine ein-elementige Menge, die eine Zeichenkette enthélt, die Subsequenz von x

und y ist.
Also ist D(z,y) die Menge der gemeinsamen Subsequenzen von z und y.

6.2 2. Hausiibung

Aufgabe 2.1

x = cbabacaccbabac

y = abcabbabaabcababbba

les(z,y) =11

Eine ldngste gemeinsame Subsequenz ist etwa cbabacababa.
Wie ist dies aus der Tabelle direkt abzulesen 7

e rechts unten beginnen

e riickwirts schauen auf welchem Weg man zu diesem Wert gekommen ist (woher
kam dies Maximum?)

e Anderungen zwischen den Elementen ?
e Daraus Korrespondenzen bilden

o = lcs
Aufgabe 2.2
ses(x,y) = |z| + |y| — les(z,y) =14 +19 — 11 = 22
Fine Supersequenz wire etwa
abcabbabaabcaccbabbbac

Aufgabe 2.3
Sei w: Y x ¥ =R elementare Distanzfunktion. Ist w Metrik, dann ist df eine Metrik.
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6 Losungen der Aufgaben

Beweis: )
Es ist fiir z,y € X% df (z,y) = min y)cA(ay) Zli'l w(x'[i], y'[i]).

L d(z,y) >0 /

2. Sei x = y. Dann ist (z,y) € A(z,y) und df (z,y) < Zli'l w(zli], y[i]) = 0.
Ist df (x,y) = 0, dann gibt es eine Ausrichtung (z’,y’) € A(x,y) mit
Z‘Zi‘l w('[i],y'[i]) = 0. Also w(z'[i],y'[{]) = 0 fiir alle 4, d.h. z = y.

3. Behauptung: df(z,y) < df(z,z) +d}(z,y)
Es gibt (2”,2") € A(z, z) mit df(z,z) = ZLZ;lw(w”[i],z”[i]) und es gibt (2,9) €
Alz,y) mit di (2,9) = S22, w(li, 911).
Man konstruiert eine kiirzeste Supersequenz z’ von 2" und 2 mit u(z’) = u(z") =
(%) = z durch Einfiigen von “-”.

Beispiel:
Z'=a—-b—cd, 2= —a— —bcd—, dann 2’ = —a — —b — cd—
Man fiillt 2”7 bzw. § an den entsprechenden Positionen ebenfalls mit “-” auf und

erhiilt 2’ und y’. Wegen w(—, —) = 0 (Metrik-Eigenschaft) gilt:

Z‘Zi/l‘ w(a[i], 2"i]) = Z‘Zill w(z'[4], 2'[i]) und entsprechend

Sy wlil, 9li)) = S w('[d, v/ 11). , ,

Damit ist df (2, 2)+d5 (2,9) = L7 w(@'[i], 2/ [+ 17 w('[i], o' [i]) > £ w(a'li],y'[i)
Streicht man in 2’ und y’ korrespondierende Positionen j mit z'[j] = ¢/[j] = —,

dann erhélt man eine Ausrichtung von x und y. Also folgt die Behauptung, denn

S w(@' i), y'li]) > 3 (z, y).

Tip(p) zum nichsten Aufgabenblatt, Aufgabe 2:
d(x[1..4],y[1..5]) = min{I;;, Dj,r}

r=0(x[l..i —1],y[l..j — 1]) + w(z[i], y[5])

Iij = min{o(z[1..i],y[1..7 — k]) + wg, k € [1..4]}

Dij = min{d(z[1..i — k], y[1..5]) + w_g, k € [L..4]}

Tip(p):

I;;, D;; iiber Tabellen bestimmen und rekursive Formeln finden.
I;j, D;; miissen von k unabhéngig werden !

6.3 3. Hausiibung

Aufgabe 3.1
dij € {di—1,j—1,di—1j—1 + 1}
Beweis:

Es ist w(a,b):{ L fira=b

0 sonst
und es ist dj; = min{d;—1; + 1,d;j—1 +1,d;i—1;-1 +w(z[i], y[j])} und damit auch

mit a,b e X
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6 Losungen der Aufgaben

dij <dj—q15-1+1

iiber vollstdndige Induktion {iber k = ¢ + j bleibt zu zeigen: d;_1 ;1 < d;;:
Firi=1,j=11ist D;_1 ;1 =0und dj—1; = d; j—1 = 1 also ist d;; = 0 oder d;;—1.
Also di—l,j—l < dlj

Gelte d;—1 j—1 < d;; firallei +j <kundseii+j=Fk+1.

Ist dij = d;—1,j—1 +w(z[i],y[j]), dann ist d;—;1 j—1 < d;j.

Ist d;; = d;—1,; + 1, so ist laut Induktionsvoraussetzung d;_2,;_1 < d;—1;, also d;; >
di—2j-1+1.

Nach der Rekusionsformel ist d;_2 ;1 +1 > d;—1 1, also d;_1 j—1 < d;j.

Ist dij = d; j—1 + 1, wird entsprechend geschlossen.

Aufgabe 3.2
Laut Satz 1.17 (% Seite 16) ist d(x[1..7], y[1..5]) = min{l;;, D;j, v} mit
r = 8(a(1d — 1],y[1.j — 1)) + w(zli], ylj])
Lij = min{6(z[1..4],y[1..J — k]) + wi, k€ [1.5]}
D;j = min{d(x[1..i — k],y[1..5]) + w_g, k€ [1.i]}
Was passiert bei affinen Liickenkosten, d.h. wy = w_; =g+ h(k—1), g,h € Rso ?
Es ist I;; = min{o(z[1..7],y[1..7 — 1]) + g,0(z[1..5],y[1..7 — k]) + g+ h(k — 1),k € [2..5]}
= min{d(z[l..4),y[l..; — 1] + g,min(d(z[1..5],y[1..(j — 1) — k]) + g + h(k — 1),k €
[1..j —1]) + h}
Also gilt I; ; = min{d(x[1..4],y[1..j — 1]) + ¢, 1; j—1 + h} fiir ¢,j > 1, falls man ;o = oo
setzt.
Entsprechend zeigt man:
D;; = min{d(x[1... —1],y[1..5]) + g, Di—1; + h}
mit DO,j = Q.
Diese Werte konnen wieder tabelliert werden und der Algorithmus benétigt O(nm) Zeit-
einheiten und O(n 4+ m) Speicherplétze.
(Speicherung von jeweils einer Zeile oder Spalte der Mtrizen I, D, §)
IF” Seite 71:

— =0
Beispiel:
1=4,7=5

13 13
L~
Iys = mm{d44 + 3, Iyq + 1} =13
Dys = min{d35 + 3,d35 + 1} =12
—_— 2 —
14 12
dys = min{ Iss , Dy5,d34 + 0} =9
—~ o ——
13 12 9

Die optimalen Ausrichtungen haben jeweils die Kosten 16
(Liicke aufmachen:3, Liicke “verlingern”:1, Substitution: 3)

3 fallsa#b

0 sonst

Aufgabe 3.3
wg =3+ (k — 1) = w_g, Substitutionskosten w(a,b) = {
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6 Losungen der Aufgaben

Hinweis:

Das Berechnen optimaler Ausrichtungen ist nicht (einfach) durch Riickverfolgen der
Minima moglich.

Man erhielte sonst etwa:

- - —ywcgqg —pgk -
Il a wy —qq k p gk a
3 1 1 3 3 3 3

Kosten: 5(=3+4+1+1)+3+3+3+3 = 17 > 16 also nicht optimal !

6.4 4. Hausiibung

Aufgabe 4.1
r,y €X* |x|=mn, |yl =m. Esist firalle 0 <i<n
ki = min{d$ (z[1..i),y[1..]) + dS(z[i + 1.n],y[j + 1.m]) 0 < j < m}
Dann gilt: k; = df (z,y) fir 1 <i < n.
Beweis:
Sei w die allgemeine elementare Distanzfunktion.

1. Sei j € [0..n] so gewihlt, daB
ki = df (x[1..4],y[1..5]) + df (z[i + 1..n],y[j + 1..m])
Sei (a, y’) optimale Ausrichtung fiir z[1..:] und y[1..5]
und (z”,y"”) optimale Ausrichtung fiir z[¢ + 1..n] und y[j + 1..m].

100 0

Dann ist (2'x ,y y ) Ausrichtung fiir  und y und es gilt:
ki = S w(@ (i) + S5 we [y li) = di ()

2. Sei (2/,y') optimale Ausrichtung fiir  und y und sei [2/| = 7.
Dann existiert ein s € [1..r] mit pu(z'[1..s]) = z[1..4) und p(z'[s+1..r]) = [z—{—l nl.
Damit ist ein j € [0 : m] bestimmt mit u(y'[1..s]) = y[1..5] und p(y'[s + 1..r]) =
y[j + 1..m].
Also ist (2'[1..s],9/[1..s]) eine Ausrichtung von z[l..i] und y[l..j], und (z'[s +
1..r],y'[s + 1..r]) Ausrichtung von z[i + 1..n] und y[j + 1..m].

Es gilt:

ki < df(z[l..4),y[1l..5] +d}(z[i + 1.n],y[j + 1..m])
< 2 w(@ 1Lyl + 2o w(@' [T, 1))
= di(z,y)

Aufgabe 4.2

Seien a und b zwei Felder von Zeichen, in denen die Ausrichtungen fiir x und y in um-
gekehrter Reihenfolge abgespeichert werden. print_anordnung druckt die beiden Felder
“riickwérts” aus.

anordnung(i,j,r) {
if i>0 then
if j > 0 then {
if (d[i,jl=d[i-1.j-11+w(x[i],y[j])) then {
alr]l=x[il;
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6 Losungen der Aufgaben

blrl=y[jl;

anordnung(i-1,j-1,r+1)
}
[else /* fuer die Berechnung EINER Anordnung */]
if(d[i,jl=d[i-1,jl+w(x[i],-)) then {

alrl=x[i];

blr]="-7;

anordnung (i-1,j,r+1);
}
[else /* fuer die Berechnung EINER Anordnung */]
if(dli,jl=d[i,j-11+w(-,y[31)) then {

alrl="-7;

blrl=y[j]l;

anordnung(i,j-1,r+1);

¥

else { /x j<=0 =/
alr]=x[i];
blr]l="-";
anordnung(i-1,j,r+1);
}
}
else { /x i<=0 */
if j 1= 0 then {
alr]="-";
blrl=y[j]l;
anordnung (i, j-1,r+1);
}
else {
print_anordnung(r) ;
}
}
}

AAchtung !
Dieser Algorithmus lduft nicht bei Liickenkosten !

Aufgabe 4.3
IS" Aufgabe 4.2
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6 Losungen der Aufgaben

6.5 5. Hausiibung

x—) |

v — |
w(a,a) >0 “sind dhnlinch”
w(a,b) <0 “sind undhnlinch”
w(a,e) <0

w(e,a) <0

D, y) = maz(u ey Timt wizlil yli)
z.B.:

a r a b — ¢ s

a r — b a c s

2 2 -1 2 -1 2 2

Ahnlichkeit: 24+2—-14+2—-1+24+2=38

Aufgabe 5.1
v(i,j) = maz{D(c, B)|a Suffix von z[1..i], § Suffix von y[1..j]}
Man zeige V(z,y) = max{v(i,j), i € [0..m], j € [0..n]}
Beweis:
Offensichtlich gilt

V(z,y) = max{v(i,j)|i € [0..m],
Sei z = x1Zx9 und y = y19y2 mit D(Z,7)
Es gelte r = |z1Z| und s = |y17|.
Dann gilt

D(z,9) =V (z,y) <wv(r,s) <max{v(i,j)|i € [0..m], 7 € [0..n]}

j € [0..n]}
=V(z,y).

Aufgabe 5.2
Behauptung:
0
- v(i = 1,5 = 1) + w(zli, y[5])
V) =N 1)t w(ali]. )
v(i,j — 1) +w(e,yli)}
Beweis:
Seien o und [ Suffixe von z[1..7] bzw. y[1..5] mit D(a, ) = v(3, j).
Da o = 3 = ¢ erlaubt ist, gilt v(i,5) > 0.
Ist a # ¢, so gilt fiir die optimale Ausrichtung von o und

1. x[i] steht y[j] gegeniiber
(i, j) 2 (i — 1,5 — 1) + w(z[i], y[j])

2. z[i] steht “-” gegeniiber
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3. Ist B # ¢, dann

“—'" steht y[j] gegeniiber

6 Losungen der Aufgaben

U(Zh]) = U(ihj - 1) + w<€7y[j])

Also v(i,j) > max{...}.

Es mufl aber einer der obigen Fille auftreten — Behauptung.

Aufgabe 5.3

T = zweqpgk

y = lawzqqkpgka

w(a,a) =1

w(a,b) = —4, a#b

w(e,a) = w(a,e) = —1

Losung

T = pgk

g = pgk

= D(z,79) =3

oder

T = qpgk

g = qkpgk

Bemerkung;:

w(a,a) =2

w(a,b) =—=2, a#b

w(e,a) = w(a,e) = —1

Dann wiére

T = qpgk

g = qkpgk

mit D(z,9) = T7.

Aufgabe 5.4

v(i,j) |0 1 2 n

1 0 °
2 0
3 0 °
m 0

Diese Matrix wird mit dem Algorithmus aus Aufgabe 2 gefiillt.
Die Wege von e nach e entsprechen den gesuchten Teilzeichenketten.
IE” Seite 79 mit der Matrix von Seite 81
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6 Losungen der Aufgaben

6.6 6. Hausiibung
Aufgabe 6.1

D(x,y)

L 101 e
D j y —m ' I
1\'\‘“ ‘ n : ? -
AN oF - ,,,,,,,,JJ:
X /%:/\ 9 :
™ L~ d(x,y) (n_m? 77777777777 7

- n

1. Riicktransformation der Distanzmatrix D aus der Diagonalenmatrix L.
Es gilt: Fiir alle e € [0 : n] gilt:
ist Lpe—1 <% < Ly, dann ist d; 45 = e.

2. Konstruktion einer Ausrichtung direkt aus L.

Idee:

Ausgehend von der Diagonalen (m — n) wird der Weg zuriickverfolgt. Man kon-
struiert rekursiven Algorithmus. Beim Aufruf des Algorithmus “befindet” man sich
in der gedachten Distanzmatrix auf der Position ¢ und j, d.h. auf der Diagonalen
p=7J—ti

Gilt dij = di—l,j + 1, dann folgt Lp+1’e_1 > 7.

Gilt d;j = d; j—1 + 1, dann folgt L,_1 -1 > 7 — 1.

Gilt d;j = dij—1,j—1, dann folgt L, .1 < j — 1 und z[i] = y[j].

Gilt d;j = dij—1,j—1 + 1, dann folgt L, .1 = j — 1 und z[z] # y[j].

ass(i,j,e,r) {
if (i=0) and (j=0) { print_ass(r); return }

p:=j-1i
if L[p+1l,e-1] >= j then {

alr] := x[i], blr] := "-", ass(i-1,j,e-1,r+1)
} else
if L[p-1,e-1] >= j-1 then {

alr] := "-"; blr] := y[jl; ass(i,j-1,e-1,r+1)
} else

if Llp,e-1] < j-1 and x[i] = y[j] then {
alr] := x[i], blr] := y[jl; ass(i-1,j-1,e,r+1)
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} else /x Llp,e-1] = j-1 und x[i] '= y[j]l */ {
alr] := x[i], blr] := y[jl; ass(i-1,j-1,e-1,r+1)
}

}
Aufgabe 6.2

k’<k
7 ist Teilzeichenkette in yf mit d(zf,§) = k' < k. Es gilt offensichtlich d(z%,9) =
d(z, 5").
Folglich ist § Teilzeichenkette von y mit Anfangsindex n — j + 1.

Satz:
Gilt dp,; < k in der Matrix, so ist n — j 4+ 1 der Anfangsindex des gesuchten
Teilwortes von y.

IF Seite 98
Aufgabe 6.3
-1 0 1 2
-m|
-1
y
) 0| k
1 \\ \\ = 0 -1
N N I
N N |
X \\ \\\ 0:
AN N 2 1:
(n-m) |
m I_l \\ I_l N :
I
|
I
n |
I

Grundidee: Man berechnet die Diagonalmatrix nur bis zur Spalte k.

Gilt L, = m+ p oder L, = “?" fir —m < p < n —m, so hat man die Endposition
m + p einer Teilzeichenkette § von y mit dp(z,7) < k gefunden.

Wegen der verédnderten Initialisierung der Distanzmatrix mufl hier ebenfalls die Initia-
lisierung verdndert werden.
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IE” Seite 83
z.B.
||

=
—2-Diagonale: 3="5 +(—2)

||

/=
5-Diagonale: 10 = 5 45

6.7 7. Hausiibung

Aufgabe 7.1
K&~ Seite 99f
J
0| | Folge 0
1
2 der die Folgen berechnet werden miissen.
2| | Folge 1
3 Zu Beginn ist p = k + 1, das ist der Wert fiir Spalte 1.
4

]

Wert &k finden.

Folge 2 ist leer.
J

| Folge 0

| Folge r

66

Eine Variable p legt die Position m der aktuellen Spalte fest, bis zu

Wird bei der Berechnung der Endposition der Folge r ein Wert > p
erreicht, kann die Berechnung der Spalte abgebrochen werden.

| Folge 3 Um die cut-off-Position fiir die nichste Spalte zu bestimmen, muf
man die berechnete Spalte “zuriicklaufen” und den ersten Eintrag mit
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r:=t
d:=k+1
while r>=0 and d>k do {
1:=0
while 1<length[r] and d>k do {
p:=end[r]-1
d:=p-r /* das ist der Wert von d[p,j] */
1:=1+1
}
r:=r-1
}
if p=m then print "Pattern gefunden, Abstand m-t, Position j"
else
p:=p+1
x—5) |
Aufgabe 7.2 y

\
K 6.5 Seite 62: | €
w(a,a) =2, w(a,b) = -2, w(e, a) =w(a,e) =—1

IE" Seite 79f.

\
J \

5

0 0
5{
\Y
0
e

Man benutzt zur Losung dieser Aufgabe den Algorithmus zur Losung des “local assi-
gnement Problems” aus Aufgabenblatt 5 (* Seite 62). Um die in der Aufgabenstellung
beschriebenen Probleme zu umgehen, mufl die Gewichtsfunktion w bei identischen Zei-
chen, also auf der Diagonalen der v-Matrix den Wert 0 zuriickgeben:

0 falls i = j
w(z[i], z[j]) sonst

}

vy = max{o,vi_17j+w<x[z'],e>,vi,j_1+w<s,xm,vi_l,j_ﬁ{

Diese Anderung mufl beim Riickverfolgen der Maxima beriicksichtigt werden !
IS” Seite 101
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7 Folien

Algorithmus zur Bestimmung des minimalen Abstands zweier
Zeichenketten und einer optimalen Spur ( Wagner-Fischer )

/* x[1..m] ist die Ausgangszeichenkette */
/* y[1l..n] ist die Zielzeichenkette */

/* d[0..m,0..n] ist die Abstandsmatrix */
/* w ist die Gewichtsfunktion */

/* eps bezeichnet das leere Wort */

/* Initialisierung */

da[o,01 := 0;
for i := 1 to m do

d[i,0] = d[i-1,0] + w(x[i],eps);
for 7 := 1 to n do

d[0,3jl = dl0,3-1] + w(eps,y[]l);

/* Berechnung der Abstandsmatrix */

for i := 1 to m do
for j := 1 to n do
d[i,3j] := min (d[i-1,3] + w(x[i],eps),
dli,j-11 + w(eps,y[]jl),
dli-1,3-1] + w(x[il,yI[3]) );

print "Minimaler Abstand ist d[m,n]"
/* Berechnung einer optimalen Spur T durch "Riickverfolgen" */
/* der Minima von d[m,n] bis d[0,0] */
= m;
J = n;

while i>0 and 3>0 do

if d[i,j] = d[i-1,3] + w(x[i],eps) then
i = i-1; /* Zeichen x[i] geldscht */
else if df[i, j] = d[i,j-1] + w(eps,y[]J]) then
j o= J-1; /* Zeichen j[]j] eingesetzt */
else begin
print " (i,3) "
/* Zeichen x[i] durch y[j] substituiert */
i = 1i-1;
j = J-1;
end;
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Wagner-Fischer Beispiel

Es ist: x abcabkba
und w = chabac

[Die Distanzmatriz d firdie Levenshtein-Metrik:

ElnecpﬂmaleSpLu:wm‘ez.B. T= (1, L), (2,20, (4,30, (5,4), (7,51 1}.

Die Distanzmatriz d firdie Edit-Metrik:

Elnecptinmle&purwiu‘ez.ﬂ. T= [(2;2),(4,3),(5,41,(7:5)]}
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Kiirzester Weg bzgl. Levenshbein-hMetrik:

Kirzester Weg bzgl. Edit-Metrik

Zeichen von x léschen
Substitution eines Zeichens von x durch ein Zeichen van v

Keine Anderung - Zeichen in x und y stimmen (iberein

§

Einsetzen eines Zeichens van v
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Mac OS 9:Vorlesungen:Appr. Zeichenkettensuc...cher:WF-Luecke.prog:affine Lueckenkosten.out Page: 1
Donnerstag, 30. Mai 2002 / 18:07 Uhr

X = ywcgpgk

y = lawyqgkpgka
Abstand = 16

Die Matrix Ins:

01 2 3 4 5 6 7 8 91011

l a wy g g k p g k a

0 [-— 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13
lyl-— 6 6 7 8 8 910 11 12 13 14
2w |-—— 7 8 9 910 11 12 13 14 15 16
3c|-—— 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18
4 g |-— 910 11 12 13 12 13 14 15 16 17
5p |-— 10 11 12 13 14 15 15 16 16 17 18
6 g |—— 11 12 13 14 15 16 17 18 19 16 17
7k |-— 12 13 14 15 16 17 18 18 19 19 16

Die Matrix Del:

01 2 3 4 5 6 7 8 91011

l a wy g g k p g k a
oj/—--—-—-—=-—=-——— — —= —— -

y 113 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16
w 2|4 6 8 9 811 12 13 14 15 16 17
c 315 7 9 9 911 13 14 15 16 17 18
g 4] 6 8 10 10 10 12 14 15 16 17 18 19
p 51 7 911 11 11 12 14 16 17 18 19 20
g 6 | 810 12 12 12 13 15 17 16 19 20 21
k 71 911 13 13 13 14 16 18 17 16 19 20

Die Matrix d:

01 2 3 4 5 6 7 8 91011

l a wy g g k p g k a

oO}0 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13

y 113 3 6 7 5 8 91011 12 13 14
w 2|4 6 6 6 8 811 12 13 14 15 16
c 315 7 9 9 911 11 14 15 16 17 18
g 41 6 8 10 10 10 9 11 13 14 15 16 17
p 51 7 911 11 11 12 12 14 13 16 17 18
g 6 | 810 12 12 12 13 15 15 16 13 16 17
k 71 911 13 13 13 14 16 15 17 16 13 16

Optimale Ausrichtungen:

—ywcqg--pgk-
lawyggkpgka
y-wcag--pgk-
lawyggkpagka
- - -ywcag- -pgk-
lawy--ggkpgka
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Algorithmus zur Bestimmung des Abstands und einer optimalen
Ausrichtung zweier Zeichenketten mit linearem Platzbedarf (Hirschberg)

f* m[l..m] ist die Ausgangszeichenkstts , m > 0 */
fY ow[l..a] isk die Zielzeicheakstbts */

f* w ist die elemeatare Gewichtsfuakbiea */

/* e2ps bhezesichnst das lsere Work */

/* die Prozedur rec_aligaix,v) liesfsrt =ins ocpbtimale */
f* Busrichtung der beiden Zeichenkestten = und v */
procadure rec_aligalx, v

|

mor= |xl; o= |y|;

it o = 0 then

(' yw'y = (x, —M); Jf* v =epa ¥/
glse if m = 1 thea | f* w=x[1l]ly; v F epa */f
wahle i mit wix[l],v[i]) = mialw{z[Ll].w[31) | 1 & 3 = a}l;
(! ') = (=il [l]-tn-ily v
|
glze |
9 1= flocrim/2);
L 1 = diskb(x[l..3).v):
L_2 := disti(x[j+Ll..m]B, +R);
Mindoum = mia|L_1[i] + L Z[a-1i] | 1L = i = a|
ke r=mial i | L £ i = 2uad L_1Ji] + L _Z[a-1i] = Minimum |}

fz_1',w_1') 1= reec_alig=ai=[l..3], +[1..k]);
(z_2',w_2') 1= rec_aligai=z[3+l..m], w[k+tLl..a]});
[l pmpt) = TreZry s Tl 2

retura (=',v'
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/* Die Prozedur distixz,v) berechast durch zeilenweizes */

f* PBuswertung der Distanzmatrix den Abstand zwesier ¥ 4

f* Eeichenksttsn = uad v. Z_alt[0..a] uad T_asu[0..a] =siad */
f* dabsi die jeweils akbkiwven Zeilsn. Der Ruckgabewsrt ist

/* die letzte Ze=ile der Distanzmatriz */

procadurse dist {x,vw)

moi= |wl; o= v

f* Imitialisierung der 0. Zeile */
E_alk[O] = 0;
for j = 1 to a do

Z_alt[j] := Z_alt[3-1l] + wieps.v[3]);:

f* zeilenwesises Berechaesn der Distanzmaktrix */

for i = 1 te m de |
Z_neu[d] = Z_alt[0] + wizn[i],=sps);
for 3 1= 1 to o do
Z_asul[]j]l = min (Z_alk[3-11 + wi=[di],~[3]1).
Z_alt[]] + wix[i],eps),
I_n=ul[j-1] + wisps,v[3]));:
Z_alt = IZ_nesu;

I
returali_as=su) ;

f* Der sigenktlich Algorithmus zur Bsstimmung des Abstands * )
f* uad einer eoptimalen Busrcihtung ist daan sehr =iafach: */

(2!, ') 1= rec_aligaix,v);
abstand := 0;
for i = 1 to |x'| do
abstand := abstand + wix'[1], vw'[1i]);
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Abhingigkeitsgraph zu einer Distanzmatrix
(Ukkonen Algorithmus)

Es ist: X = cbabac
und y abcabba

Die Distanzmatrix D fiir die Edit-Metrik mit Diagonalennumerierung:

y
X

0
c 1
b 2

3
b 4
a b5
c 6

Der Abhangigkeitsgraph:

/1

()
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Algorithmus zur Bestimmung des Abstands zweier Zeichenketten

( Ukkonen)
/* x[1l..m] ist die Ausgangszeichenkette, */
/* y[1l..n] ist die Zielzeichenkette und es gelte m <= n */
/* d[0..m,0..n] ist die Abstandsmatrix */
/* als Initialwert sei d[i, j] = n+m gesetzt */

/* w ist die Gewichtsfunktion, eps das leere Wort */
/* wmin = min {w(eps,a),w(a,eps) | a in X} */

distance_test (h)

/* ist d[m,n]>h, wird -1, sonst wird d[m,n] zurickgegeben */

begin
/* trivialer Fall */
if h/wmin < n-m then return (-1);

/* Initialisierung */

q = floor((h/wmin - (n-m))/2);
aro,o0] = 0;
for 3 = 1 to min(n,n—-m+qg) do

d[0,3j] = d[0,]j-1]1 + w(eps,y[]]);

/* Berechnung von d[m,n] */

for i = 1 to m do
for j = max(0,i-gq) to min(n,i+n-m+qgq) do
if j = 0 then
dfi,0] = d[i-1,0] + w(x[i],eps);
else
dli,3j] = min (d[i-1,3J] + w(x[i],eps),

dli, j-1] + w(eps,yI[]]),
dli-1,3-1] + w(x[1i]l,y[3]1));

if (d[m,n] <= h)
return (d[m,n]);
else
return (-1);
end;

/* Die eigentliche Abstandsbestimmung */

h = (n-m+1) *wmin;
while (dist := distance_test (h)) < 0 do
h = 2*h;
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Ukkonen Beispiel 1

cbabac

X
Yy

Es ist:

abcabba

und

Die Distanzmatrix d fiir die Edit-Metrik:

c a b b a

b

c a b b a

b

a

a b b

2

3|3

a

7
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Ukkonen Beispiel 2

Es ist: x = cbabac
und y = abcabba

Die Distanzmatrix d fiir die Levenshtein—Metrik:

y a b c¢c a b
h=2 X 0 1 2
0]0 1
c 1 1
b 2 1 2
a 3 2 2
b 4 3 2
a b5 3
c 6
y a b c a b
h=4 X 0 1 2 3 4
0|0 1 2
c 1|1 1 2 2
b 2 2 1 2 3
a 3 2 2 2 3
b 4 3 3 2
a b5 3 3
c 6 4
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Algorithmus zur Bestimmung zweier Teilzeichenketten grifiter
Ahnlichlkeit

* u[l..m] vad vw[l..a] =zind dis beiden Zeichsaketbsa */
* w[0..m,0..1] ist die rekusiv bestimmbte Makrix */

f* wist die elemeatare Gewichtsfuaktiea */

* gpz bezeichaet daz lesre Work */

f* wmax, maxi vnd max] markisrsa dea Maximalwesrt Y/

f* Imitialisieruag ¥/

w[0,0] = 0;
vmax = maxi = maxj := 0;

/* Berechaung der Matrix w[i,3]*/

for i := 1 to m do
for j 1= 1 to a do
w[i,3] = ma=z (0, w[i-1,3-11 + wiz=[il,v[al).
w[i-1l,3] + wix[i],eps).
w[i, J-1] + wi{epa,v[31]) );
if w[i,3] * wvmax thesa |
vmax = w[i,qj]; maxi = i; max]j := j; |

print "Die grofte Ehnlichkesit zweier Teilzesicheakstten
wvol . x uad v ist vmax"
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/* Die Berschnung einser optimalen Rusrichtunig der beiden * )
/* ahalichsten Teilzeicheakettea geschieht durch */
f* "Riickwverfolgea" der Maxima vea w[maxi,maxj] aus. */

/* Die ARusrichtung selbst wird durch zwei Pelder a uad & */
/¥ repraseatisrkt;, die "umgskehrbt" aufgsbaunt wesrdsn.

procedur priat-assigameat (i, 3, x);
if w[i,3j] = 0 thea |

if w[i,q] = w[i-1,3-1] + wix[i]l,v[3]) th=a |
alr] = =[i];
Ble]l = v [3]:
print_assigomsnkii-1,3-1l,rc+l);
|

glzse if w[i ]3] = w[i-1,3] + wi{x[i],=ps) Eh=a |
afe] = =[i];:
ble] = '-';

print_assigament (i-1, 3, x+1) ;
|
elze if w[i,3] = w[i,3-1] + wieps,v[3]) Ehea |
afe] = '"-';
Blr] = v[3];
print_assigomsnakii, 3-L,x+1l);
|
|

glse priat_auvusrichtuagir);

priat_assigameat (maxi, ma=xj, 1)
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y-Matrix zur Beispiellosung zu Aufgabe 4 vom 5. Aufgabenblatt.

paraxabcstvq

deaxbacsll
maximale Aehnlichkeit = 8

X
y

2 3 4 5 6 7 8 910

1

0

S

a x b a c

e

OCOO0OO0O0OO0-OMmOOLW S M
Cooo0O0COoON— M~ O
COO0OO0OO0COMmMANIO®MN O LW
CoOOO - —HIFMOIWLI M
CoocoNNWLLEMAN — OO
CoOoOOoOOMANLIMA = O
CooOoO-FMmMN— OO OO
COO0OON—-N—HO OO OO
OCoo0oO0OO0OO0OO0OO0OOOOOO
OCoo0oo0oO0O0OO0OO0OOOOOO
Cooo0o0oO0O0OO0O0OO0OO0OO
T P OH G X OO0 0P > O
O AN MIPWONDONO —

~ =

Optimale Ausrichtung:
ax-abecs
axba-c¢cs
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Algorithmus zur Bestimmung der Diagonalenmatrix

/* x[1
/* yIll

..m] ist die Ausgangszeichenkette */
..n] ist die Zielzeichenkette */

/* L[-m..n,-1..n] ist die Diagonalenmatrix */

/* Initialisierung */

for p

:= —m to n do

for e := 1 to n do

Llp,e]l = -1;

/* Berechnung der Diagonalenmatrix */

e = -1;
repeat
e :=e + 1;
for p := —e to e do {
t := max{L[p,e-1] + 1, L[p-1l,e-1] + 1, L[ptl,e-1]}

/* Liegt die so bestimmte Position eines Punktes
/* der e-Linie auf der Diagonalen p aublerhalb der
/* Matrix D und endet die (e—-1)-Linie vor der

/* letzten Zeile bzw. Spalte, dann endet die

/* e-Linie auf der letzten Zeile bzw. Spalte.

if t > n and L[p,e-1] < n then t = n;
if t > m+tp and L[p,e-1] < m+tp then t = mtp;

while t < n and t-p < m and x[t+l-p] = y[t+1l] do
t o=t + 1;
if t > n or t > m+p then L[p,e] := "?2"
else L[p,e] := t;
}
until L[n-m,e] = n;

print

("der Abstand von x und y ist e");
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Diagonalen Beispiel

Es ist: x = cbabac
und y = abcabba

Die Distanzmatrix D fiir die Levenshtein—-Metrik:

Die Diagonalenmatrix L ergibt sich zu:

-1 0 1 2 3 4
-6
-5 ..
-4 -1 2
-3 3 2
-2 2 3 4
-1 2 4 5
0 0 2 3 5 &6
1 5 6
2 37 2
3 .. 5 7
4 -1 7
5
6
7

Der Abstand betrdgt also 4.
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Diagonalenbeispiel 2:

Distanzmatrix fiir

cbabacaccbabac
y = abcabbabaabcababbba

X =

10

Abstand =

2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19

1
a b

0

a b b a b a a b c a b a b b b a

C

2 3 4 5 6 7 8 91011 12 13 14 15 16 17 18 19

2 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18

1
3 2 2 2 2 3 4 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16
4 3 2 3 3 2 3 4 4 5 6 7 8 91011 12 13 14 15
5 4 3 3 3 3 3 3 4 4 5 6 7 8 91011 12 13 14
6 56 4 3 4 4 4 4 4 5 5 6 6 7 8 910 11 12 13
7T 6 56 4 3 4 5 4 5 4 5 6 7 6 7 8 910 11 12
8 7 6 5 4 4 5 5 5 5 5 6 6 7 7 8 910 11 12
9 8 7 6 5 5 5 6 6 6 6 6 6 7 8 8 910 11 12
10 9 8 7 6 5 56 6 6 7 7 6 7 7T 7T 8 8 91011
1110 9 8 7 6 6 5 6 6 7 7 7 7 8 7 8 9 10 10

121110 9 8 7 6 6 5 6 7 7 8 8 7 8 7 8 910

1
1

2 3 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17

a

3

4 b

5

a

7 a

10 b
11

a

12 b

13121110 9 8 7 6 6 5 6 7 8 8 8 7 8 8 9 9

13 a
14

14 13121110 9 8 7 7 6 6 7 7 8 9 8 8 9 910

C
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Diagonalenmatrix fir

X cbabacaccbabac
y = abcabbabaabcababbba
Abstand = 10
-1 01 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19

-14 |

-13 |

-12 |

-11 |

-10 | 4
-9 | 5 7
-8 | 6 7 7
-7 | 7 7?7 ? 7?
-6 | 7 8 7 7 7
-5 | 5 9 7 7 7 7
-4 | 4 910 72 7 7 7
-3 | 4 5 61011 7 7 7
-2 | 2 3 5 6 912 7 7 7
-1 0 2 4 5 7 81113 7 7
0o | 0 2 3 5 7 8 9111314 7
1 1 5 6 7 911 12 15 ?
2 | 3 7 91011 1516 7 7
3 | 5 810 12 13 16 17 7
4 | 9 10 12 16 17 18 7
5 | 10 11 13 17 18 19
6 | 13 14 16 19 7
7 14 15 17 19
8 | 15 16 19
9 | 16 17
10 | 17
11 |

12 |

13 |
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Sellers Beispiel

Es ist: x = abcde
und y = aceabpcgdeabcr

Gesucht sind alle Positionen in y, an denen Teilzeichenketten auftreten, deren Levenshtein-Abstand zu x kleiner gleich 2 ist.

Die modifizierte Distanzmatrix D fiir die Levenshtein—-Metrik:

vy a c e a b p c gd e a b c r
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10111213 14
0jo o 0o 0o 00 00 OO0OOTO0OO0OTO0OTUO
a 112011 01 1 1 1 1 1 0 1 1 1
b 22 1 12 101 2 2 2 2 1 01 2
33 21 2 21 11 2 3 3 2 1 01
d 44 3 2 2 3 2 2 2 2 2 3 3 2 11
e5543m333333m3322

Die vier Teilzeichenketten sind:

Endposition 3 : ace
Endposition 10: abpcgde
Endposition 13: abc

Endposition 14; abcr
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Algorithmus zur Losung des k-Differenzen Problems
( Chang - Lampe )

f* w[l..na] ist dis Eingabksczeicheakstts uad 235 ssi m = a %)

£

f* m[l..m] ist die Zeicheaketkbs, nach der gesucht wird */

loc[0. . m+2,1..]|E|] wird in der Verwerarbsituagsphaze */

/! berechnast. Hierbei wird angeaoxmesa, dass Jedes Zeichesa */
/* aus dem Rlphabet I geeignet auf das Iatsrvall [1..]E]] */
f* abgebildet wird */

f* Verwverarbsitungsphass v/

for ac E do
loc[m+l,a] := m + 2Z; /* Raadbesdiaguage:n, um dea */
loc [n+2,a] : + 23 /% BRlgeorithmus siafachsr */
/* zchresibsa zZu koansa */

for s i= m dowate 1 deo
if =z[zs] = a thsn
loc[s,a] = 53
else
loc[s,a] = lec[z+l,a];
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/* der eigeatliche Suchalgerithmus */

S* end[0..m] sind die aktuslle Eandpositicnen d=r Folgen
f* leagkh[0..m] siad die aktuells Laagea desr Folgesa */
f* kb ist die hochste gliltiges Folgeanummer *

f* Imitialisieruag fur Folgs 0 1ia Spalte 0 %)

ead [O] = m;
laagkh[0] := =t+l;
Ex= 03

/* dis Suchphass */

for j := 1 te a do
r = 0;
while trus do |
if r = £t then

ead[r] = m;
else |
if leagkh[r] = 0 thea
ead[r] = ead[e] + 1;
glz= |
g = loc[ead[r]-leagth[e]+2,v[]]]
if =2 £ sad[x] + 1 tEhsn
gad[r] =3 - 1;
el=se
if r+l = t and l=agth[x+l] # 0 thea
end[r] := ead[r] + 1;

|
|
if =sad[r] = m thena |
gad[r] 1= m;
brzak;

/* Berechaung d=r Feolgealangsa */

leagkh[0] := sad[0] + 1;
for r 1= 1 to £ do
lzagkh[r] = ead[r] - =ad[r-1];

if £ 2 m-k thsa
priat "Patkszra gefunden, Abstand m-t, Eadpos. 3";
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Es ist x = abcde und y = aceabpcqdeabcr

(das gleiche Beispiel wurde beim Sellers-Algorithmus verwendet!)

end[i]
length[i]

= O
o o,

1]
N

Spalte j

i-= O 1 2
end[i]
length[i]

N =
= N
w o;

|
w

Spalte j =

i =

end[i]
length[i] 3
Teilstring mit Abstand 2 endet in Position 3

0 1 2 3
2 3 4 65
1 1 1

Spalte j = 4
is= 0

end[i]
length[i]

= O
[
= O N

]
¢y

Spalte j

is= 0 1 2
end[i]
length[i]

N =
O =
o

]
N

Spalte j

i-= o 1 2
end[i]
length[i]

N =
= N
w o;

]
~

Spalte j
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i-= O 1 2
end[i] 2
length[i] 3 0 3

o

Spalte j = 8

is= 0 1 2
end[i] 2
length[i] 3 1 2

[¢3]

Spalte j = 9

is= 0 1 2
end[i] 3
length[i]l 4 0 2

[¢3]

Spalte j = 10

i-= 0O 1 2 3
end[i] 3 4 4 5
length[i]l 4 1 0 1

Teilstring mit Abstand 2 endet in Position 10

Spalte j = 11

is= 0 1 2
end[i] 0 4 5
length[i]l 1 4 1

Spalte j = 12

i-= O 1 2
end[i]
length[i]

N =
S o,

Spalte j 13
is= 0
end[i] 1
length[i] 2 0 3

Teilstring mit Abstand 2 endet in Position 13

2 3
2 5

1
2
1
Spalte j = 14
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is= 0 1 2 3
end[i] 2 2 3 5
length[i] 3 0 1 2
Teilstring mit Abstand 2 endet in Position 14
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Algorithmus zur Lésung des k-differences Problems
(Jokinen, Tarhio und Ukkonen)

/* x[1..m] ist die Zeichenkette, nach der gesucht wird */
/* y[1l..n] ist die Eingabezeichenkette und es sei m < n */
/* c[0..m] ist die aktuelle Spalte der Abstandsmatrix */

/* p ist die Position in der Spalte, bis zu der die */

/* Abstandswerte berechnet werdet miissen */

/* Es wir der Abstand nach der Levenshtein-Metrik benutzt */
/* Initialisierung der ersten Spalte der Distanzmatrix */

p := k+1;

for i := 0 tom do c[i1] := i;

/* Berechnung der j-ten Spalte */

for 7 := 1 to n do
begin
d := 0;
for 1 := 1 to p do
begin
if x[1] = y[J] then
e = d;
else
e := 1 4+ min{ c[i-1], c[i], d };
d := c[i];
cl[i] = e;
end;

/* Suche maximale Position in Spalte c mit Wert < k */
while c[p] > k do p := p-1;

if p = m then

print "Pattern gefunden, Abstand c[m], Endpos. j";
else

p :=p + 1;
end;
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7.1 Algorithmus zur Losung des “Longest Repeated Substring” Problems

/* y[1..n] ist die vorgegebene Zeichenkette */
/* Wegen der Symmetrie der Match-Matrix wird nur die */
/* Diagonalen deroberen Dreiecksmatrix durchsucht */

posl := 0; /* Position des ersten Auftretens */
pos2 := 0; /* Position des zweiten Auftretens */
mmax := 0; /* Liange der Teilzeichenkette */

for d:= 1 to n-1 do {

j := n-d+1;
m := 0; /* Linge der Teilzeichenkette */
for i := 1 to d do {
if y[il = y[j] then
m := m+l;
else
if m > O then {
/* das Ende einer Teilzeichenkette wurde */
/* erreicht - es gilt */
/* yli-m..i-1]1 = y[j-m..j-1]1 =*/
if m > mmax then {

mmax := m;
posl := i-m;
pos2 := j-m;
}
m := 0;
}
j o= 3

}

if m > mmax then {
/* das Ende einer Teilzeichenkette wurde erreicht */
/* es gilt y[d-m..d] = y[j-m..j-1] */

mmax := m;
posl := d-m;
pos2 := j-m;

}
}

print "auf Positionen posl und pos2 beginnt die
maximale Teilzeichenkette der Lange m"
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Match-Matrix zur Losung des ,Longest Repeated Substring” Problems

Betrachtet wird die Zeichenkette y = pabcqrabesabtu.

i 1 2134 (|5]6 718 |9 10111213 |14
i plalbl]l]c]g]l|lr|a|lb|fc|[s]a]b]|t u
1 p 1
2| a 1 1 1
3 |b 1 1 1
4 |c 1 1
5|aq 1
6 |r 1
7| a 1 1 1
8 |b 1 1 1
9 1|c 1 1
10| s 1
11| a 1 1 1
12| b 1 1 1
13| t 1
14 | u 1
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7.2 Algorithmus zur Konstruktion eines Suffix-Baums (McCreight)

Konstruktion eines Suffix-Baumes fiir eine Zeichenkette z € Y.*$, |z| = n.

Ausgehend von einem Baum By mit nur einem Knoten werden nacheinander Suffixe
x[i..n] von z in den Baum B;_; eingefiigt und so ein Baum B; erzeugt. B,, ist dann der
gesuchte Suffix-Baum.

Zwei Invarianten des Algorithmus:

(1)

(2)

Im Baum B; hat nur der Knoten, der head (i) représentiert eventuell keinen giilti-
gen Suffix-Zeiger.

Beim Einfiigen von z[i..n] wird der durch knoten max préfix(head(i)) gegebene
Knoten B;_1 besucht.

Die Invarianten sind fiir 7 = 1 offensichtlich erfiillt.

Fiir das Einfiigen von x[i..n] in B;_; werden die folgenden Schritte ausgefiihrt:

(D)

(IT)

Es werden drei Zeichenketten u, v, und w bestimmt, so dafl

(a) head(i-1)= uvw

(b) Sei k =knoten max prafix(head(i-1)) in B;_o. Ist k die Wurzel, so sei
v = €. Ist k nicht die Wurzel, dann sei uv die Zeichenkette, die k représentiert.

(c) Essei u =¢ gdw. head(i-1)= e. Ansonsten gelte |u| = 1.

Bemerkung:Da head (i-1) = uvw, folgt mit Lemma 3.1 (* Seite 44), da8
head (i) =vwz fiir ein z € ¥*.

Ist v = ¢, setze ¢ auf die Wurzel des Baumes und gehe zu (II).

Ist v # €, dann muf3 der Knoten, der uv représentiert bereits in B;_o exisitiert
haben (siehe (b)!). Invariante (1) besagt, dafl der zugehdorige Suffix-Zeiger in B;_;
korrekt definiert sein muf} , da dieser Knoten vor dem Einsetzen von z[i — 1, .., n]
eingesetzt wurde. Invariante (2) zeigt, daB dieser Knoten beim Einsetzen von
x[i — 1,..,n] besucht wurde.

Der Suffix-Zeiger dieses Knotens wird nun benutzt, um zu einem internen Knoten
¢ zu kommen. (c représentiert ¢). Gehe zu (II).

(“rescanning Phase”)

Aus (I) folgt, dal head(i)= vwz ist. Es existiert also der Knoten

knoten min_ext (vw) in B;_;. Es gibt daher eine Folge von Kanten ausgehend vom
Knoten ¢ zu einem Knoten, der eine kiirzeste Zeichenkette von ext (uv) représen-
tiert. Dieses “rescanning” von w kann in einer Zeit proportional zur Anzahl der
durchlaufenen Knoten durchgefiihrt werden. Ein neuer Knoten d wird erzeugt,
falls es einen Knoten gibt, der uv repréasentiert (dies tritt nur auf, wenn z = ¢, d.h.
head (i) = ww ist). Ansonsten sei d der so gefundene Knoten. Gehe zu (III).
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7 Folien

(ITI) (“scanning Phase”)

Ist der Suffix-Zeiger des Knotens knoten(uvw) (d.h. head(i-1)) nicht definiert,
so setzte ihn auf d. Damit ist Invariante (1) erfiillt !

Man sucht jetzt ausgehend vom Knoten d den Knoten knoten min _ext (vwz). Dies
wird durch die Zeichen in tail (i-1) gesteuert. Der Knoten knoten min_ext (vwz)
ist gefunden, wenn dieser Weg nicht weiter geht. Der vorliegende Knoten

ist knoten max prafix(head(i)), also ist die Invariante (2) erfiillt. Falls notwen-
dig wird ein neuer interner Knoten eingefiihrt, der vwz =head (i) reprisentiert
und dann eine neue Kante mit Markierung tail (i) und ein neues Blatt ¢ einfiigt.
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7 Folien

Algorithmus zur Losung des k-Differenzen Problems
mit cut-off Strategie
( Chang - Lampe )

f* xm[l..m] ist die EZsichsakstts, nach der gesuchk wird */
/% w[l..a] ist die Eingabeczeicheaketbe uad =35 sei m £ a */

/4 loc[0..m+2,1..|E|] wird in der Vorwverarbsitungspghases */
/* berechast. Hierbei wird angeaocxmen, dass Jjedes Zeichea */
/* aus dem Alphabet L geeigaet auf das Iaterwvall [L..|L|] */
/* abgebildet wirzd */

/* Vorverarksituangsphazss */
for a= L do

loc [mt+l, a)
loc [mt+2, a] @

; /* Raadbediaguagen, um dea */
; /% Blgorithmuzs siafachsr * )
/* mchreiken zu koansa */

44

+
+

Bd B

for = = m downto 1 do
if =z[z] = a thsa
loc [s,a] = 35;
else
loc[s,a] := loc[s+l,a];

in der Suchphass wird ausgeautckt, dass die Werktes auf */
den Diagonalen der Distaazmatrix meonctoa wachsea uad */
daher dis Berschnung auf dea Diagonalsa nach Uber- */
schreiten des Schwellwerts k abgebrochea werdea kaaa.*/
Die Variable p legt disss cubt-off Position fur die */

/* akkbuslle Spalte fest .t/

e
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7 Folien

/* der eigeatlichs Suchalgorithwuszs */
/4 k sei der worgegebens Schwellwert */

/Y ead[0..m] sind die aktuslle Eadpositicnen der Folgea */

f* leagth[0. .m] sind dis aktuslle Langea der Folgsa */
/* £ ist die hochste gulkiges Felgeaaummsr v/

/% Imitialisierung fur Folge O ia Spalte 0 %/

gad [0] := k+l; leagth[0] := k+Z; t := 0;
2 1= k+l; /* die cut-off pozitieoa ¥/

#* dis Suchphazs */

for j 1= 1L to 2 do
r r= 0;
while kErus do |
if r * £ thea

ead [r] 1= p+l;
else |
if le=agthlr] = 0 thsa
ead [r] := ead[r] + 1;
zls=s |

g = loc[ead[r]-leagth[r]+2,v[]]]
if 3 £ 2ad[r] + 1 tEhsa

sad[c] =858 - 1;
els=
if r+l £ £ and leagkEh[x+l] = 0 then
ead[r] = ead[r] + 1;

|
I
if end[r] = @ thsa |
if =ad[r] > m then
ead [r] = m;
braal;
}
r:=r1r + 1;
|

E 1= k;
f* Berechauag ds=r Folgsalangsa */
leagkh[0] := =ad[0] + 1;
for r 1= 1 to £ de

l=agkhl[r] = =ad[r] - =ad[r-1];

f* Berschauag der nsusn cubk-off Position */

r = t; d = kt+l;
whils r 2 0 and d = k do |
1 :=10
while 1 < leagth[r] aad d > k do |
P = ead[r]-1; d = p-r; 1 := 1+1;}|
T r=rEsy

!
if @ = m thesa

priant "Pattera gefundsna, Abstand m-t, Exadpos. 3";
elae

P 1= ptl;
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7 Folien

1

Zeichenkettensuche:Aufgabenblatter:zum Aufgabenblatt 7-2 Page:

Mac OS 9:Vorlesungen:Appr.

Mittwoch, 3. Juli 2002 / 14:42 Uhr
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