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Einleitung Abs
hnitt 1.0.01 EinleitungDie eindimensionale Zei
henkettensu
he, also die Su
he na
h einer bestimmtenZei
henkette in einem Text, ist weitgehend erfors
ht. Für diesen Themenbe-rei
h existiert eine Vielzahl e�ektiver Algorithmen. In den letzten Jahren wirdjedo
h die Su
he na
h mehrdimensionalen Mustern immer wi
htiger. Beispielefür deren Anwendung �nden si
h in der Bilderkennung im industriellen Berei
h,in vielen Berei
hen der Bioinformatik und besonders in den letzten Jahren inder Verarbeitung von biometris
hen Daten zur Authenti�kation von Benut-zern.Diese Arbeit zeigt anhand der zweidimensionalen Mustersu
he einige Ideenund Algorithmen auf, die si
h au
h auf höhere Dimensionen erweitern lassen.Die Überführung der bekannten eindimensionalen Algorithmen auf mehrdi-mensionale Anwendungen ist leider nur bedingt mögli
h. In den meisten Fäl-len können sie nur dazu benutzt werden um ein n-dimensionales Problem inein n-1-dimensionales Problem zu überführen. Auf diese Weise gelang es au
hBaker[8℄ und Bird[9℄ unabhängig von einander einen ersten zweidimensiona-len Su
halgorithmus zu entwi
keln. Sie generierten dabei aus dem gesu
htenMuster einen AC-Automaten[2℄, der für jede Spalte einen bestimmten Endzu-stand errei
ht. Die Endzustände aller Spalten ergeben damit hintereinanderges
hrieben eine Zei
henkette s, wel
he das Muster eindeutig identi�ziert. Be-nutzt man den Automaten über dem Text, so kann dieser genauso in eineMatrix von Endzuständen überführt werden. Findet si
h s in dieser Matrixwieder, so ist au
h das gesu
hte Muster im Ausgangstext gefunden. Dieser Al-gorithmus lässt si
h bereits in einer Zeit von O(Nlog c) realisieren.Da hier jedo
h ein speziell auf eindimensionale Probleme angepasster Algo-rithmus zwe
kentfremdet wird, ist zu erwarten, dass er ni
ht in der selben ef-fektiven Laufzeit arbeitet wie ein auf n Dimensionen spezialisiertes Verfahren.Ein sol
hes Verfahren setzt eine genaue Untersu
hung der Eigens
haften vonhöher dimensionalen Mustern voraus. Vorreiter auf diesem Gebiet sind Amir,Benson und Fara
h[3℄, die mit ihren Ideen bis heute alle gängigen Algorithmenbeein�ussen. Ein erster von ihnen entwi
kelter spezialisierter Algorithmus wirdim ersten Abs
hnitt dieser Arbeit vorgestellt.Amir, Benson und Fara
h verfolgen dabei einen optimistis
hen Ansatz undgehen von einer potentiell groÿen Anzahl von Fundstellen aus. Im zweiten Ab-s
hnitt dieser Arbeit wird eine genau entgegengesetzte Idee von Cro
hemore,G�asieni
, Plandowski und Rytter präsentiert[10℄. Sie nehmen pessimistis
h eineminimale Anzahl von Fundstellen an. Anstatt nun diejenigen Orte zu su
hen,an denen diese Fundstellen liegen, verfolgen sie die Idee dur
h einige gezielteVerglei
he die Vielzahl an Positionen im Text zu bestimmen, an denen das5



Kapitel 1 Einleitunggesu
hte Muster ni
ht gefunden wird. Für diese Su
he entwi
keln sie einigeIdeen für komplexe dynamis
he Verfahren. Diese Ideen wurden nie zu einemkompletten Algorithmus umgesetzt, sie bilden jedo
h als Gedankenmodell dieGrundlage für einige später entwi
kelte Verfahren.Im dritten Abs
hnitt wird eines dieser Verfahren vorgestellt. Kärkkäinen undUkkonen geben einen Algorithmus an, der ebenfalls den pessimistis
hen An-satz verfolgt und im Vorfeld ni
ht alle, aber eine groÿe Anzahl von Kandidatenals Fundstellen auss
hlieÿt[18℄. Da nur wenige Kandidaten verbleiben ist esvertretbar, diese im Ans
hluss mit einem trivialen Algorithmus exakt zu un-tersu
hen. Dabei präsentieren die Autoren einen generellen Algorithmus, derauf viele Arten spezialisiert werden kann. Zwei dieser Spezialisierungen werdengenauer untersu
ht.Die Arbeit endet mit einem praktis
hen Verglei
h der Algorithmen bei rea-ler Implementierung. Hierbei wird si
h der Algorithmus von Kärkkäinen undUkkonen als derjenige herausstellen, der in den meisten Fällen die besten Lauf-zeiten liefert.In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, dass in einer quadratis
hen Matrix
T der Gröÿe n×n eine ebenfalls quadratis
he Untermatrix P der Gröÿe m×mgesu
ht wird. T wird im Folgenden als Text bezei
hnet, die Untermatrix P als(Su
h-)Muster (engl. Pattern). Der obere linke Eintrag von P ist der Ursprungvon P , die Position wel
he si
h in T unterhalb des Ursprungs von P be�ndetwird dementspre
hend au
h als Ursprung von P in T bezei
hnet.Mit Σ bzw. σ wird die Gröÿe des Alphabets benannt, wel
hes dem Text bzw.dem Muster zu Grunde liegt.Die Teilzei
henkette einer Zei
henkette s, wel
he vom i-ten bis zum j-ten Zei-
hen rei
ht, wird mit s[i, j] oder s[i...j] bezei
hnet, si steht abkürzend für s[i, i].Einzelne Zei
hen in einer Matrix T werden mit T [i, j] notiert. Dies meint das
j-te Zei
hen in der i-ten Zeile.Mit T [0 : 3, 1 : 4] bzw. T [0...3, 1...4] wird die Untermatrix von T = (t)ij mit
0 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 4 bezei
hnet, also die Untermatrix von T wel
he ihre linkeobere E
ke bei T [0, 1] und ihre re
hte untere E
ke bei T [3, 4] hat.Die Zählung der Zeilen und Spalten beginnt in dieser Arbeit grundsätzli
h bei
0. Als Kandidat wird eine Position im Text bezei
hnet, an der die gesu
hteUntermatrix gefunden werden könnte. Es handelt si
h also um eine potentiel-le Fundstelle. Alternativ können beide Begri�e anstelle der Position au
h füreinen m×m groÿen Berei
h an dieser Position stehen. Die jeweilige Bedeutungist aus dem Kontext ersi
htli
h.Einfa
here Algorithmen werden in Pseudo
ode angegeben, bei komplizierterenVerfahren wird eine besser verständli
he, verbale Bes
hreibung benutzt.6



Einleitung Abs
hnitt 1.0.0Die Bezei
hnungen orientieren si
h zum gröÿten Teil an denen aus der eng-lis
hen Literatur, um die angegebenen Algorithmen und Ideen lei
hter mitweiteren Verfahren verglei
hen zu können. Ferner wurden die meisten engli-s
hen Fa
hbegri�e als sol
he benutzt und nur einige wenige übersetzt.Die Eins
hränkung auf quadratis
he Texte und Muster vereinfa
ht die Algo-rithmen in einigen Fällen erhebli
h. Die Erweiterung auf beliebige re
hte
kigeTexte ist jedo
h in jedem Fall dur
h eingefügte Fallunters
heidungen oder ver-änderte Grenzen mögli
h.Will man zweidimensionale unregelmäÿige Muster su
hen, so können diese vor-her auf re
hte
kige Muster aufgefüllt werden. Dabei ist darauf zu a
hten, dassdie Füllzei
hen in den Algorithmen bei jedem Verglei
h wie Wild
ards behan-delt werden, die Verglei
he also je na
h Art des Algorithmus immer erfolgrei
hsind oder immer fehls
hlagen.

7





Algorithmus von Amir, Benson und Fara
h Abs
hnitt 2.1.02 Algorithmus von Amir, Benson und Fara
hFür eine e�ziente Umsetzung ihres Algorithmus benutzen Amir, Benson undFara
h einige Ideen und Begri�e aus einer vorangegangen Arbeit von Amirund Benson[3℄ über Perioden in zweidimensionalen Mustern. Die wi
htigstenBegri�e hieraus sollen deshalb zunä
hst als Grundlage für diesen und weitereAlgorithmen erläutert werden.2.1 Zweidimensionale PeriodenDie Idee für die De�nition von Perioden führt auf den eindimensionalen Fallzurü
k. Eine Zei
henkette w ist periodis
h, wenn das längste Prä�x p von w,wel
hes zuglei
h dessen Su�x ist, ein Länge von mindestens p/2 hat. Zum Bei-spiel ist w = abcabcabcab periodis
h, da p = abcabcab das längste Prä�x undzuglei
h Su�x von w und 2 ∗ |p| > |w| ist. Ans
hauli
h kann man zwei Kopienvon w übereinander legen, diese um |w| − |p| = 3 vers
hieben und erhält imBerei
h der Überlappung eine Übereinstimmung der Zei
hen.Diese De�nition kann lei
ht auf den zweidimensionalen Fall übertragen wer-den. Der Prä�x einer m×m-Matrix M sei eine Untermatrix, wel
he einen derE
kpunkte von M enthält. Ein dazugehöriger Su�x von M ist eine Unterma-trix, wel
he den diagonal gegenüberliegenden E
kpunkt beinhaltet.
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Abbildung 1: Ein Matrix und zwei si
h überlappende Matrizen
M ist periodis
h, wenn das gröÿte Prä�x P von M , wel
hes glei
hzeitig Su�xist, mehr als halb so groÿ wie M ist, wenn also 2 ∗ dim(P ) > dim(M) gilt.Ans
hauli
h führt dies wie im eindimensionalen Fall dazu, dass man zwei Ma-trizen übereinanderlegen und so vers
hieben kann, dass sie im überlappendenBerei
h keinerlei Unters
hiede aufweisen (Abbildung 1).Nun sollen 4 vers
hiedene Klassen eingeführt werden, in wel
he si
h die Peri-oden einteilen lassen. 9



Kapitel 2 Algorithmus von Amir, Benson und Fara
h
ZZ~

S
S
Sw

�
�/IIII IVII II IIIIVIe bzw. s SymmetrievektorIII IIIIVAbbildung 2: Quadrant-I SymmetrieHierfür wird zunä
hst die Matrix wie in Abbildung 2 in 4 Quadranten unter-teilt, wel
he beginnend ab dem oberen linken Quadranten gegen den Uhrzei-gersinn mit I bis IV markiert werden. Legt man zwei identis
he Kopien derMatrix übereinander, so sind alle übereinander liegenden Zei
hen der beidenMatrizen identis
h, die Matrizen sind in De
kung. Vers
hiebt man die obereMatrix so, dass die beiden Matrizen wieder in De
kung sind (si
h also im über-lappenden Berei
h ni
ht unters
heiden), so liegt genau eine E
ke e der oberenMatrix über einem Zei
hen s der unteren Matrix. Da es si
h um zwei identis
heMatrizen handelt, sind e und s dabei in beiden Matrizen zu �nden. s wird alsSour
e (Ursprung) bezei
hnet. Liegt e im ersten Quadranten der zugehörigenMatrix (handelt es si
h also um M [0, 0]), so ist die Matrix Quadrant I symme-tris
h und s wird au
h genauer als Quadrant-I-Sour
e bezei
hnet (verglei
heAbbildung 2). Entspre
hend kann sie au
h Quadrant II, III oder IV symme-tris
h sein.Der Symmetrievektor ist der Vektor von e na
h s innerhalb der unteren Matrix.Er kann als Vektor zwis
hen den Matrizen interpretiert werden, der angibt, beiwel
her Vers
hiebung si
h die Matrizen wieder in De
kung be�nden. Ist die Ma-trix periodis
h, so wird dieser Vektor au
h als Periode der Matrix bezei
hnet.Je na
hdem, in wel
hem Quadranten der Vektor startet, handelt es si
h umeinen Quadrant I, II, III, oder IV - Symmetrievektor. Die Länge eines Symme-trievektors sei de�niert als das Maximum seines horizontalen und vertikalenAnteils. Ist diese Länge < m

2
, so ist der Vektor periodis
h. Ans
hauli
h alsodann, wenn er ni
ht über die horizontale bzw. vertikale Mitte der Matrix hin-ausrei
ht, also eine Vers
hiebung der oberen Matrix um weniger als die halbeBreite (bzw. Höhe) ausrei
ht, um die beiden Matrizen wieder in De
kung zubringen.Es ist o�ensi
htli
h, dass eine Matrix mehr als einen Symmetrievektor ~v be-sitzen kann. Wenn es mögli
h ist, dass man dur
h Vers
hiebung der oberenMatrix um ~v die beiden Matrizen in De
kung bringt, so muss dies au
h dur
heine Vers
hiebung der unteren Matrix um −~v mögli
h sein, da es si
h augen-10



Zweidimensionale Perioden Abs
hnitt 2.1.0s
heinli
h um denselben Vorgang handelt. Zu jedem Symmetrievektor ~v gibtalso einen zweiten Vektor −~v, wel
her entgegengesetzt im diagonal gegenüber-liegenden Quadranten startet. Aufgrund dieser Symmetrie werden im Folgen-den nur no
h Quadrant-I und -II symmetris
he Vektoren betra
htet, also nurno
h eine Vers
hiebung der oberen Matrix na
h re
hts oben oder re
hts unten.Zur Klassi�kation der Perioden betra
htet man die so genannten Basisvekto-ren eines jeden Quadranten. Der Basisvektor in Quadrant I ist aus der Mengeder kürzesten Quadrant-I-Vektoren derjenige mit dem betragsmäÿig gerings-tem vertikalen Anteil (�der Waagere
hteste�). Der Basisvektor in Quadrant IIist aus der Menge der kürzesten Quadrant-II-Vektoren derjenige mit dem be-tragsmäÿig geringstem horizontalen Anteil (�der Senkre
hteste�).Seien im Folgenden (falls existent) ~vI und ~vII die Basisvektoren des ersten undzweiten Quadranten. Es lassen si
h nun für eine Matrix M vier Arten vonzweidimensionalen Perioden unters
heiden.
• non-periodi
 (ni
htperiodis
h, Abbildung 3):

M hat keine periodis
hen Vektoren.
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Abbildung 3: non-periodi
 Matrix
• latti
e periodi
 (gitterperiodis
h, Abbildung 4 auf der nä
hsten Seite):Der erste und der zweite Quadrant haben beide einen periodis
hen Ba-sisvektor.Alle Sour
e-Punkte liegen auf einem von den Basisvektoren aufgespann-ten Gitter, ganauer:Be�ndet si
h der Punkt (0, 0) + i~vI + j~vII mit i, j ∈ N im ersten Qua-11



Kapitel 2 Algorithmus von Amir, Benson und Fara
hdranten, so ist er ein Quadrant-I-Sour
e. Weitere Quadrant-I-Sour
esexistieren im ersten Quadranten ni
ht.Die äquivalente Aussage gilt für Quadrant-II-Sour
es im zweiten Qua-dranten mit dem Gitter (m − 1, 0) + i~vI + j~vII .
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Abbildung 4: latti
e periodi
 Matrix
• line periodi
 (geradenperiodis
h, Abbildung 5 auf der nä
hsten Seite):Genau einer der beiden Quadranten I und II hat einen periodis
hen Ba-sisvektor. Alle Sour
e-Punkte im Quadranten mit dem periodis
hen Ba-sisvektor liegen auf einer Geraden.Ist z.B. ~vI der periodis
he Basisvektor, dann ist der Punkt (0, 0) + i~vImit i ∈ N wenn er si
h im ersten Quadranten be�ndet ein Quadrant-I-Sour
e und es existieren im ersten Quadranten keine weiteren Quadrant-I-Sour
e-Punkte.
• radiant periodi
 (strahlenperiodis
h, Abbildung 6 auf Seite 14):Dieser Fall ist nahezu identis
h mit dem geradenperiodis
hen Fall, mitdem Unters
hied, dass es weitere Sour
e-Punkte gibt, wel
he alle aufStrahlen liegen, die in derselben E
ke wie der periodis
he Basisvektorbeginnen. Die genaue Position hängt dabei von der zugrunde liegendenMatrix ab, ein Sour
e-Punkt liegt jedo
h nie auf einem Punkt, der si
hals Linearkombination der Basisvektoren ergibt.Die Ermittlung der Symmetrievektoren (und damit au
h der Basisvektoren)kann mit Hilfe von zwei Witness-Tabellen (Zeugentabellen, Abbildung 7 aufSeite 14) erfolgen.Diese werden im Folgenden mit TOP-WITNESS, bzw. BOTTOM-WITNESS bezei
h-net.12



Grundidee des Algorithmus Abs
hnitt 2.2.0
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Abbildung 5: line periodi
 MatrixLegt man wieder zwei Kopien der m × m-Matrix M übereinander und ver-s
hiebt die obere Matrix um i < m Zei
hen na
h unten und um j < m Zei
henna
h re
hts, dann ergibt si
h einer der folgenden Fälle:
• Die Matrizen sind ni
ht in De
kung. In diesem Fall gibt es in der oberenMatrix mindestens ein Zei
hen M [r, c], wel
hes die untere Matrix über-lappt und ni
ht mit dem Zei
hen der unteren Matrix übereinstimmt. DasZei
hen M [r, c] ist dann ein �Zeuge� dafür, dass si
h die Matrizen ni
htde
ken. Es kann mehr als einen Zeugen geben, die Wahl des Zeugen istbeliebig.
• Die Matrizen sind in De
kung.In der Tabelle TOP-WITNESS wird nun für jeden Wert 0 ≤ i, j < m entwederdie Position eines Zeugen relativ zur vers
hobenen Matrix, oder � falls die Ma-trizen bei einer Vers
hiebung um (i, j) in De
kung sind � der Wert (m, m) alsPlatzhalter eingetragen. Die Symmetrievektoren im ersten Quadranten sindsomit genau diejenigen (i, j), bei denen der Pseudozeuge (m, m) eingetragenwurde.Vers
hiebt man die obere Matrix na
h oben, so ergibt si
h äquivalent die Ta-belle BOTTOM-WITNESS, wel
he die Symmetrievektoren des zweiten Quadrantenenthält.2.2 Grundidee des AlgorithmusIn einer s
hnellen Lösung des zweidimensionalen Su
hproblems würde man fürjede Position des Su
hmusters im Text verglei
hen, ob dieser dort mit demSu
hmuster übereinstimmt. Man geht also davon aus, dass jede Position au
h13
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Abbildung 6: radiant periodi
 Matrix mit weiteren markierten Sour
e-Punkten
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21 1
1TOP-Witness[1,2℄=(1,1)

0 1 2 3 4 5012345
0 1 3 4 502345 0 5432 5432

0
Abbildung 7: Witness-Eintrag für (i, j) = (1, 2) und (r, c) = (1, 1)eine mögli
he Fundstelle sein könnte.Amir, Benson und Fara
h ma
hten jedo
h die Beoba
htung, dass ni
ht allePositionen im Text als Fundstellen in Frage kommen[5℄. Überlappen si
h dieSu
hmuster an zwei Positionen und sind sie im Berei
h der Übers
hneidungni
ht identis
h, so können ni
ht beide Positionen au
h Fundstellen sein. Esmüssen also ni
ht an beiden Positionen Verglei
he des Su
hmusters mit demdarunter liegenden Text dur
hgeführt werden.In diesem Fall kann dur
h eine vorher für das Su
hmuster konstruierte Witness-Tabelle (Zeugentabelle) in konstanter Zeit eine Position bestimmt werden, andem si
h die beiden Su
hmuster unters
heiden. Dur
h den Verglei
h dieserPosition (des sogenannten Zeugen) mit dem unter den Mustern liegenendemText kann dann ermittelt werden wel
hes der beiden Su
hmuster ni
ht mit demText übereinstimmt und somit als Fundstelle ausges
hlossen werden kann. Die-ses Su
hmuster brau
ht ni
ht weiter betra
htet zu werden.14



Grundidee des Algorithmus Abs
hnitt 2.2.0Mit dieser Idee ist es mögli
h vor der eigentli
hen Su
he die Anzahl der mögli-
hen (und damit zu untersu
henden) Positionen stark einzus
hränken, da si
hdie Muster hier in den überlappenden Berei
hen in De
kung be�nden müssen.Da si
h in den mögli
hen Positionen die Fundstellen im Berei
h der Übers
hnei-dung ni
ht unters
heiden, kann auÿerdem vermieden werden, ein Zei
hen imText mehrfa
h, also mit Zei
hen aus vers
hiedenen Fundstellen, zu verglei
hen,da bereits vergli
hene Textpositionen markiert und im weiteren Verlauf über-sprungen werden können. In der endgültigen Su
he werden somit nur maximal
n2 Verglei
he benötigt.

15



Kapitel 2 Algorithmus von Amir, Benson und Fara
h2.3 Vorverarbeitung des Su
hmusters2.3.1 Der Algorithmus von Main und LorentzZur Vorverarbeitung des Su
hmusters stellen Amir, Benson und Fara
h in ihrerArbeit[5℄ einen einfa
hen Algorithmus vor, in dem sie versu
hen das zweidi-mensionale Problem auf ein Problem der eindimensionalen Zei
henkettensu
hezurü
kzuführen.Die Grundvoraussetzung ist eine Idee aus einer Arbeit von Main und Lorentz[20℄:Algorithmus A: max_prefix(W,T)Der Algorithmus max_prefix erhält als Eingabe eine Zei
henkette
T = t0t1...tn−1 der Länge n und eine Zei
henkette W = w0w1...wm derLänge m. Hieraus wird eine Tabelle max_prefix[0..n-1℄ erzeugt. Dabeiist max_prefix[i] die Länge des längsten Prä�xes von W , wel
hes in derZei
henkette T beim Zei
hen ti beginnt (siehe Abbildung 8).

⊚W = A B A B A B CT = C A B A Alppattern = 7 0 4 0 2 0 0lptext = 0 3 0 1 1max_pre�x = 0 3 0 1 1Abbildung 8: max_pre�xMain und Lorentz geben einen zweigeteilten Algorithmus an, wel
her diesesProblem in einer Zeit von O(n) löst.Im ersten Algorithmus lppattern wird zunä
hst max_prefix(W,W) bere
hnet.Aus der hieraus erhaltenen Tabelle wird mit dem lei
ht abgeänderten Verfah-ren lptext dann die endgültige Tabelle zu max_prefix(W,T) ermittelt (sieheAbbildung 9 auf der nä
hsten Seite).Da die Teilalgorithmen beide auf derselben Idee, einer Variation des Algo-rithmus von Knuth, Morris und Pratt[17℄ beruhen, werden sie hier nur amBeispiel von lppattern bes
hrieben.Der Algorithmus baut die Tabelle vom ersten zum letzten Eintrag auf, es istni
ht nötig innerhalb des Algorithmus no
h einmal einen bereits ermitteltenWert abzuändern. Trivialer Weise ist der Wert von lppattern[0℄ immer mund wird daher in den folgenden Überlegungen ni
ht weiter betra
htet. An-genommen lppattern[1℄...lppattern[i-1℄ wurden s
hon bere
hnet und essoll nun ein Wert für lppattern[i℄ ermittelt werden. Sei auÿerdem ange-16



Der Algorithmus von Main und Lorentz Abs
hnitt 2.3.1nommen es wurde bereits jenes k im Berei
h 1 ≤ k < i notiert, wel
hes denWert von k + lppattern[k] maximiert. Ist nun i kleiner als k + lppattern[k],so kann der bereits bekannte Wert von lppattern[i-k℄ zur Bere
hnung vonlppattern[i℄ benutzt werden:
A B A B A B C A B A B A B C A B A B A B C� -x

� -x
� -x0 1 2 3 4 5 6ik A B A BA B A B A|x|=3lppattern[k℄=4lppattern[i℄=0

Fall 1: 0 1 2 3 4 5 6k iA B A B AA B A B A BFall 2:
lppattern[i℄=4lppattern[k℄=0

0 1 2 3 4 5 6k iA B A B AA B AFall 3:
lppattern[i℄=2lppattern[i-k℄=0<|x| lppattern[i-k℄=0>|x||x|=-1<0 |x|=2>0lppattern[i-k℄=4>|x|lppattern[k℄=4Abbildung 9: Die Fälle von lppatternBe�ndet si
h i unterhalb dieser S
hranke, dann ist die Teilzei
henkette

x := wi...wk+lppattern[k]−1 mit der Zei
henkette wi−k...wlppattern[k] identis
h.Im Folgenden meint |x| die Länge der Zei
henkette x. Liegt das Ende der Zei-
henkette vor deren Anfang, so ist |x| negativ!Ist lppattern[i − k] < |x|, so gilt folgli
h lppattern[i] = lppattern[i − k](Fall 1).Ist andererseits lppattern[i − k] ≥ |x|, so muss lppattern[i] mindestens sogroÿ wie |x| sein, in diesem Fall können bei positivem x also |x| Verglei
heeingespart werden (Fall 2,3).Algorithmus B: lppattern(W)
W sei eine Zei
henkette der Länge m mit Endzei
hen, jeder Verglei
h mit
wm führt somit zum Misserfolg.Es wird die Tabelle lppattern[0℄...lppattern[m-1℄ wie oben bes
hriebenausgegeben./* Initialisierung */lppattern[0℄:=m;/* Bestimmung von lppattern[1℄ */j:=0;while(w[j℄ == w[j+1℄)j:=j+1; 17



Kapitel 2 Algorithmus von Amir, Benson und Fara
hlppattern[1℄:=j;k:=1;/* Bestimmung der restli
hen Einträge */for(i:=2 to m-1) {|x|:=k+lppattern[k℄-i;if(lppattern[i-k℄ < |x|) {lppattern[i℄:=lppattern[i-k℄; /* Fall 1 */} else {if(j >= k+lppattern[k℄)j:=0 /* Fall 2 */elsej:=|x|; /* Fall 3 */while(w[j℄ == w[j+i℄)j:=j+1;lppattern[i℄:=j;k:=i;}}
⊚Anmerkung:

• Der erste Eintrag enthält trivialer Weise immer die Gesamtlänge von W .
• Der zweite Eintrag muss in jedem Fall vor der Bestimmung der restli
henEinträge komplett �ausgezählt� werden, da es no
h keine Vorinformatio-nen gibt.
• In Fall 2 ist |x| negativ. Es sind also keine Vorinformationen vorhanden.
• In Fall 3 beginnt die �Zählung� erst ab |x|, da bis hierhin bereits �ausge-zählt� wurde.Theorem 1:Der Algorithmus lppattern benötigt eine Zeit von O(m).Beweis:In jedem Dur
hlauf der inneren while-S
hleife wurde das Zei
hen w[j + i]no
h nie erfolgrei
h mit einem anderen Zei
hen aus W vergli
hen. Da es nur
m Zei
hen in W gibt, kann es folgli
h au
h insgesamt nur m Dur
hläufe mitpositivem bzw. negativem Test geben.Also ergibt si
h insgesamt für die äuÿere for-S
hleife und damit für denAlgorithmus die angegebene Laufzeit. �18



Der Algorithmus von Main und Lorentz Abs
hnitt 2.3.1Dur
h kleine Änderungen des Algorithmus erhält man lptext:Algorithmus C: lptext(W,T,lppattern)
W bzw. T seien Zei
henketten der Länge m bzw. n mit Endzei
hen, jederVerglei
h mit wm bzw. tn führt somit zum Misserfolg.lppattern sei die vom glei
hnamigen Algorithmus erzeugte Tabelle.Es wird die Tabelle lptext[0℄...lptext[n-1℄ ausgegeben, diese entspri
htder gesu
hten Tabelle max_prefix./* Bestimmung von lptext[0℄ */j:=0;while(w[j℄ == t[j℄)j:=j+1;lptext[0℄:=j;k:=0;/* Bestimmung der restli
hen Einträge */for(i:=1 to n-1) {|x|:=k+lptext[k℄-i;if(lppattern[i-k℄ < |x|) {lptext[i℄:=lppattern[i-k℄;} else {if(j >= k+lptext[k℄)j:=0;elsej:=|x|;while(w[j℄ == t[j+i℄)j:=j+1;lptext[i℄:=j;k:=i}}

⊚Theorem 2:Der Algorithmus lptext benötigt eine Zeit von O(n).Beweis:Analog zum Beweis der Laufzeit von lppattern. �
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Kapitel 2 Algorithmus von Amir, Benson und Fara
hTheorem 3:Der Algorithmus max_prefix lässt si
h in einer Zeit von O(n) realisieren.Beweis:Für den Algorithmus von Main und Lorentz folgt eine Gesamtlaufzeit von
O(m + n). Da im Allgemeinen m > n gilt, genügt es im Algorithmuslppattern die ersten n Elemente zu bere
hnen, da Einträge gröÿer n ni
htmehr für den Algorithmus lptext benötigt werden.Hierdur
h lässt si
h die Laufzeit auf O(2n) = O(n) senken. �2.3.2 Bere
hnung der Witness-Tabellen
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Abbildung 10: Einzelnes Muster und Vers
hiebung um (i, j) = (2, 2)Man stelle si
h vor, zwei identis
he Muster lägen wie in Abbildung 10 über-einander. Im Adho
-Verfahren würde man nun alle übereinander liegendenZei
hen miteinander verglei
hen, in diesem Fall wären das 16 Verglei
he unterder Annahme, die Muster würden übereinstimmen.S
ha�t man es jedo
h ohne groÿen Aufwand zuerst die überlappenden Zeilen(anstelle der einzelnen Zei
hen) miteinander zu verglei
hen und bestimmt erstbei Ni
htübereinstimmung die Fehlerstelle innerhalb der entspre
henden Zeile,so käme man im vorliegenden Beispiel unter glei
her Annahme auf nur maxi-mal 4 Zeilen- und 4 Einzelverglei
he.
20



Bere
hnung der Witness-Tabellen Abs
hnitt 2.3.2Der folgende Algorithmus leistet dies:Algorithmus D: Witness-Bere
hnungGegeben sei ein Muster P der Dimension n × n. Die Spalten seien mit
j = 0...m − 1 und die Zeilen mit i = 0...m − 1 dur
hnummeriert.Für jede Spalte j = 0...m − 1:1. Sei wi das Prä�x der Zeile i von P mit der Länge m − j. Dann ist

W diejenige Zei
henkette, die dur
h aneinander hängen von w0...wm−1entsteht. Hierbei seien die wi ni
ht als einzelne Zei
henketten, sondernals jeweils ein Zei
hen zu interpretieren.2. Sei ti das Su�x der Zeile i von P mit der Länge m − j. Dann ist
T diejenige Zei
henkette, die dur
h aneinander hängen von t0...tm−1entsteht. Hierbei seien die ti ni
ht als einzelne Zei
henketten, sondernals jeweils ein Zei
hen zu interpretieren.3. Bestimme nun die Tabelle max_prefix für die Prä�xe von W inner-halb von T . Bea
hte hierbei, dass die wi und ti jeweils als Zei
henund ni
ht als Zei
henkette zu betra
hten sind!4. Für jede Zeile i von P :(a) Wenn max_prefix[i] = m− i gilt, dann ist eine Position gefunden,an der die Muster übereinstimmen und es wird

TOP − WITNESS[i, j] := (m, m) gesetzt.(b) Ansonsten:Sei l die Länge des gemeinsamen Prä�xes von Ti+max_prefix[i] und
Wmax_prefix[i], nun als Zei
henketten und ni
ht mehr als einzelneZei
hen interpretiert.Dann gilt TOP − WITNESS[i, j] = (max_prefix[i], l).Zur Bere
hnung der BOTTOM − WITNESS benutzt man eine nahezuidentis
hen Algorithmus. Hier werden W und T mit W = wm−1wm−2...w0und T = tm−1tm−2...t0 initialisiert. Ist eine Fehlerstelle gefunden, so gilt

BOTTOM − WITNESS[i, j] = (m − max_prefix[i] − 1, l).
⊚Erklärung:Das Muster wird zu Beginn des Algorithmus zweimal erstellt und de
kungs-glei
h übereinander gelegt. In jedem Dur
hlauf wird es ans
hlieÿend um je einePosition weiter na
h re
hts vers
hoben (j wird um eins erhöht).Die wi und die ti sind jeweils diejenigen Abs
hnitte des Muster, wel
he si
hohne vertikale Vers
hiebung (d.h. i = 0) überlappen. 21



Kapitel 2 Algorithmus von Amir, Benson und Fara
hAus diesen Zeilenabs
hnitten werden nun die Zei
henketten W und T gebildetund max_prefix bere
hnet. In Abbildung 10 auf Seite 20 würden si
h so dieseKetten ergeben:
i = 0 1 2 3 4 5

W = X X X XO X X X X
T = X X XO X X X X X

max_prefix[i] = 0 0 0 0 0 1Nun wird das Su
hmuster na
h unten vers
hoben (d.h. i erhöht). Dabei gelan-gen die letzten i Zeilen aus W und die ersten i Zeilen aus T aus dem Berei
hder Überde
kung heraus.max_prefix gibt an, wie viele der ersten Zeilenabs
hnitte von ti, ti+1, . . . , tm−1mit den Zeilenabs
hnitten w0, w1, . . . , wm−1 übereinstimmen.Gilt max_prefix[i] = m− i, so stimmt der Su�x von T ab ti mit W überein,die beiden Muster sind also an der aktuellen Position de
kungsglei
h. Na
hder De�nition der Witness-Tabelle wird somit TOP-WITNESS[i,j℄ auf (m,m)gesetzt.Ansonsten ist max_prefix[i] die erste Zeile, ab der die si
h überlappendenBerei
he der beiden Muster ni
ht mehr übereinstimmen und kann als horizon-taler Anteil für diese Position in die Witness-Tabelle eingetragen werden. Dervertikale Anteil ergibt si
h genau zur Position l des ersten Zei
hens, wel
hes in-nerhalb dieser Zeile im Berei
h der Überde
kung vom zweiten Muster abwei
ht.Sei zum Beispiel j = 2 und i = 2 (siehe Abbildung 10 auf Seite 20).Dann gilt max_prefix[i] = 0 6= 4 = m − i. Also gibt es glei
h bei Zeile 0 imvers
hobenen Su
hmuster eine Abwei
hung. Der überlappende Anteil dieserZeile ist �XO X�, der korrespondierende Anteil des zweiten Su
hmusters ist�X X�. Der gemeinsame Prä�x dieser Zei
henfolgen ist �X�, sie unters
heidensi
h also ab Position l = 1. Somit ist TOP-WITNESS[2,2℄=(0,1).Die Bere
hnung der Bottom-Witness erfolgt na
h dem glei
hen Prinzip. Dahier jedo
h das zweite Su
hmuster na
h oben vers
hoben wird ergeben si
h dieim Algorithmus genannten Abwei
hungen.Theorem 4:Der Algorithmus benötigt eine Zeit von O(m2logσ).Beweis:Der Algorithmus max_prefix benötigt eine Zeit von O(m). Hier wird aller-dings davon ausgegangen, dass der Verglei
h von zwei Zei
hen in konstanterZeit erfolgt.Um diese Voraussetzung zu erfüllen, kann man zu Beginn des Witness-22



Bere
hnung der Witness-Tabellen Abs
hnitt 2.3.2Algorithmus einen Su�x-Baum aus den aneinander gehängten Reihen desSu
hmusters erstellen[23℄ und diesen für die Su
he von kleinsten gemeinsa-men Vorfahren (least 
ommon an
estor, LCA) vorbereiten. Der LCA zweierZei
henketten ist glei
hzeitig deren längstes gemeinsames Prä�x[19℄, ist ergenauso lang wie die Ketten, so sind diese folgli
h identis
h.Der Aufbau eines sol
hen Su�x-Baums kann in O(m2logσ) erfolgen. DieVorbereitung auf LCA-Abfragen ist in einer linearen Zeit mögli
h, die Ab-frage der Vorfahren ges
hieht dann wie benötigt in konstanter Zeit[16℄.Die Su
he na
h der Länge des längsten gemeinsamen Prä�x (=LCA) imvierten S
hritt kann mit diesem Verfahren ebenfall in konstanter Zeit erfol-gen.Insgesamt wird der Su�x-Baum nur einmal aufgebaut, der Algorithmusmax_prefix wird für jede der m-Spalten je einmal benötigt.Die Witness-Bere
hnung wird einmal für die Tabelle TOP-WITNESS undeinmal für die Tabelle BOTTOM-WITNESS dur
hgeführt.Es folgt die angegebene Laufzeit. �Anmerkung:Insgesamt ergeben si
h für das Muster aus Abbildung 10 auf Seite 20 die fol-genden Witness-Tabellen:
TOP − WITNESS :

0 1 2 3 4 5
0 (6, 6) (0, 0) (2, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0)
1 (0, 0) (1, 2) (0, 0) (0, 0) (6, 6) (0, 0)
2 (0, 0) (0, 0) (0, 1) (0, 0) (0, 0) (6, 6)
3 (2, 3) (0, 0) (0, 0) (6, 6) (0, 0) (0, 0)
4 (0, 0) (6, 6) (0, 0) (0, 0) (6, 6) (0, 0)
5 (0, 0) (0, 0) (6, 6) (0, 0) (0, 0) (6, 6)

BOTTOM − WITNESS :
0 1 2 3 4 5

0 (6, 6) (5, 1) (5, 0) (2, 0) (5, 1) (5, 0)
1 (5, 1) (5, 0) (3, 1) (5, 1) (5, 0) (6, 6)
2 (5, 0) (4, 2) (5, 1) (5, 0) (6, 6) (4, 0)
3 (5, 3) (5, 1) (5, 0) (5, 0) (5, 1) (5, 0)
4 (5, 1) (5, 0) (6, 6) (5, 1) (5, 0) (6, 6)
5 (5, 0) (6, 6) (5, 1) (5, 0) (6, 6) (6, 6)
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Kapitel 2 Algorithmus von Amir, Benson und Fara
h2.4 Bearbeitung des TextesDie eigentli
he Su
he läuft in zwei S
hritten ab. Zunä
hst werden von allenPositionen im Text, an denen das gesu
hte Muster liegen könnte, diejenigengesu
ht, wel
he paarweise �konsistent� sind.Konsistenz bedeutet, dass die Kandidaten in allen Positionen, in denen sie si
hüberlappen, identis
h sind, si
h also in De
kung be�nden.Im zweiten S
hritt werden dann unter den verbliebenen Kandidaten diejenigenbestimmt, wel
he tatsä
hli
h die gesu
hten Textstellen sind.Die Konsistenz soll nun mit den Begri�en der Witness-Theorie de�niert wer-den:De�nition 1:Sei T ein Text und P ein Su
hmuster. P habe seinen Ursprung an derPosition T [i, j] im Text und sei vollständig im Text enthalten.Dann wird diese Position von P in T Kandidat (in T ) genannt und mit (i, j)bezei
hnet.Im Folgenden werden sowohl diese gesu
hten Muster im Text als Ganzes, alsau
h die Positionen an denen ihr Ursprung im Text liegt, als �Kandidaten�bezei
hnet. Die jeweilige Bedeutung ist dem Kontext zu entnehmen.De�nition 2:Seien (r, c) und (x, y) zwei Kandidaten in T der Art, dass c ≤ y, dann sind
(r, c) und (x, y) konsistent, wenn gilt:1. Fall (r ≤ x, x − r < m):

TOP − WITNESS[x − r, y − c] = (m, m)2. Fall (r > x, r − x < m):
BOTTOM − WITNESS[r − x, y − c] = (m, m)In den Fällen (r ≤ x, x − r ≥ m) und (r > x, r − x ≥ m) �nde keineÜbers
hneidung der Muster statt. In diesem Fall ist die Konsistenz trivialerWeise gegeben.Sind (r, c) und (x, y) konsistent, so wird dies mit (r, c) ∼ (x, y) bezei
hnet,ansonsten mit (r, c) 6∼ (x, y).Anmerkung:

• (|x − r|, y − c) ist genau die Vers
hiebung der beiden Muster unterein-ander. Ist diese glei
h (m, m), so gibt es na
h De�nition der Witness-Tabellen keine Position innerhalb der Überlappung dieser Muster, andenen die Zei
hen ni
ht übereinstimmen.
24



Bearbeitung des Textes Abs
hnitt 2.4.0
• Die Voraussetzung c ≤ y kann immer erfüllt werden, gilt sie ni
ht, sowerden die Kandidaten vertaus
ht. Der Grund dieser Bedingung sinddie Symmetrieüberlegungen, wel
he zur Eins
hränkung der Betra
htungvon 4 auf 2 Quadranten führten (siehe Seite 11 bzw. [4℄).O�ensi
htli
h ist es von Vorteil in mögli
hst wenigen S
hritten mögli
hst vieleinkonsistente Kandidaten zu eliminieren. Der Algorithmus nutzt hierzu dieTransitivität der Konsistenz aus:Lemma 1: top-transitivFür alle 1 ≤ r1 ≤ r2 ≤ r3 ≤ n und für alle 1 ≤ c1 ≤ c2 ≤ c3 ≤ n gilt:Gilt (r1, c1) ∼ (r2, c2) und (r2, c2) ∼ (r3, c3),dann gilt au
h (r1, c1) ∼ (r3, c3).Beweis:Angenommen unter den Voraussetzungen des Satzes gelte (r1, c1) 6∼ (r3, c3).Dann gibt es ein x ≤ m − r3 + r1 und ein y ≤ m − c3 + c1 der Art, dass
P [x, y] 6= P [x + r3 − r1, y + c3 − c1]. (⋆)Es gilt auÿerdem r3 ≥ r2.Hieraus folgt x + r3 ≥ r2 und m ≥ x + r3 − r1 ≥ r2 − r1.Andererseits gilt m ≥ y + c3 − c1 ≥ c2 − c1.Da (r1, c1) ∼ (r2, c2) folgt P [x+r3−r1, y+c3−c1] = P [x+r3−r2, y+c3−c2].Mit der glei
hen Überlegung folgt P [x, y] = P [x + r3 − r2, y + c3 − c2] aus
(r3, c3) ∼ (r2, c2).Insgesamt ergibt si
h somit P [x, y] = P [x + r3 − r1, y + c3 − c1].Dies ist ein Widerspru
h zu (⋆). Es folgt die Behauptung. �Lemma 2: bottom-transitivFür alle 1 ≤ r1 ≤ r2 ≤ r3 ≤ n und für alle 1 ≤ c3 ≤ c2 ≤ c1 ≤ n gilt:Gilt (r1, c1) ∼ (r2, c2) und (r2, c2) ∼ (r3, c3),dann gilt au
h (r1, c1) ∼ (r3, c3).Beweis:Analog zum vorherigen Lemma. �
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Kapitel 2 Algorithmus von Amir, Benson und Fara
h2.4.1 Eindimensionaler Konsistenz-AlgorithmusZunä
hst soll ein Algorithmus vorgestellt werden, der die Positionen aller kon-sistenten Kandidaten ermittelt, wel
he in einer gegebenen Spalte ihren Ur-sprung haben.Algorithmus E: 
ol_
ons_
he
k(
)Gegeben sei ein Su
hmuster P mit bere
hneter Witness-Tabelle und einText T . Das Su
hmuster habe die Gröÿe m×m, der Text habe die Gröÿen×n.Sei c die Spalte von T , für die eine doppelt verkettete Liste S konsistenterPositionen von T bestimmt werden soll.
S sei mit der Position (n − m, c) initialisiert.Für alle Zeilen r = n − m − 1...0:1. (x, c) sei der letzte Eintrag in S.2. Überprüfe (r, c) und (x, c) auf Konsistenz.3. Bei Konsistenz füge (r, c) am Ende von S ein.4. Ansonsten:(a) Ermittle mit Hilfe der Witness-Tabellen ein Zei
hen wel
hes in (r, c)und (x, c) ni
ht übereinstimmt.(b) Verglei
he diese Zei
hen mit dem korrespondierenden Zei
hen imText.(
) Stimmt (x, c) an dieser Stelle ni
ht mit dem Text überein, dannlös
he (x, c) aus S.(d) Ist S nun leer, dann füge (r, c) ein. Wenn ni
ht, dann verglei
he

(r, c) an dieser Stelle mit dem Text. Stimmen die Zei
hen überein,dann fahre mit demselben r, aber dem neuen letzten Element von
S bei S
hritt 1 fort.Gib S zurü
k.

⊚Erklärung:Das Su
hmuster wird am �unteren Ende� der Spalte c im Text positioniert.Da das Muster m und der Text n Zei
hen ho
h ist, entspri
ht dies genau demWert n−m. Da ein einzelner Kandidat zu si
h selbst trivialer Weise konsistentist, wird S entspre
hend mit (n − m, c) initialisiert.Ein Muster wird nun an die letzte Position aus S gelegt. Ein zweites Muster26



Eindimensionaler Konsistenz-Algorithmus Abs
hnitt 2.4.1wird eine Zeile darüber positioniert und in jedem S
hritt (also bei jeder Er-niedrigung von r) um eine Zeile weiter na
h oben vers
hoben.Sind die beiden Muster konsistent, so ist das zweite Muster wegen der Transi-tivität der Konsistenz au
h mit allen anderen Elementen aus S konsistent. Eskann also in S eingefügt werden.Anderenfalls ist mindestens eines der Muster an einer Position, in der es keineFundstelle im Text repräsentiert.Dur
h die Witness-Tabelle ist eine Position bekannt, an der si
h die beidenMuster in ihrem überlappenden Berei
h unters
heiden. Die entspre
hendenZei
hen werden mit dem Text an der entspre
henden Stelle vergli
hen.Passt der Text ni
ht zum ersten Muster, so wird dessen Position aus S ge-lös
ht, da es si
h in keinem Fall um eine Fundstelle handeln kann. Damit istjedo
h ni
ht automatis
h der zweite Kandidat mit den anderen Einträgen aus
S inkonsistent. Mit diesem Kandidaten und der neuen letzten Position aus
S wird nun bei S
hritt 1 fortgefahren, um seine Konsistenz mit den übrigenKandidaten aus S zu testen.Passt das Zei
hen aus dem ersten Muster zum Text, so kann der neue Kandidat
(r, c) keine Fundstelle im Text sein. Das zweite Muster wird nun eine weitereZeile na
h oben vers
hoben (r wird verringert).Wenn S im Laufe dieses Verfahrens keine Elemente mehr enthält, so wirdes mit dem Muster an der aktuellen Position (r, c) initialisiert. Dieses ist tri-vialer Weise mit si
h selbst konsistent, die Eigens
haft von S nur konsistenteElemente zu enthalten bleibt damit erhalten.Anmerkung:

• Sind zwei Kandidaten inkonsistent, so können ni
ht beide eine Fund-stelle im Text darstellen. Dur
h den Abglei
h mit dem Text über dieWitness-Tabellen wird in jedem Fall ein Kandidat entfernt, wel
her kei-ne Fundstelle ist. Auf diese Weise wird nie eine Fundstelle gelös
ht!
• Die Konsistenz der Positionen wird mit Hilfe von De�nition 2 auf Sei-te 24 bestimmt.Da in diesem Algorithmus immer y = c und r ≤ x gilt, reduziert si
h dieAbfrage auf:

(r, c) ∼ (x, c) ⇔ TOP − WITNESS[x − r, 0] = (m, m)Dabei ist besonders zu bea
hten, dass die Kandidaten trivialer Weisekonsistent sind, wenn x − r ≥ m.
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h
• Im Fall (r, c) 6∼ (x, c) ergeben si
h die ni
ht korrespondieren Zei
hen zu:

P [i, j] für das Zei
hen im Muster an der Position (x, c)
P [(x − r) + i, 0 + j] für das Zei
hen im Muster an der Position (r, c)
T [x + i, c + j] für das Zei
hen im Textmit (i, j) := TOP − WITNESS[x − r, 0]

• Sind zwei Kandidaten bei diesem Algorithmus um mehr als m Zeilenvoneinander entfernt, so übers
hneiden sie si
h ni
ht und sind trivia-ler Weise konsistent. Der untere Kandidat wird also in S gelangen undist mit jedem weiteren (höherem) Kandidaten ebenso trivial konsistent.Sämtli
he Konsistenztests werden si
h in diesem Fall nur no
h zwis
henPositionen oberhalb des unteren Kandidaten vollziehen.
• Die doppelt verlinkte Liste ist notwendig um die Laufzeit des Algorith-mus zu senken.

19
14

i=0 X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X X X X X

X XX XO OX XX X X X XXXX X X OX X X X X X X XOX X X X X XX X X
X X XO

X X X
X X X X X X X X

O
X X XX X

XXX X XX X X X XOO

X X X XX X X

j=0 3 19
9

X X X X X XX X X
X X XO

Abbildung 11: Beispielmuster und -text
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Eindimensionaler Konsistenz-Algorithmus Abs
hnitt 2.4.1Beispiel 1:Beispielsweise soll nun S für Spalte 3 bestimmt werden:Sei c = 3. Seien P und T wie in Abbildung 11 auf der vorherigen Seite gegeben.Die Witness-Tabellen von P wurden bereits bere
hnet (Seite 23).
n = 20, m = 6, ⇒ m − n = 20 − 6 = 14. Also S := (m − n, c) = (14, 3).
r = 13 (=m − n − 1):
(r, c) = (13, 3), (x, c) = (14, 3)
TOP − WITNESS[x − r, 0] = TOP − WITNESS[1, 0] = (0, 0) =: (i, j)
⇒ (r, c) 6∼ (x, c)korrespondierendes Witness-Zei
hen in (x, c): P [i, j] = P [0, 0] =�X�korrespondierendes Zei
hen in (r, c): P [(x − r) + i, 0 + j] = P [1, 0] =� �korrespondierendes Zei
hen im Text: T [x + i, c + j] = T [14, 3] =� �Das Zei
hen aus dem Muster bei (x, c) und das Zei
hen im Text stimmen ni
htüberein. Lös
he (x, c) aus S.
S ist nun leer, füge (r, c) ein und fahre mit dem nä
hsten r fort.
S = (13, 3)

r = 12:
(r, c) = (12, 3), (x, c) = (13, 3)
TOP − WITNESS[1, 0] = (0, 0) =: (i, j) ⇒ (r, c) 6∼ (x, c)korrespondierendes Witness-Zei
hen in (x, c): �X�korrespondierendes Witness-Zei
hen in (r, c): � �korrespondierendes Zei
hen im Text: � �Lös
he (x, c) aus S.
S ist nun leer, füge (r, c) ein und fahre mit dem nä
hsten r fort.
S = (12, 3)

r = 11:
(r, c) = (11, 3), (x, c) = (12, 3)
TOP − WITNESS[1, 0] = (0, 0) =: (i, j) ⇒ (r, c) 6∼ (x, c)korrespondierendes Witness-Zei
hen in (x, c): �X�korrespondierendes Witness-Zei
hen in (r, c): � �korrespondierendes Zei
hen im Text: �X�Das Zei
hen aus dem Muster bei (x, c) und das Zei
hen im Text stimmen über-ein, das Zei
hen aus dem Muster bei (r, c) stimmt dementspre
hend ni
ht mitdem Text überein. Fahre mit dem nä
hsten r fort.
S = (12, 3)

r = 10:
(r, c) = (10, 3), (x, c) = (12, 3)
TOP − WITNESS[2, 0] = (0, 0) =: (i, j) ⇒ (r, c) 6∼ (x, c)korrespondierendes Witness-Zei
hen in (x, c): �X� 29



Kapitel 2 Algorithmus von Amir, Benson und Fara
hkorrespondierendes Witness-Zei
hen in (r, c): � �korrespondierendes Zei
hen im Text: �X�Fahre mit dem nä
hsten r fort.
S = (12, 3)

r = 9:
(r, c) = (9, 3), (x, c) = (12, 3)
TOP − WITNESS[3, 0] = (2, 3) =: (i, j) ⇒ (r, c) 6∼ (x, c)korrespondierendes Witness-Zei
hen in (x, c): �O�korrespondierendes Witness-Zei
hen in (r, c): � �korrespondierendes Zei
hen im Text: � �Lös
he (x, c) aus S.
S ist nun leer, füge (r, c) ein und fahre mit dem nä
hsten r fort.
S = (9, 3)Bei den folgenden Dur
hläufen ändert si
h der Inhalt von S ni
ht, deshalb nunweiter bei r = 3:
S = (9, 3)
r = 3:
(r, c) = (3, 3), (x, c) = (9, 3)Nun müsste der Witness-Eintrag für [6,0℄ ermittelt werden. Da das Musterjedo
h nur 6x6 Zei
hen groÿ ist, ist dieser Wert ni
ht de�niert, trivialer Weisegilt hier jedo
h (r, c) ∼ (x, c).Also wird (r, c) am Ende von S eingefügt.
S = (9, 3) → (3, 3)Dieser Wert bleibt bis zum letzten S
hritt erhalten:
S = (9, 3) → (3, 3)
r = 0:
(r, c) = (0, 3), (x, c) = (3, 3)
TOP − WITNESS[3, 0] = (2, 3) =: (i, j) ⇒ (r, c) 6∼ (x, c)korrespondierendes Witness-Zei
hen in (x, c): �O�korrespondierendes Witness-Zei
hen in (r, c): � �korrespondierendes Zei
hen im Text: � �Lös
he (x, c) aus S. S ist ni
ht leer, weiter bei S
hritt 1.
S = (9, 3)

(r, c) = (0, 3), (x, c) = (9, 3)Trivialer Weise sind nun wiederum (r, c) und (x, c) konsistent.Also wird (r, c) am Ende von S eingefügt.
S = (9, 3) → (0, 3)30



Eindimensionaler Konsistenz-Algorithmus Abs
hnitt 2.4.1Also sind für c = 3 in diesem Beispiel (9, 3) und (0, 3) zwei konsistente Kandi-daten.Später wird si
h (9, 3) als eine Position des Musters im Text herausstellen. yTheorem 5:Der Algorithmus 
ol_
ons_
he
k ist korrekt und benötigt eine Zeit von
O(n).Beweis:Die Korrektheit ist aus den Erklärungen in Verbindung mit Lemma 1 aufSeite 25 ersi
htli
h.Zur Laufzeit:
S kann in konstanter Zeit initialisiert werden. Jeder Konsistenztest erfolgtüber die Witness-Tabellen in konstanter Zeit. Für jede Zeile r in der S
hleifegibt es hö
hstens einen erfolgrei
hen Test auf Konsistenz. Für jeden negati-ven Test wird entweder der aktuelle Kandidat (r, c) oder der oberste Kan-didat aus S entfernt. Da die Anzahl der Kandidaten dur
h n bes
hränkt ist(streng genommen n − m), folgt die Gesamtlaufzeit zu O(n). �

31



Kapitel 2 Algorithmus von Amir, Benson und Fara
h2.4.2 Zweidimensionaler Konsistenz-AlgorithmusNa
hdem es nun mögli
h ist innerhalb einer Spalte vom Text T alle konsisten-ten Kandidaten des Musters P zu ermitteln, muss der Algorithmus erweitertwerden, um nur jene Kandidaten zu erhalten, wel
he au
h horizontal betra
h-tet paarweise konsistent sind.
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Abbildung 12: Bottom Up und Top DownDie Idee:Es sei die Situation von Abbildung 12 gegeben.Es gelte folgende Invariante für j > i:
P (j) ≡ die ni
ht gelös
hten Kandidaten in denSpalten j, ..., n − 1 sind paarweise konsistentDie Kandidaten, wel
he si
h im Text auf der re
hten Seite der aktuellen Spalte

i be�nden, sind also alle konsistent.Nun soll die Spalte i hinzugenommen werden. Die Kandidaten innerhalb die-ser Spalte (X bzw. C) sind bereits mit dem Algorithmus 
ol_
ons_
he
k alsvertikal konsistent identi�ziert.Nun muss überprüft werden, ob diese Kandidaten au
h mit allen Kandidatendes re
hten Berei
hs konsistent sind. Aufgrund der Transitivität der Konsis-tenz gilt:Ist ein Kandidat C aus der zu überprüfenden Spalte mit dem linken Kan-didaten ∗ einer Zeile aus dem s
hon veri�zierten Berei
h konsistent, so giltdiese Eigens
haft für alle Kandidaten O aus dieser Zeile. Es genügt also je-weils der Verglei
h mit einem Element einer Zeile. Im Algorithmus wird hierzudas Element benutzt, �wel
hes am weitesten links� liegt, also den kleinstenSpaltenindex besitzt.32



Zweidimensionaler Konsistenz-Algorithmus Abs
hnitt 2.4.2Sind C und ∗ ni
ht konsistent, so kann na
h einem Abglei
h mit dem zugrundeliegenden Text (wie s
hon bei 
ol_
ons_
he
k) entweder der neue Kandidat
C oder aber ∗ entfernt werden.Wird ∗ entfernt, so muss der Test mit dem nä
hsten Element aus dieser Spal-te wiederholt werden. Wird C entfernt, so kann man mit dem nä
hsthöherenKandidaten X in der aktuellen Spalte fortfahren.Na
h diesem Prinzip kann gewährleistet werden, dass jeder Kandidat aus derneuen Spalte mit jedem Kandidaten aus dem s
hon konsistenten Berei
h un-terhalb seiner eigenen Position konsistent ist. Diese Überlegungen führen zumAlgorithmus bottom_up.Es fehlt no
h die Konsistenz der neuen Elemente mit allen darüber liegendenKandidaten im konsistenten Berei
h. Dies leistet der Algorithmus top_down,der im Gegensatz zu bottom_up die neuen Kandidaten und die Zeilen aus demkonsistenten Berei
h von oben na
h unten dur
hläuft.Es folgt nun der eigentli
he Algorithmus zur Ermittlung aller konsistentenKandidaten in einem zweidimensionalen Text. Dieser dur
hläuft den Text vonre
hts na
h links und fügt jede neue Spalte wie bes
hrieben mit Hilfe vonbottom_up und top_down und unter Einhaltung der Invariante P hinzu.Algorithmus F: 
ons_
he
kFür alle i = 0...n−m sei Ci := col_cons_check(i) die Liste aller Kandida-ten in der Spalte i.Für alle j = 0...n−m initialisiere eine leere doppelt verkettete Liste Rj zurAufnahme von Kandidaten in der Zeile j.Sortiere alle Kandidaten aus der Liste Cn−m in die Listen Rj ein.Für alle i = n − m − 1...0:1. bottom_up(i)2. top_down(i)3. Sortiere alle überlebenden Kandidaten aus Ci entspre
hend ihrer Zei-lenkomponente in die Listen Rj ein.

⊚Anmerkung:
• Die Spaltenkomponente von Ci ist trivialer Weise immer i, die Zeilen-komponente von Rj immer j.
• Dur
h bottom_up(i) und top_down(i) werden, wie oben bes
hrieben,alle Kandidaten eliminiert, wel
he ni
ht konsistent zu den über bzw.unter ihnen be�ndli
hen Zeilen sind. 33
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h
• In den Rj be�nden si
h dur
h diesen Algorithmus nur Kandidaten, wel
here
hts der aktuellen Spalte i liegen.
• Spalten und Zeilen gröÿer als n − m bleiben unberü
ksi
htigt, da hierkeine vollständige Überde
kung dur
h das Muster mögli
h ist und daherKandidaten an diesen Positionen keine Fundstellen sein können. Sie sindni
ht mehr vollständig im Text enthalten.
• Am Ende dieses Algorithmus enthalten die Ci und die Rj nur no
h paar-weise konsistente Kandidaten.Algorithmus G: bottom_up(
)Der Algorithmus greift auf die Listen Ci und Rj von 
ons_
he
k zu.Sei cur ein Zeiger auf den untersten Eintrag von Cc.Sei row = n − m die letzte vergli
hene Zeile.Solange cur existiert:1. Sei lft ein Zeiger auf den Kandidaten in Rrow mit der kleinsten Spal-tenkomponente.2. Sind cur und lft konsistent, oder ist Rrow leer, dann fahre mit dernä
hsten Zeile fort: row := row − 1.3. Sind sie ni
ht konsistent, dann(a) �nde eine Position (i, j) an der die Muster ni
ht übereinstimmen(aus der Witness-Tabelle)(b) verglei
he die entspre
henden Zei
hen aus cur und lft mit demkorrespondierenden Zei
hen im Text um herauszu�nden, wel
hesdieser beiden Muster in jedem Fall ni
ht als Fundstelle in Fragekommt.i. Kommt lft ni
ht in Frage, dann entferne diesen Eintrag ausden entspre
henden Listen Ci und Rj.ii. Kommt cur ni
ht in Frage, dann entferne cur aus Cc, setze curauf den nä
hsthöheren Eintrag in Cc.4. Wenn row kleiner als die Zeilenkomponente von cur ist (also row�über� cur), dann setze cur auf den nä
hsthöheren Eintrag von Cc.Gibt es keinen höheren Eintrag, so existiert cur ni
ht und der Algo-rithmus bri
ht ab.

⊚
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hnitt 2.4.2
top_downbottom_up


ur lft i,j 
ur lft i,j
Abbildung 13: Verglei
he bei InkonsistenzAnmerkung:

• Die räumli
hen Begri�e sind immer als Bezug des Kandidaten auf seinePosition im Text zu interpretieren.
• In den Rj be�nden si
h dur
h diesen Algorithmus nur Kandidaten, wel
here
hts der aktuellen Spalte i liegen. lft liegt also au
h immer re
hts von

cur.
• Der Konsistenztest erfolgt na
h De�nition 2 auf Seite 24. Da si
h curimmer links von lft be�ndet vereinfa
ht si
h die Abfrage:

(cr, cc) ∼ (lr, lc) ⇔ TOP − WITNESS[lr − cr, lc − cc] = (m, m)mit (cr, cc) := cur und (lr, lc) := lft.
• Im Falle einer Inkonsistenz werden die folgenden Zei
hen vergli
hen (ver-glei
he Abbildung 13):

P [i + (lr − cr), j + (lc − cc)] für das Zei
hen aus dem Muster bei cur
P [i, j] für das Zei
hen aus dem Muster bei lft
T [i + lr, j + lc] für das Zei
hen im Textmit (i, j) := TOP − WITNESS[lr − cr, lc − cc]

• Wird ein Element aus Rrow gelös
ht, dann wird beim nä
hsten S
hleifen-dur
hgang das nä
hste Element aus row mit cur vergli
hen. Dies wirddadur
h errei
ht, dass in diesem Fall cur ni
ht weiter gesetzt wird.
• Ist lft konsistent zu cur, dann ist die ganze Zeile zu cur konsistent(Transitivität!).
• Ist eine Zeile aus dem konsistenten Berei
h mit cur konsistent, dann istsie au
h mit jedem Element aus Cc oberhalb von cur konsistent (Transi-tivität!). Aus diesem Grund muss jede Zeile nur einmal als konsistent zueinem Cc oberhalb dieser Zeile identi�ziert werden. Deshalb wird selbstbei Lös
hung von cur row ni
ht zurü
kgesetzt. 35
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h
• Vorsi
ht Falle: Je na
h Implementierung kann es notwendig sein dasnä
hste cur zu bestimmen bevor man das aktuelle cur wegen Inkon-sistenz lös
ht!Der Algorithmus top_down funktioniert im Prinzip genauso und sei nur derVollständigkeit halber und ohne Kommentare hier angegeben:Algorithmus H: top_down(
)Der Algorithmus greift auf die Listen Ci und Rj von 
ons_
he
k zu.Sei cur ein Zeiger auf den obersten Eintrag von Cc.Sei row = 0 die letzte vergli
hene Zeile.Solange cur existiert:1. Sei lft ein Zeiger auf den Kandidaten von Rrow mit der kleinstenSpaltenkomponente.2. Sind cur und lft konsistent, oder ist Rrow leer, dann fahre mit dernä
hsten Zeile fort: row := row + 1.3. Sind sie ni
ht konsistent, dann(a) �nde eine Position (i, j) an dem die Mustern ni
ht übereinstimmen(aus der Witness-Tabelle)(b) verglei
he die entspre
henden Zei
hen aus cur und lft mit demkorrespondierenden Zei
hen im Text um herauszu�nden, wel
hesdieser beiden Muster in jedem Fall ni
ht als Fundstelle in Fragekommt.i. Kommt lft ni
ht in Frage, dann entferne diesen Eintrag ausden entspre
henden Listen Ci und Rj.ii. Kommt cur ni
ht in Frage, dann entferne cur aus Cc, setze curauf den nä
hsttieferen Eintrag in Cc.4. Wenn row gröÿer als die Zeilenkomponente von cur ist, dann setze

cur auf den nä
hsttieferen Eintrag von Cc.Gibt es keinen tieferen Eintrag so existiert cur ni
ht und der Algo-rithmus bri
ht ab.
⊚Anmerkung:Es gelten äquivalente Überlegungen wie zu bottom_up. Da si
h jedo
h lft im-mer oberhalb von cur be�ndet, muss für den Konsistenzverglei
h

BOTTOM − WITNESS[cr − lr][lc − cc] =: (i, j) betra
htet werden.36



Zweidimensionaler Konsistenz-Algorithmus Abs
hnitt 2.4.2Im Falle einer Inkonsistenz sind dann folgende Zei
hen zu verglei
hen (Abbil-dung 13 auf Seite 35):
P [i − (cr − lr), j + (lc − cc)] für das Zei
hen aus dem Muster bei cur
P [i, j] für das Zei
hen aus dem Muster bei lft
T [i + lr, j + lc] für das Zei
hen im Text
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Abbildung 14: Der Fall 
=6Beispiel 2:Für die Su
he im Beispiel 11 auf Seite 28 ergeben si
h zu Beginn des Algorith-mus die folgenden Listen:
C0 → (0, 0) C1 → (1, 1) C2 → (2, 2)
C3 → (0, 3) → (9, 3) C4 → (0, 4) C5 → (0, 5)
C6 → (0, 6) → (12, 6) C7 → (1, 7) C8 → (2, 8)
C9 → (3, 9) C10 → (0, 10) → (7, 10) C11 → (0, 11)
C12 → (0, 12) C13 → (1, 13) C14 → (2, 14)
R2 → (2, 14)Alle anderen Listen sind leer. 37
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hAngenommen die ersten Dur
hläufe des Algorithmus sind bereits erfolgt, alsnä
hstes soll Spalte 6 bearbeitet werden. Es liegt die Situation aus Abbil-dung 14 auf der vorherigen Seite vor, in den Listen sind die folgenden Werteenthalten:
C0 → (0, 0) C1 → (1, 1) C2 → (2, 2)
C3 → (0, 3) → (9, 3) C4 → (0, 4) C5 → (0, 5)
C6 → (0, 6) → (12, 6) C9 → (3, 9) C10 → (7, 10)
R3 → (3, 9) R7 → (7, 10)1. Phase: bottom_up
cur → (12, 6)
row := n − m = 20 − 6 = 14
R14 ist leer, setze row herab → R13 leer → · · · → R11.Nun steht row = 11 oberhalb von cur (Zeile 12). cur wird also auf den nä
hst-höheren Eintrag von C6 in der aktuellen Spalte gesetzt:
cur → (0, 6)
R11 leer → · · · → R7.
R7 ist ni
ht leer, der am weitesten links liegende (und einzige) Eintrag von R7ist (7, 10), setze lft := (7, 10).Prüfe auf Konsistenz: (0, 6)

?∼ (7, 10)Die Kandidaten sind trivialer Weise konsistent, fahre mit der nä
hsten rowfort: row = 6.
R6 leer → · · · → R3.
lft := (3, 9)Prüfe auf Konsistenz: (0, 6)

?∼ (3, 9)Die Kandidaten sind konsistent, fahre mit der nä
hsten row fort: row = 5.Alle weiteren Rrow sind leer, bei row := −1 bri
ht der Algorithmus ab, da hier
row wieder über cur liegt. Nun müsste der nä
hste cur aus C6 gewählt werden,es gibt jedo
h keinen weiteren Eintrag in C6.2. Phase: top_down
cur → (0, 6)
row := 0
R0 leer → R1.Damit ist row unterhalb von cur, setze cur auf den nä
hsttieferen Eintrag von
C6:
cur → (12, 6)
R1 leer → · · · → R3.
R3 ist ni
ht leer, der am weitesten links liegende (und einzige) Eintrag von R3ist (3, 9), setze lft := (3, 9).Prüfe auf Konsistenz: (12, 6)

?∼ (3, 9)Die Kandidaten sind konsistent, fahre mit der nä
hsten row fort: row = 4.
R7 leer → . . . → R7.38
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hnitt 2.4.2
lft := (7, 10)Prüfe auf Konsistenz: (12, 6)

?∼ (7, 10)Die Kandidaten sind konsistent, fahre mit der nä
hsten row fort: row = 8.Alle weiteren Rrow sind leer, bei row := 13 bri
ht der Algorithmus ab, da hier
row unterhalb von cur liegt. cur müsste nun auf den nä
hsten Eintrag von C6gesetzt werden, dieser existiert jedo
h ni
ht.3. Phase: EinsortierungDa beide Kandidaten in C6 konsistent waren und ni
ht gelös
ht wurden, wer-den sie nun in die Rj einsortiert. Die Listen Ci bleiben unverändert, die Rjergeben si
h nun zu:
R0 → (0, 6)
R3 → (3, 9)
R7 → (7, 10)
R12 → (12, 6)Fahre nun mit dem nä
hsten i fort:
i := 51. Phase: bottom_up
cur → (0, 5)
row := 14
R14 leer → · · · → R12.
lft := (12, 6)Prüfe auf Konsistenz: (0, 5)

?∼ (12, 6)Die Kandidaten sind konsistent, fahre mit der nä
hsten row fort: row = 11.
R11 leer → · · · → R7.
lft := (7, 10)Prüfe auf Konsistenz: (0, 5)

?∼ (7, 10)Die Kandidaten sind konsistent, fahre mit der nä
hsten row fort: row = 6.
R6 leer → · · · → R3.
lft := (3, 9)Prüfe auf Konsistenz: (0, 5)

?∼ (3, 9)Die Kandidaten sind ni
ht konsistent!Überprüfe mit Hilfe der Witness-Tabelle ob cur oder lft ni
ht mit dem Textübereinstimmen, cur stellt si
h als ni
ht übereinstimmend heraus, lft passt andem in der Witness-Tabelle gegebenem Zei
hen zum Text.
cur wird aus C5 entfernt.Nun wird cur auf den nä
hsthöheren Eintrag in C5 gesetzt, da es keinen gibtwird der Algorithmus beendet.
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Kapitel 2 Algorithmus von Amir, Benson und Fara
hIn diesem Fall war der Kandidat bei cur ungültig. Da dieser no
h ni
ht ineinem vorangegangenen S
hritt in die Rrow-Listen übertragen wurde, muss erau
h nur aus der Liste Ccur gelös
ht werden. Wäre der Kandidat bei lft un-gültig gewesen, so hätte dieser aus den Ccur- und Rrow-Listen gelös
ht werdenmüssen. Im nä
hsten Dur
hlauf des Algorithmus wäre dann der nä
hste Kan-didat innerhalb von Rrow mit Ccur vergli
hen worden.Ein Beispiel für sol
h einen Fall ist der Verglei
h von (0, 12) mit (2, 14) beiVerarbeitung von Spalte 12.2. Phase: top_downDa C5 dur
h die letzte Phase nun keinen Kandidaten mehr enthält gibt es keingültiges cur und der Algorithmus bri
ht sofort ab.3. Phase: EinsortierungDa keine neuen Kandidaten gefunden wurden (C5 ist nun leer!) �ndet keineEinsortierung von neuen Elementen in Ri statt. Es ist aber zu bea
hten, dassmittlerweile (0, 5) aus C5 gelös
ht wurde, diese Liste ist nun also leer.Die nä
hsten S
hritte sollen ni
ht näher gezeigt werden, na
h Ablauf des ge-samten Algorithmus verbleiben die folgenden paarweise konsistenten Kandida-ten in den beiden Listen:
(0, 6), (2, 2), (3, 9), (7, 10), (9, 3), (12, 6) yTheorem 6:Der Algorithmus ist korrekt und benötigt eine Zeit von O(n2).Beweis:Wie in Algorithmus 
ol_
ons_
he
k werden nur Kandidaten gelös
ht, wel-
he na
h einem Abglei
h mit dem Text ni
ht als Fundstelle in Frage kom-men. Es werden also explizit nie Fundstellen gelös
ht.Um zu zeigen, dass na
h Ablauf des Algorithmus nur paarweise konsistenteKandidaten in Rj (und somit au
h in Ci) verbleiben, seien zunä
hst (r1, c1)und (r2, c2) zwei willkürli
h gewählte Kandidaten aus Rj mit oBdA c1 < c2.1. Fall: r1 ≤ r2Beweis per vollständiger Induktion:Es gilt die Invariante P (c1).Annahme: Na
h Bearbeitung der Spalte c1 + 1 gilt P (c1 + 1).Die Kandidaten innerhalb der Spalte c1 + 1 sind aufgrund von Theorem 5auf Seite 31 paarweise konsistent. Sei (r2, c

′) der Kandidat mit der kleinstenSpaltenkomponente aus Rr2
na
h Bearbeitung von Spalte c1, der Art, dass

c′ > c1.40



Zweidimensionaler Konsistenz-Algorithmus Abs
hnitt 2.5.0Na
h Lemma 1 auf Seite 25 genügt es zu zeigen, dass (r1, c1) ∼ (r2, c
′), da

(r2, c
′) ∼ (r2, c2).Sei (r′, c1) der letzte Kandidat, mit dem (r2, c

′) innerhalb von bottom_up(c1)vergli
hen wurde.Behauptung: r′ ≥ r1 und (r′, c1) ∼ (r2, c
′).Beweis:Angenommen (r′, c1) 6∼ (r2, c

′). Dann wird entweder (r′, c1) oder (r2, c
′) vonder Liste der Kandidaten gelös
ht.Wird (r2, c

′) entfernt, so muss nun der Kandidat mit der nä
hsthöherenSpaltenkomponente in Rr2
mit (r′, c1) vergli
hen werden. Dies widerspri
htder Annahme, dass kein Element aus c1 mit einem Kandidaten aus Rr2

ver-gli
hen wurde, der eine gröÿere Spaltenkomponente als (r2, c
′) hat.Wird (r′, c1) eliminiert, dann muss nun (r2, c

′) mit dem Kandidaten aus c1mit der nä
hstniedrigeren Zeilenkomponente (also dem nä
hsthöheren Kan-didaten) vergli
hen werden. Dies widerspri
ht jedo
h der Annahme, dass
(r′, c1) der letzte Kandidat in c1 war, mit dem (r2, c

′) vergli
hen wurde.Um zu zeigen, dass r′ ≥ r1 gilt, genügt die folgende Überlegung:Wäre r1 > r′, dann wäre niemals (r2, c
′) mit (r′, c1) vergli
hen worden ohnevorher (r1, c1) auf Konsistenz mit (r2, c
′) zu testen. Da jedo
h keiner dieserKandidaten gestri
hen wurde, müssten sie konsistent gewesen sein.Dann wären jedo
h (r2, c

′) und (r′, c1) nie vergli
hen worden. �Damit ist gezeigt, dass (r1, c1) ∼ (r′, c1), (r′, c1) ∼ (r2, c
′), (r2, c

′) ∼ (r2, c2)gilt und auÿerdem r1 ≤ r′ ≤ r2 und c1 ≤ c′ ≤ c2 gelten muss. Mit Hilfe vonLemma 1 auf Seite 25 ist damit der Beweis für diesen Fall erbra
ht.2. Fall: r1 > r2Der Beweis erfolgt analog mit der Prozedur top_down anstelle von bottom_upund Lemma 2 auf Seite 25 anstelle von Lemma 1 auf Seite 25.Die Komplexitätsuntersu
hung erfolgt mit ähnli
hen Argumenten wie imBeweis zu Theorem 5 auf Seite 31.In bottom_up und bottom_down führt jeder Verglei
h zur Entfernung ei-nes Kandidaten oder zu einer Vers
hiebung des cur-Zeigers. Da die obereS
hranke für die Anzahl von Kandidaten bei n2 liegt (genauer: (n − m)2),kann es au
h hö
hstens n2 Lös
hungen pro Prozedur geben. Eine Vers
hie-bung von cur kann hö
hstens O(n) mal pro Prozedur erfolgen (Anzahl mög-li
her Kandidaten pro Spalte), jede Prozedur wird O(n) mal aufgerufen(mögli
he Anzahl von Spalten). Insgesamt ergibt si
h also die behaupteteLaufzeit zu O(n2). �41



Kapitel 2 Algorithmus von Amir, Benson und Fara
h2.5 Veri�zierung der FundstellenNun be�nden si
h in den Listen Rj (und genauso in Ci) nur no
h Textstel-len, wel
he paarweise konsistent sind. Die letzte Aufgabe des Algorithmus istes nun auf e�ziente Weise diejenigen Kandidaten zu ermitteln, wel
he au
hwirkli
h mit dem Text übereinstimmen.Die Konsistenzeigens
haft führt zu folgender Erkenntnis:Wird ein Zei
hen im Text von zwei Kandidaten überde
kt, so genügt es dieseStelle mit einem der Kandidaten zu verglei
hen. Das Ergebnis gilt dann analogfür beide Kandidaten, da sie an der betro�enen Stelle über dem Text überein-stimmen.Zur Übersi
htli
hkeit wird zuerst nur der eigentli
he Algorithmus vorgestellt.Im Ans
hluss werden zur genaueren Bes
hreibung zwei Prozeduren präsentiert,wel
he eine e�ziente Implementierung gewährleisten.Algorithmus I: verify1. Markiere jedes Zei
hen T [r, c] im Text mit einemKoordinatenpaar < i, j >, wel
hes angibt, mit wel
hem Zei
hen im Su
h-muster P [i, j] es vergli
hen werden muss.2. Verglei
he jedes Textelement an der markierten Position mit dem gesu
h-ten Muster und markiere es bei Übereinstimmung mit �wahr�, ansonstenmit �fals
h�.3. Markiere jeden Kandidaten, wel
her innerhalb seiner Überlappung mitdem Text ein �fals
h� enthält mit einer �Defekt�-Marke.4. Entferne jeden Kandidaten mit einer �Defekt�-Marke an seinem Ursprungaus der Liste der Kandidaten.Nun enthält die Kandidatenliste alle Fundstellen des Musters im Text.
⊚Anmerkung:1. Textstellen, wel
he von keinem Kandidaten überlappt werden, erhaltenin S
hritt 1 keinerlei Markierung2. Die Markierung in S
hritt 1 ist ni
ht eindeutig, da ein Zei
hen im Text zuvers
hiedenen Kandidaten (sogenannte �relevante Kandidaten�) gehörenkann. Dur
h die Konsistenz der Kandidaten untereinander ist es jedo
hirrelevant auf wel
hen si
h die Markierung bezieht, da es keinen Ein�ussauf das zu verglei
hende Zei
hen in S
hritt 2 hat.42



Veri�zierung der Fundstellen Abs
hnitt 2.5.03. Zur Markierung in S
hritt 1 wird die Prozedur abf_wave_mark benutzt.4. S
hritt 1 und S
hritt 2 können zusammengefasst werden, indem s
honbei Markierung eines Textelements der Verglei
h aus S
hritt 2 erfolgt.5. Die Markierung im 3. S
hritt erfolgt mit der Prozedur abf_wave_dis
.6. Ein Kandidat gilt in S
hritt 4 nur dann als zum Entfernen markiert,wenn sein Basiselement mit einer entspre
henden Marke versehen ist.7. Der 3. und 4. S
hritt kann wiederum zusammengefasst werden, indems
hon in abf_wave_dis
 die entspre
henden Kandidaten entfernt wer-den.Zur Markierung der Zei
hen im Text mit den entspre
henden Koordinaten ei-nes Zei
hens im Su
hmuster wird ein Prinzip benutzt, wel
hes die Autoren�The Wave� nennen[5℄. Der Name kommt daher, dass dieses Prinzip seinenUrsprung im Sport hat, wenn die Zus
hauer die �Welle� bilden, in dem dieZus
hauerreihe, wel
he links neben einer stehenden Reihe sitzt, si
h hinstelltund die stehende Reihe si
h daraufhin wieder setzt. Diese Welle setzt si
h danndur
h das ganze Stadion fort.Im folgenden Algorithmus wird nun das Muster spaltenweise (zeilenweise) vonlinks na
h re
hts und oben na
h unten dur
hlaufen. Der Wert eines jedenZei
hens hängt direkt vom Zei
hen ab, wel
hes eine Spalte (Zeile) vorher inderselben Zeile (Spalte) bearbeitet wurde.Hierdur
h werden die Markierungen über den Text verbreitet (Abbildung 15).Dabei wird dafür gesorgt, dass die Ausbreitung der �Welle� auÿerhalb der Kan-didaten, oder bei Übers
hreitung der Grenze zu einem neuen Kandidaten, ver-hindert wird.
?

-0,0 0,0 1,0 1,02,0 2,0 0,11,11,22,10,2 0,11,12,10,21,22,2SpaltenWelle ZeilenWelleInitialisierung
0,0 0,0 0,01,02,0 0,01,02,0Abbildung 15: wave_mark
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Kapitel 2 Algorithmus von Amir, Benson und Fara
hAlgorithmus J: wave_mark1. Initialisierung: Markiere für jeden Kandidaten dessen Ursprung im Textmit < 0, 0 >.2. SpaltenWelle:Für alle Spalten c:Für alle Zeilen r := 0...n − 1:Besitzt T [r, c] no
h keine Marke und ist T [r − 1, c] de�niertund hat die Marke < i, j > und gilt i < m − 1,dann markiere T [r, c] mit < i + 1, j >.3. ZeilenWelle:Für alle Zeilen r:Für alle Spalten c := 0...n − 1:Besitzt T [r, c] no
h keine Marke und ist T [r, c − 1] de�niertund hat die Marke < i, j > und gilt j < m − 1,dann markiere T [r, c] mit < i, j + 1 >.
⊚Anmerkung:Die Funktionsweise ist mit Hilfe von Abbildung 15 auf der vorherigen Seiteeinsi
htig. Im ersten S
hritt werden alle Marken vertikal na
h unten verteilt.Im zweiten S
hritt �ndet dann die horizontale Verteilung na
h re
hts statt.Dabei wird ausgehend vom Ursprung des Kandidaten an der entspre
hendenStelle im Text jeweils die relative Position der Zei
hen zum Text erhöht, bisdas �Ende� des Kandidaten errei
ht ist, also bis j >= m bzw. i >= m.Um Spei
her zu sparen kann der Algorithmus au
h dahingehend geändert wer-den, dass man nur jeweils eine Spalte im Spei
her behält und den Text spal-tenweise von links na
h re
hts und innerhalb der Spalte von oben na
h untendur
hläuft. Unterhalb der aktuellen Position enthält die Spalte dabei die Ein-träge der vorhergehenden Spalte. Ist die aktuelle Position in den Ci enthalten,so wird sie mit (0, 0) markiert, ansonsten wird eine gültige Markierung ober-halb oder links von der Position gesu
ht und deren Markierung entspre
hendder Welle erweitert. Sollte dabei sowohl die Position oberhalb als au
h die Po-sition links der aktuellen Position gültig sein, so wählt man diejenige mit denkleineren Markierungen. Ist auf diese Weise ein Index für die aktuelle Positiongefunden, so kann der Verglei
h und somit die Markierung mit �wahr� oder�fals
h� erfolgen.
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Veri�zierung der Fundstellen Abs
hnitt 2.5.0Die Markierung der zu entfernenden Kandidaten ges
hieht mit einer zweitenWelle, dieses Mal von unten na
h oben und re
hts na
h links (Abbildung 16).Damit si
h keine Fehlerstelle in einem gültigen Kandidaten ausbreitet, wird einZähler mitgeführt. Dieser stellt si
her, dass si
h jeder Fehler nur um m Stellen,also maximal über die Breite einer Fundstelle hinweg, ausbreitet. Damit kanner nur dann den Ursprung eines Kandidaten errei
hen, wenn er innerhalb derGrenzen dieses Kandidaten lag und nur in diesem Fall wird der Kandidat fürungültig erklärt.Die Reihenfolge der Spalten in der Spaltenwelle, bzw. der Zeilen in der Zeilen-welle ist für die Funktion des Algorithmus dabei irrelevant.
6

�

SpaltenWelle ZeilenWelleInitialisierung
T T TTTTTT T T TTT TF FFd0,0d d0,0 0,0 dd dd1,02,0 1,02,00,0d0,0d 0,0d dddddddd ddd0,0d0,0d1,0d2,0d 2,0dd1,0d0,02,12,12,2 1,11,11,2 0,10,10,2 0,10,2Abbildung 16: wave_dis
Algorithmus K: wave_dis
1. Initialisierung: Markiere jede Stelle mit einer �Fehler�-Markierung mit

d < 0, 0 > als Defekt.2. SpaltenWelle:Für alle Spalten c:Für alle Zeilen r := n − 1...0:Besitzt T [r, c] no
h keine Marke und ist T [r + 1, c] de�niertund hat die Marke d < i, j > und gilt i < m − 1,dann markiere T [r, c] mit d < i + 1, j >.3. ZeilenWelle:Für alle Zeilen r:Für alle Spalten c := n − 1...0:Besitzt T [r, c] no
h keine Marke und ist T [r, c + 1] de�niertund hat die Marke d < i, j > und gilt j < m − 1,dann markiere T [r, c] mit d < i, j + 1 >.
⊚45



Kapitel 2 Algorithmus von Amir, Benson und Fara
hAnmerkung:1. Die Initialisierung ges
hieht zwe
kmäÿiger Weise direkt bei der Markie-rung der Fehlerstellen in der Prozedur verify, bzw. unter Berü
ksi
h-tung von Anmerkung 4 zu diesem Algorithmus in wave_mark.2. Die Reihenfolge der Spalten in der Spaltenwelle, bzw. der Zeilen in derZeilenwelle ist für die Funktion des Algorithmus dabei wieder irrelevant.Theorem 7:Der Algorithmus verify ist korrekt und benötigt eine Zeit von O(n2).Beweis:Der Ri
htigkeit des grundsätzli
hen Algorithmus ist klar. Der einzige anzu-zweifelnde Aspekt ist, ob die �Welle� in den beiden Unterprozeduren jeweilsdie ri
htigen Kandidaten markiert.Sei (r, c) ein Kandidat, wel
her die Textposition T [r+ i, c+j] enthält. Dannkann j als Spaltenabstand und i als Zeilenabstand zwis
hen dem Ursprungvon (r, c) im Text und T [r + i, c + j] angesehen werden.Kandidaten mit einem minimalen Zeilenabstand (Spaltenabstand) werdenals zeilennahe (spaltennahe) Kandidaten bezei
hnet. Ist ein Kandidat zu-glei
h spaltennah und zeilennah zu T [r, c] und sind diese Abstände im Be-trag kleiner als m (der Kandidat enthält T [r, c]), dann handelt es si
h umeinen nahen Kandidaten.Als Distanz zwis
hen T [r, c] und einem Kandidaten wird das zugehörigeWertepaar aus Zeilenabstand und Spaltenabstand bezei
hnet.Behauptung: Das Zei
hen im Su
hmuster, mit wel
hem T [r, c] im Textvon wave_mark markiert wird, ist < i, j >, wobei (r − i, c − j) der naheKandidat von T [r, c] ist.Beweis: Per Induktion über den Spaltenabstand des nahen Kandidaten.Für einen Spaltenabstand von 0 (der Kandidatenursprung des nahen Kan-didaten liegt in derselben Spalte wie das zu markierende Zei
hen im Text
T [r, c]) si
hert die Spaltenwelle, dass < i, j > die Distanz zwis
hen T [r, c]und seinem nahen Kandidaten darstellt.Angenommen, dass für jedes Zei
hen im Text mit einem Spaltenabstand von
d zu seinem nahen Kandidaten, das Paar < i, j > die Distanz zu seinemnahen Kandidaten angibt, so ist lei
ht einzusehen, dass die Zeilenwelle diekorrekte Markierung aller Zei
hen im Text mit einem Spaltenabstand von
d + 1 zum nahen Kandidaten si
herstellt. �Der Beweis der Ri
htigkeit von wave_dis
 verläuft analog.46



Veri�zierung der Fundstellen Abs
hnitt 2.5.0Laufzeitverhalten:Die Prozeduren wave_mark und wave_dis
 benötigen eine Zeit von je O(n2).Sie werden in verify jeweils nur einmal aufgerufen. Da au
h jeder weitereS
hritt in verify lei
ht in einer Zeit O(n2) zu implementieren ist, folgt diesals Gesamtlaufzeit. �
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Kapitel 2 Algorithmus von Amir, Benson und Fara
h2.6 RésuméSowohl die Su
he na
h konsistenten Kandidaten, als au
h die endgültige Veri�-zierung der gefundenen Positionen benötigt eine Zeit von O(n2) und ist damitinsbesondere wie gewüns
ht unabhängig vom verwendeten Alphabet und au-ÿerdem linear über die Anzahl der Zei
hen im Text N := n ∗ n.Dur
h die Konstruktion der Witness-Tabellen in einer Zeit von O(m2logσ)kann jedo
h leider keine wie von den Autoren verspro
hene alphabetunabhän-gige Gesamtlaufzeit von O(n2) erzielt werden.Mit anderen (komplizierteren) Verfahren zur Witness-Bestimmung kann dieserMakel ausgeräumt werden.Ein Verfahren haben die Autoren selbst unter dem bezei
hnenden Titel �TheTruth, the Whole Truth, and Nothing but the Truth�[6℄ verö�entli
ht. Sie be-nutzen hierbei die Funktion
P ′[i, j] =

{

1 , wenn P [i, j] = P [0, 0]
0 , wenn P [i, j] 6= P [0, 0]um aus dem gesu
hten Muster P ein Muster P ′ zu erzeugen, wel
hes übereinem binären Alphabet de�niert ist. Dur
h log 2 = 1 ist es mögli
h für P ′ ineiner Zeit von O(m2) eine Witness-Tabelle zu erzeugen.Je na
h Art der Periode von P ′ kann nun dessen Witness-Tabelle auf dieWitness-Tabelle von P überführt werden.Diese Überführung benötigt im s
hlimmsten Fall eine Laufzeit von O(m2) un-abhängig vom gewählten Alphabet. Die benutzten Algorithmen sind jedo
hleider sehr komplex und werden zum Teil von den Autoren nur im Ansatzoder als Idee wiedergegeben. Sie können somit als theoretis
her Beweis für dieExistenz eines alphabetunabhängigen Algorithmus angesehen werden, in derPraxis �nden diese Ideen jedo
h vermutli
h keine direkte Verwendung.Eine weitere Methode wird von Cro
hemore und Rytter vorges
hlagen[12℄.Sie benutzen einen veränderten Algorithmus von Galil und Park[15℄. Hier wirdmit einer ni
ht radiant-periodis
hen Untermatrix von P begonnen und dieserekursiv an ihren Rändern erweitert. Bei dieser Erweiterung kann dann je na
hArt der momentan für die Untermatrix vorliegenden Periodizität die Witness-Tabelle generiert werden. Insgesamt ist auf diese Weise ein au
h praktis
hanwendbarer Algorithmus mögli
h, wel
her eine Zeit von O(m2) zum Aufbauder Witness-Tabelle von P benötigt.In den abs
hlieÿenden Untersu
hungen wird si
h jedo
h zeigen, dass die Vor-verarbeitungsphase au
h mit einfa
hen Algorithmen nur einen sehr kleinen Teilder Gesamtlaufzeit ausma
ht und der Algorithmus selbst ohne Vorverarbeitungnur in seltenen Fällen eine akzeptable Laufzeit liefert.48



Idee von Cro
hemore, G�asieni
, Plandowski und Rytter Abs
hnitt 3.1.03 Idee von Cro
hemore, G�asieni
, Plandowskiund RytterCro
hemore, G�asieni
, Plandowski und Rytter beziehen si
h auf die von Amir,Benson und Fara
h ges
ha�enen Grundlagen, haben in ihrer Arbeit [10℄ abereinen vollkommen anderen Ansatz gewählt. Sie zeigen die Idee für einen Algo-rithmus auf, wel
her aufgrund seiner Komplexität eher theoretis
her Natur istund präsentieren dementspre
hend au
h nur einen unvollständigen algorithmi-s
hen Unterbau.Da die Ideen und Ansätze jedo
h von vielen anderen Autoren aufgegri�enwurden und als Grundlage weiterer Algorithmen dienen, sollen sie hier nä-her bes
hrieben werden. Ein aus diesen Ideen entstandener Algorithmus vonKärkkäinen und Ukkonen [18℄ wird im na
hfolgenden Kapitel vorgestellt.3.1 Vorüberlegungen und Begri�eWie s
hon im vorangegangenen Kapitel werden als Perioden sol
he Vers
hie-bungsvektoren bezei
hnet, die zwei identis
he Muster bei Vers
hiebung umdiesen Vektor in den überlappenden Berei
hen in De
kung bringen.De�nition 1:Sei α = (α1, α2) ein zweidimensionaler Vektor. Dann ist die Gröÿe von αde�niert dur
h |α| := max(|α1|, |α2|).Sei N := n′×n′′ ein re
hte
kiger Berei
h. Ist |α1| ≤ c∗|n′| und |α2| ≤ c∗|n′′|,dann ist α ein kurzer Vektor bezügli
h N .Jede Komponente eines Vektors ist also betragsmäÿig hö
hstens c mal so groÿwie die korrespondierende Seite des Re
hte
ks. Im Folgenden wird c weiterhinals Konstante mit einem Wert von 1
8
benutzt.De�nition 2:Besitzt ein Muster eine kurze Periode, so ist das Muster periodis
h.Die Autoren wollen unnötige Verglei
he vermeiden um die Laufzeiten des Al-gorithmus zu minimieren. Hierzu verglei
hen sie zuerst nur einige bestimmtePunkte des Su
hmusters mit den entspre
henden Punkten im Text. Erst wenndiese Probe (engl. Sample) erfolgrei
h war wird das ganze Su
hmuster vergli-
hen.Je mehr Punkte die Probe enthält, umso gröÿer ist die Chan
e aufgrund desersten Verglei
hs eine mögli
he Fundstelle auszus
hlieÿen. Glei
hzeitig steigtdadur
h jedo
h au
h die Anzahl der benötigten Verglei
he.Das Problem ist also eine Probe zu �nden, wel
he mögli
hst 
harakteristis
hfür das gesu
hte Muster ist und zeitglei
h mögli
hst wenig Punkte enthält. 49
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hemore, G�asieni
, Plandowski und Rytter
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Abbildung 17: Su
hmuster und ProbeDe�nition 3:Eine Probe S zu einem Su
hmuster P ist eine Menge von Positionen mitzugehörigen Zei
hen aus P .Die Position einer Probe (�◦� in Abbildung 17) innerhalb eines Texts ist diePosition der linken oberen E
ke des zur Probe gehörenden Su
hmusters imText.De�nition 4:Stimmen alle Elemente einer Probe S an der Position x mit dem Textüberein, so stimmt das Su
hmuster P partiell mit dem Text T überein.S
hreibweise: PartiellerFund(x, S).Nun kommt eine weitere Idee der Autoren zum Tragen. Stimmt an einer Po-sition x die Probe S mit dem Text T überein, so läÿt si
h ein re
hte
kigerBerei
h F im Text bestimmen, in dem si
h (gegebenenfalls mit Ausnahme von
x) keine Position einer Fundstelle be�ndet. Dieser Berei
h wird als Field ofFire von S (kurz: FoF (S)) bezei
hnet. Dabei muss x ni
ht notwendigerweisein F liegen. Die relative Position von x bezügli
h F wird als Handle von Sbezei
hnet.De�nition 5:Mit bedecktV on(T,F , x) werden mit Ausnahme von x diejenigen Positionenim Text T bezei
hnet, wel
he von F überde
kt werden.Zusammengefasst gilt also:Gilt PartiellerFund(x, S), so gibt es keine Fundstelle desMusters P an den Positionen bedecktV on(T,F , x) im Text.Das Problem besteht an dieser Stelle darin ein entspre
hendes FoF zu jederProbe S zu �nden. Hat man dieses Problem gelöst, so ist es mögli
h mit relativwenigen Verglei
hen (|S| viele) eine (zumeist groÿe) Anzahl von Kandidaten50



Vorüberlegungen und Begri�e Abs
hnitt 3.1.0(|F| viele) auszus
hlieÿen. Da das FoF nur von S abhängt, kann dieser Aus-s
hluss in konstanter Zeit erfolgen.
�
�
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@
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Abbildung 18: Kleine Probe und RahmenprobeDie Probe kann eine beliebige Untermenge des Su
hmusters sein, im Folgen-den werden jedo
h nur zwei Arten von Proben betra
htet (siehe au
h Abbil-dung 18):De�nition 6:Eine kleine Probe besteht aus zwei Positionen des Su
hmusters mit dendazugehörigen Symbolen. Das zugehörige FoF F ist ein re
hte
kiger Berei
hder Gröÿe c∗m′×c∗m′′. Das Handle von S muss si
h dabei ni
ht zwangsläu�ginnerhalb von F be�nden.De�nition 7:Ein Rahmen S von P besteht aus Positionen eines e × e groÿen quadrati-s
hen Berei
hs des Su
hmusters P und den dazugehörigen Symbolen, mitAusnahme eines im Zentrum von S be�ndli
hen Berei
hs (dem Lo
h) derGröÿe (i− 1)× (i− 1). Er wird bes
hrieben dur
h ein Wertepaar (e, i) undmit θ(e, i) bezei
hnet.Die Di
ke des Rahmens ist de�niert als φ(θ) := e − i + 1.Eine Rahmenprobe S von P ist ein Rahmen von P mit einem FoF F .
F ist ein quadratis
her Berei
h der Gröÿe c ∗ φ(θ) × c ∗ φ(θ). Das Handlevon S liegt im Zentrum von F .Es ist o�ensi
htli
h, dass die E�zienz eines entspre
henden Algorithmus mitwa
hsender Anzahl von Zei
hen in der Probe sinkt und mit wa
hsender Gröÿedes FoF steigt. So gesehen könnte man meinen, die kleine Probe wäre in denmeisten Fällen von Vorteil. Dur
h die Position des Handles kann jedo
h oft einRahmensample bessere Ergebnisse liefern. 51



Kapitel 3 Idee von Cro
hemore, G�asieni
, Plandowski und Rytter3.2 Su
he na
h ni
htperiodis
hen MusternG�asieni
, Plandowski und Rytter haben für den eindimensionalen Fall einensehr einfa
hen Algorithmus implementiert [14℄.Sei p ein eindimensionales, ni
htperiodis
hes Su
hmuster, pre[p] das Prä�x von
p mit Länge 2

3
|p| und suf [p] das Su�x von p mit Länge 2

3
|p|. Dann sind ent-weder pre[p], suf [p] oder beide ni
htperiodis
h.Sei next[p] :=

{

pre[p] , falls pre[p] ni
htperiodis
h
suf [p] , sonstund zoomseq[p] = (p, next[p], next[next[p]], ...). Dann ist zoomseq eine so ge-nannte Zoom-Sequenz, eine Folge von ähnli
hen regelmäÿigen Objekten mitabnehmender Gröÿe. Jedes Element lässt si
h dabei aus seinem Vorgänger inkonstanter Zeit und mit konstantem Spei
herverbrau
h bere
hnen. Da jedesElement entweder Prä�x oder Su�x seines Vorgängers ist, genügt ein Bit zurSpei
herung eines jeden Elementes von zoomseq, insgesamt ist der Spei
her-aufwand dieser Liste somit logarithmis
h zur Listenlänge.Während der Su
he verglei
ht man nun zuerst das letzte und damit kleinsteElement der Liste mit dem Text. Bei Übereinstimmung verglei
ht man mit demnä
hst gröÿeren Element und fährt bis zur Au�ndung von p fort. Dur
h diesukzessive Verwendung von Prä�xen und Su�xen kann man bei Ni
htüber-einstimmung das Su
hmuster um die Länge des zuletzt übereinstimmendenElements über dem Text vers
hieben.
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Abbildung 19: innen, aussen und zentrum52



Su
he na
h ni
htperiodis
hen Mustern Abs
hnitt 3.2.0Um dieses Verfahren auf zweidimensionale Muster zu übertragen muss zuersteine Datenstruktur gefunden werden, wel
he für P den Prä�xen und Su�xenvon p im eindimensionalen Fall entspri
ht. Hierfür lassen si
h Rahmen von Pverwenden. Prä�xe und Su�xe sind hierbei der innere und der äuÿere Berei
hdes Rahmens, das ganze P entspri
ht einem Rahmen mit leerem Lo
h, alsomit i = 1 (siehe Abbildung 19 auf der vorherigen Seite).De�nition 8:Sei θ := θ(e, i) ein Rahmen mit der Di
ke t := φ(θ) = e − i + 1. Dann seiendie folgenden Unterrahmen de�niert:
innen(θ) := θ(e − 2c ∗ t, i)
zentrum(θ) := θ( e+i

2
+ c ∗ t, e+i

2
− c ∗ t)

aussen(θ) := θ(e, i + 2c ∗ t)Beispiel 1:Sei θ(e, i) = θ(30, 7). Dann ist die Di
ke t = φ(θ) = e− i+1 = 30−7+1 = 24.Die Probe ist also ein e × e = 30 × 30 Einheiten groÿes Quadrat, in dem ein
i − 1 × i − 1 = 6 × 6 groÿer Innenteil fehlt.
innen(θ) = θ(e − 2ct, i) = θ(30 − 21

8
24, 7) = θ(24, 7). Dies ist ein 24 × 24Einheiten groÿes Quadrat, in dem ein 6 × 6 groÿer Innenteil fehlt.

zentrum(θ) = θ( e+i
2

+ ct, e+i
2

− ct) = θ(21.5, 15.5). Dies ist ein 21, 5 × 21, 5Einheiten groÿes Quadrat, in dem ein 14, 5 × 14, 5 groÿer Innenteil fehlt.
aussen(θ) = θ(e, i + 2ct) = θ(30, 13). Dies ist ein 30 × 30 Einheiten groÿesQuadrat, in dem ein 12 × 12 groÿer Innenteil fehlt.Es ist deutli
h die Lage wie in Abbildung 19 auf der vorherigen Seite zu erken-nen. innen und aussen überlappen si
h in einem grossen Berei
h, in wel
hemmit Abstand zu den Grenzen von aussen und innen der zentrum-Rahmenliegt. yEs fehlt die De�nition der Periodizität für sol
he Rahmen, sie ist der bekann-ten De�nition für Matrizen jedo
h sehr ähnli
h.De�nition 9:Zwei Punkte x, y innerhalb eines Rahmens θ sind gradlinig verbunden in θ,wenn die Verbindungsgerade von x und y ganz in θ liegt.In P sind also alle Punkte paarweise gradlinig verbunden, da P einem Rahmenmit i = 1 (also ohne �Lo
h�) entspri
ht.
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Kapitel 3 Idee von Cro
hemore, G�asieni
, Plandowski und RytterDe�nition 10:Der Vektor α ist eine Periode des Rahmens θ, wenn für alle gradlinig in θverbundenen Punkten x ∈ P , x + α au
h P [x] = P [x + α] für jede Position
x aus dem zum Rahmen gehörendem Muster P gilt.Der Rahmen θ ist periodis
h, wenn er eine Periode mit einer Länge kleinerals c ∗ φ(θ) besitzt.Ist der Rahmen θ ni
htperiodis
h, dann ist er eine Rahmenprobe für P miteinen FoF F der Gröÿe cφ(θ) × cφ(θ) und einem Handle im Zentrum von F .Um den eindimensionalen Algorithmus zu übertragen muss nur no
h gezeigtwerden, dass für jedes ni
htperiodis
he P entweder innen(P ), aussen(P ) oderbeide wieder ni
htperiodis
h sind. Das folgende Lemma leistet dies:Lemma 1:(a) Sei innen(θ) periodis
h und x,y ∈ θ zwei in innen(θ) gradlinig verbun-dene Punkte. Sei auÿerdem x − y bezügli
h θ ein kurzer Vektor. Danngibt es zwei gradlinig verbundene Punkte x′, y′ ∈ zentrum(θ), so dass

P [x] = P [x′], P [y] = P [y′] und x − y = x′ − y′ gilt.(b) Ist θ ein ni
htperiodis
her Rahmen, dann ist mindestens einer der beidenRahmen innen(θ) und aussen(θ) ni
htperiodis
h.Beweis:Zu (a): Es sei π eine kurze Periode von θ′ := innen(θ). Sei auÿerdem L eineGerade dur
h x und y. Sei π ni
ht parallel zu L. Transponiert man nun xund y über ein Vielfa
hes von π mögli
hst nah an den äuÿeren Rand von
θ′, dann werden x, y auf die gesu
hten x′, y′ ges
hoben.Ist π parallel zu L, so verfährt man analog.Zu (b): Ist innen(θ) ni
htperiodis
h, dann ist die Aussage erfüllt. Wennni
ht, dann sei angenommen, dass aussen(θ) ebenfalls periodis
h ist.Folgli
h hat θ′ := innen(θ) einen kurzen Periodenvektor π und θ′′ :=
aussen(θ) besitzt einen kurzen Periodenvektor α. Da θ ni
htperiodis
h ist,existiert ein gradlinig verbundenes Paar von Positionen x, y in θ mit x−y =
α und P [x] 6= P [y]. Da x und y au
h in θ′′ liegen könnten, seien diese oBdAso gewählt, dass x und y in θ′′ ni
ht gradlinig verbunden sind. Da si
h θ′ θ′′in einem sehr groÿen Berei
h überlappen, impliziert dies, dass si
h x und
y in θ′ nah am inneren Rand von θ′′ be�nden. Mit (a) können x und y aufzwei Positionen x′ und y′ in zentrum(θ) transponiert werden, so dass gilt
P [x] = P [x′] und P [y] = P [y′]. Dur
h die Konstruktion der drei Unterrah-men gilt immer zentrum(θ) ⊆ θ′′. Da P [x′] = P [x] 6= P [y] = P [y′] bre
hen
x′ und y′ in θ′′ die Periodizität α, wenn sie gradlinig verbunden sind. In54



Su
he na
h ni
htperiodis
hen Mustern Abs
hnitt 3.2.0
zentrum(θ) sind diese Punkte jedo
h bezügli
h θ′′ immer gradlinig verbun-den, da hier alle Punkte weit genug vom Lo
h von θ′′ entfernt sind. Es giltalso x′, x′ + α ∈ θ′′ und x′ und x′ + α sind gradlinig in θ′′ verbunden, es giltjedo
h au
h P [x′] 6= P [x′ + α]. Dies widerspri
ht der Annahme, dass α einePeriode von θ′′ ist.Damit können innen(θ) und aussen(θ) ni
ht beide periodis
h sein. �Mit Hilfe von Lemma 1 auf der vorherigen Seite (b) kann nun wie im eindi-mensionalen Fall eine Funktion Zoomseq de�niert werden:De�nition 11:
Zoomseq(P ) = (θ1, θ2, ..., θk) mit θ1 = P und

θi+1 =

{

innen(θi) , falls innen(θi) ist ni
htperiodis
h
aussen(θi) , falls aussen(θi) ist ni
htperiodis
hfür 1 ≤ i < k.Die Di
ke der einzelnen Rahmen φ(θi) nimmt somit wie im eindimensionalenFall die Länge der Zei
henketten stetig ab.Das k ist so zu wählen, dass φ(θi+1) < φ(θi) für 1 ≤ i < k.Da P ni
ht periodis
h ist, existiert na
h Lemma 1 auf der vorherigen Seite (b)

Zoomseq(P ). Im Folgenden kann deshalb oBdA davon ausgegangen werden,dass diese Funktion s
hon bestimmt wurde.Auÿerdem führt diese Eigens
haft zu einer weiteren wi
htigen Beoba
htung: ineinem Auss
hnitt vom Text der Gröÿe c
2
m× c

2
m kann es hö
hstens eine Fund-stelle des Musters geben. Es ist also mögli
h den Text glei
hmäÿig in ni
htüberlappende Segmente dieser Gröÿe aufzuteilen und diese einzeln auf jeweilseine Fundstelle zu untersu
hen.Weiterhin sei bereits eine kleine Probe S für P bekannt.Dass man davon oBdA ausgehen kann, wird später gezeigt.Der nun folgende Algorithmus dur
hläuft ein Segment S von re
hts na
h linksund von unten na
h oben. Die erste untersu
hte Position be�ndet si
h alsounten re
hts in S, die letzte oben links. Im Folgenden wird mit A der �akti-ve� Berei
h des Segments bezei
hnet, der alle mögli
hen Fundstellen enthält,im �inaktiven� Berei
h be�nden si
h Positionen, wel
he bereits als Fundstellenausges
hlossen werden konnten. Zu Beginn des Algorithmus ist A = S, derinaktive Berei
h ist leer. Mit next(x,A) wird die in der erläuterten Reihenfol-ge nä
hste auf x folgende aktive Position bezei
hnet. Ist x bereits das �letzte�Element, oder ist A leer, so gilt next(x,A) = NULL.Für jede Position x wird zuerst überprüft ob ein partieller Fund von S vor-liegt. Ist dies der Fall, so wird das vom Dur
hmesser gröÿte Element θi von

Zoomseq(P ) bestimmt, wel
hes ebenfalls partiell an dieser Position gefunden55



Kapitel 3 Idee von Cro
hemore, G�asieni
, Plandowski und Rytterwird. Ist dies P selbst, so ist x eine gesu
hte Fundstelle, eine weitere kann esin diesem Segment ni
ht geben und der Algorithmus kann abgebro
hen wer-den. Ansonsten können entspre
hend dem FoF von θi einige Positionen aus Aausges
hlossen werden, zusätzli
h werden die Positionen vor x entfernt. Da andieser Position ebenfalls kein partieller Fund von S vorlag können dies au
hkeine Fundstellen von P sein.Um die ausges
hlossenen Berei
he e�zient spei
hern zu können, werden diefolgenden Notationen eingeführt:De�nition 12:Der Abstand dist zweier Punkte (x1, x2) und (y1, y2) ist de�niert als
dist((x1, x2), (y1, y2)) := max{|x1 − y1|, |x2 − y2|}.
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  �XAbbildung 20: Γ(x, 2)De�nition 13:In der Menge Γ(x, r) liegen alle Positionen z ∈ S oberhalb und re
hts derPosition x, für die gilt dist(x, z) > r ≥ 0 (siehe Abbildung 20).De�nition 14:Der Radius eines FoF der Gröÿe f × f ist max{
⌊

f

2

⌋

, 1}.Der folgende Algorithmus implementiert die Su
he na
h einer Fundstelle von Pinnerhalb eines Segments S von T , unter der Annahme, dass P ni
htperiodis
hist und Zoomseq(P ) bzw. die kleine Probe S zu P s
hon bestimmt wurde.
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Su
he na
h ni
htperiodis
hen Mustern Abs
hnitt 3.2.0Algorithmus A: SamplingZooming
A = SSei x die untere re
hte E
ke von S.Solange x ni
ht NULLGilt partiellerFund(x, S), dannSei j := min{i ≥ 1 : partiellerFund(x, θi)}Ist j = 1, dann ist x eine Fundstelle,der Algorithmus kann beendet werden.Sonst setze r := radius(FoF (θj)).

A := Γ(x, r)
x := next(x,A)

⊚Lemma 2:Der Algorithmus SamplingZooming �ndet eine Position von P im Text ineiner Zeit von O(N) mit einem Spei
heraufwand von O(1).Beweis:Da die Gröÿe von S konstant ist, hängen die Gesamtkosten für die Bestim-mungen von partiellerFund(S) linear von der Gröÿe des Segments S ab.Ins Gewi
ht fällt deshalb im Wesentli
hen die Bere
hnung von j. Diese kanndur
h die sukzessive Bestimmung von partiellerFund an der Position xmit den Rahmen θk, θk−1, . . . , θj realisiert werden. Die Zoom-Sequenz der
θi kann dabei dur
h eine logarithmis
he Anzahl von Bits bes
hrieben undsomit in einem einzelnen Integer-Wert gespei
hert werden. Hierdur
h kannein konstanter Spei
heraufwand zur Bestimmung von j erzielt werden.Die eigentli
he Bestimmung von partiellerFund ges
hieht jeweils mit ei-nem naiven Algorithmus, sie hängt damit zeitli
h proportional von der Grö-ÿe von θj ab. Die zeitli
hen Kosten betragen also O(φ(θj)m). φ(θj) ist wie-derum proportional zum Radius r des FoF von θj . Zusammenfassend kannalso j := min{i ≥ 1 : partiellerFund(x, θi)} mit einem konstanten Spei-
heraufwand und in einer Zeit O(r ∗ m) bestimmt werden.Im Verlauf des Algorithmus werden vers
hiedene x (x1, x2, . . . , p) und ent-spre
hend vers
hiedene Radien r (r1, r2, . . . , rp) betra
htet. Somit benötigtder Algorithmus insgesamt eine Zeit von ∑p

i=1 rim. Dabei liegt jedes xioberhalb und re
hts seines Vorgängers und es gilt dist(xi, xi+1) ≥ ri, dieSumme der ri ist also dur
h m bes
hränkt. Die ∑ kann deshalb dur
h m2abges
hätzt werden, die Laufzeit ist somit hinsi
htli
h der Gröÿe des ge-su
hten Musters linear.Es gibt O( n2

m2 ) Segmente S in T . Da jedes in einer Zeit von O(|S|) verar-beitet werden kann, ergibt si
h eine Gesamtlaufzeit für den gesamten Text,wel
he linear zu dessen Gröÿe ist. �57



Kapitel 3 Idee von Cro
hemore, G�asieni
, Plandowski und RytterDie für den Algorithmus getro�ene Annahme, dass Zoomseq(P ) bestimmtwurde ist aufgrund von Lemma 1 auf Seite 54 unproblematis
h, die Annahmeder Existenz einer kleinen Probe S jedo
h ni
ht. Der Algorithmus kann aberlei
ht erweitert werden um auf diese Annahme verzi
hten zu können.De�nition 15:Mit truncate(P ) wird die (1−c)m×m groÿe Untermatrix von P bezei
hnet,wel
he aus den unteren (1 − c) ∗ m Zeilen von P besteht.Mit �breiten Proben� werden ni
htperiodis
he Untermatrizen von P be-zei
hnet, wel
he dur
h die Entfernung der obersten Zeilen von P entstehen.Die Anzahl der zu entfernenden Zeilen ist ni
ht festgelegt. Die Bezei
hnung�breite Probe� folgt aus der Tatsa
he, dass die Probe mehr Spalten als Zeilenenthält.Ist truncate(P ) ni
htperiodis
h, so handelt es si
h hierbei folgli
h ebenfalls umeine breite Probe.Lemma 3:Ist P ni
htperiodis
h und truncate(P ) periodis
h, so besitzt P eine �kleineProbe� S.Mit Hilfe von truncate kann aus P eine Zoom-Sequenz Z von ni
htperiodi-s
hen Untermatrizen von P bestimmt werden:
Z = (P = P0, P1, . . . , Pk) mit Pi+1 = truncate(Pi) für 1 ≤ i < j und einem kder Art, dass Pk = truncate(Pj) periodis
h ist oder nur no
h aus einer Zeilebesteht.Der nun folgende Algorithmus unterteilt den Text in Segmente mit einer Gröÿevon c

2
m × c

2
m. Da die breiten Proben Pi so breit sind, dass sie ein FoF mitmindestens c
2
m Spalten besitzen, ist si
hergestellt, dass der aktive Berei
h imFalle eines partiellen Fundes genau aus einer gewissen Anzahl von vollständigenZeilen am Anfang des aktuellen Segments besteht. In diesem Fall können alsogenau h Zeilen bei der weiteren Su
he übersprungen werden, mit h :=Anzahlder Zeilen von Pi.Die einzelnen Kandidaten im jeweils aktiven Berei
h werden in derselben Rei-henfolge wie bei SamplingZooming dur
hlaufen. Der Algorithmus benutzt da-bei die folgenden Funktionen:

findNext(x, P′,S) su
ht ab (und inklusive) der Position x im aktiven Berei
hna
h der nä
hsten Untermatrix P ′ ∈ {P = P0, P1, . . . , Pk} innerhalb des Seg-ments S und gibt deren Position zurü
k. Wird P ′ ni
ht gefunden, so gibt sieNULL zurü
k. findNext wird mit Hilfe des Algorithmus SamplingZoomingbestimmt.58



Su
he na
h ni
htperiodis
hen Mustern Abs
hnitt 3.2.0
shiftUp(x, s,S) gibt den ersten Punkt derjenigen Zeile in S zurü
k, wel
he sZeilen über x liegt. Liegt diese Zeile auÿerhalb von S, so wird NULL zurü
k-gegeben.Algorithmus B: GenerelleNi
htperiodis
heSu
he

x :=erste Position in S (unten re
hts).solange x ni
ht NULL ist
x := findNext(x, Pk,S)
j := min{i ≥ 1 : partiellerFund(x, Pi)}Ist j = 1, dann ist x eine Fundstelle von P in T , derAlgorithmus kann abgebro
hen werden.
h :=Anzahl der Zeilen von Pj

x := shiftUp(x, ch
2
,S)

⊚Die in einem Dur
hlauf erbra
hte Arbeit des Algorithmus ist proportional zurAnzahl der dur
h shiftUp übersprungenen Zeilen. Daher ist der Zeitaufwandfür die Untersu
hung eines Segments proportional zu dessen Gröÿe. Zusammenmit der Untersu
hung von SamplingZooming ist damit gezeigt, dass ein ni
ht-periodis
hes Muster in einem Text mit linearem Zeitaufwand und konstantemSpei
her gefunden werden kann.
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Kapitel 3 Idee von Cro
hemore, G�asieni
, Plandowski und Rytter3.3 Su
he na
h periodis
hen MusternEin ni
htperiodis
hes Muster ist entweder geraden-, strahlen-, oder gitterperi-odis
h (siehe Seite 11). Je na
h der Art der Periodizität kann man die Su
heauf eine Su
he na
h ni
htperiodis
hen Mustern zurü
kführen. Exemplaris
hsoll an dieser Stelle der s
hwierigste Fall, die Behandlung von geradenperiodi-s
hen Mustern erläutert werden (siehe Abbildung 5 auf Seite 13). Sei P ein
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P1
P2Abbildung 21: Zusammengesetztes Muster Dgeradenperiodis
hes Su
hmuster und π die kürzeste Periode von P . Die Ri
h-tung von π sei α(π) = x

y
mit oBdA |α(π)| ≥ 1. Sei P1 der Berei
h von P ,wel
her aus dessen oberen 3|π| =: h Zeilen besteht, P2 der Berei
h von P ,wel
her aus den unteren h Zeilen von P besteht (Abbildung 21). Fasst man P1und P2 als ein Muster D zusammen, so ist D ni
htperiodis
h. Dies bedeutetau
h, dass jeder Ni
ht-Nullvektor v := (x, y) mit |x| < ch und |y| < cm, wel-
her keine Periode von P ist, au
h keine Periode von P1 und P2 sein kann.Man kann D au
h als Probe für P in S ansehen. Demna
h besitzt D ein FoF

F der Gröÿe ch× cm mit einem handle im Zentrum von F . Die Su
he na
h ei-nem sol
hen zusammengesetzten ni
htperiodis
hem Muster unters
heidet si
him wesentli
hen ni
ht von der bekannten herkömmli
hen Su
he na
h ni
htpe-riodis
hen Mustern.Man könnte si
h also für die geradenperiodis
he Su
he einen Algorithmus inder folgenden Art vorstellen:Als erstes wird der Text T glei
hmäÿig in Segmente mit einer Gröÿe von
c ∗ m

2
× c ∗ m

2
Zei
hen unterteilt. Jedes dieser Segmente teilt man dann wie-derum in Untersegmente mit einer Gröÿe von ch

2
× ch

2
auf. Da D ein FoF derGröÿe ch × cm besitzt, kann in jedem Untersegment nur no
h maximal eineFundstelle von D (und somit au
h maximal eine Fundstelle von P ) liegen.In der bekannten Reihenfolge von unten na
h oben und von re
hts na
h linkswird nun jedes Segment betra
htet und in jedem Untersegment na
h D ge-su
ht. Findet man D in einem Untersegment eines Segments an einer Position

x und ist diese Position glei
hzeitig eine Fundstelle von P im Segment, so prüftman na
h, ob die Verbindungsgerade zwis
hen dieser und der vorangegangenen60



Résumé Abs
hnitt 3.4.0Fundstelle in Ri
htung einer Periode von P verläuft. Ist dies ni
ht der Fall,so ist x keine gültige Fundstelle und die Su
he kann im nä
hsten Unterseg-ment fortgesetzt werden. Ansonsten versu
ht der Algorithmus einen mögli
hstdi
ken Auÿenrahmen an dieser Position zu bestimmen, er beginnt damit naivzu prüfen, ob bei x der Auÿenrahmen von P mit einer Di
ke h mit dem Textübereinstimmt. Wenn ni
ht kann mit der Su
he im nä
hsten Untersegmentfortgefahren werden.Stimmt der Aussenrahmen bei einer Di
ke von h mit dem Text überein, sokann seine maximale Di
ke r bestimmt werden, wobei Verglei
he vermiedenwerden können, wel
he zur letzten gefundenen Position von P im Text gehö-ren. Ist x keine Fundstelle von P , so können die nä
hsten t := max(0, r−h
π

)Untersegmente bei der Su
he na
h D übersprungen werden, ansonsten wird xals letzte Fundstelle gespei
hert.Dur
h diese grobe Überlegung eines mögli
hen Algorithmus wird klar, dassprinzipiell eine lineare Laufzeit mögli
h ist, da jedes Symbol nur einmal ver-gli
hen wird und die Zeit, wel
he zur Su
he von D extra benötigt wird, dur
hdie Sprünge um t Untersegmente wieder eingespart werden kann.3.4 RésuméDie Ideen des Algorithmus sind sehr innovativ und führen zu einem theoreti-s
hen Algorithmus mit einer linearen Laufzeit bei geringem Spei
heraufwand.In den Details ist er jedo
h no
h unvollständig und viele der guten Ansätzewürden bei einer Implementierung zu Laufzeit- und Spei
herverlusten aufgrundder Eins
hränkungen heute gängiger Programmierspra
hen führen.Am meisten fällt dabei die Bestimmung der kleinen Proben und der Rahmen-proben ins Gewi
ht.Zur Au�ndung der kleinen Proben ist kein Algorithmus bekannt, nur die Exis-tenz ist bewiesen. Um die Rahmenproben zu bestimmen fehlt eine e�zienteMethode zur Bestimmung der Perioden einer sol
hen Probe, da sonst keineZoom-Sequenz bere
hnet werden kann. Es ist denkbar hierzu die von Amir,Benson und Fara
h verwendeten Witness-Tabellen aus dem vorangegangenemAbs
hnitt in veränderter Form zu verwenden. Cro
hemore, G�asieni
, Plan-dowski und Rytter zeigen in Ihrer Arbeit einige Ansätze für eine mögli
heapproximative Lösung auf, wel
he jedo
h wiederum einige sehr komplexe Da-tenstrukturen und s
hwer implementierbare Algorithmen voraussetzen.Aus diesen Gründen wurde versu
ht die Ideen für einfa
here Algorithmen zuverwenden. Diese können zwar ni
ht mehr dieselben Laufzeiten mit demsel-ben geringen Spei
heraufwand garantieren, wurden dafür aber s
hon realisiertund sind praktis
h anwendbar. Einer dieser Algorithmen wird im FolgendenKapitel vorgestellt. 61





Algorithmus von Kärkkäinen und Ukkonen Abs
hnitt 4.0.04 Algorithmus von Kärkkäinen und UkkonenDieser Algorithmus entstand aus den Ideen des vorangegangenen Kapitels undverfolgt genauso einen pessimistis
hen Ansatz. Er geht davon aus, dass es nurwenig Fundstellen von P in T gibt und versu
ht dur
h kleine Proben aus demText eine mögli
hst groÿe Anzahl an Kandidaten auszus
hlieÿen. Dabei werdenjedo
h keine dynamis
hen Proben mit einem dynamis
hen FoF generiert undes wird vermieden, dass si
h mehrere Proben gegenseitig beein�ussen. Unterder Annahme, dass dabei nur einige wenige Kandidaten übrig bleiben, genügtes diese dur
h einen naiven Algorithmus zu veri�zieren.Hierdur
h wird der Algorithmus ni
ht nur wesentli
h einfa
her zu handhabenals der vorangegangene, er wird zudem au
h sehr lei
ht parallelisierbar.
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Abbildung 22: Muster, Text und ProbenZur genaueren Erklärung der grundsätzli
hen Idee seien ein Muster P und einText T wie in Abbildung 22 gegeben.Gesu
ht sind alle Kandidaten (I, J), so dass T [I + k − 1, J + h − 1] = P [k, h]für 0 ≤ k, h ≤ 2.O�ensi
htli
h muss das Muster im Text eine der Zeilen i:=2,5,8 und eine derSpalten j:=2,5,8 übers
hneiden (wie übli
h ab 0 gezählt). Alle Fundstellen müs-sen also so liegen, dass P einen der Kreuzungspunkte dieser Zeilen und Spaltenüberde
kt und an dieser Stelle mit dem Text identis
h ist.In einem ersten S
hritt genügt es also diese Punkte als Probe zu benutzen undmit dem Muster abzuglei
hen um eine erste Aussage über mögli
he Kandida-ten tre�en zu können.Da c 6∈ P kann es T [2, 2] = c ni
ht übers
hneiden. Dies s
hlieÿt glei
hzeitigalle Kandidaten im Berei
h T [0 : 4, 0 : 4] aus. Dies ist damit eine sehr guteProbe. Über T [2, 5] = a kann P ohne Kon�ikte bei T [0, 4] (Position I) und
T [2, 3] (Position II) liegen, alle anderen Kandidaten im Berei
h T [0 : 4, 3 : 7]kommen ni
ht als Fundstellen in Betra
ht. 63



Kapitel 4 Algorithmus von Kärkkäinen und UkkonenIn einer späteren Phase des Algorithmus würde si
h dur
h einen naiven Ver-glei
h T [0, 4] als Fundstelle herausstellen, T [2, 3] jedo
h ni
ht.Das einzige Problem ist T [5, 2] = b. Diese Position lässt insgesamt 7 Kandi-daten als mögli
h Fundstelle zu und kann nur 2 eliminieren. Somit wäre dieseine sehr s
hle
hte Probe. Nimmt man aber no
h T [5, 1] = c hinzu, so könntenalle Kandidaten, wel
he diese beiden Positionen übers
hneiden, ausges
hlos-sen werden, da c in P ni
ht vorkommt. Hier wird deutli
h, dass es gut ist,eine mögli
hst groÿe Probe zu verwenden, da damit viele Kandidaten ausge-s
hlossen werden können, glei
hzeitig erhöht dies jedo
h au
h die Anzahl derVerglei
he die bei der Su
he benötigt werden.Man muss somit die Probe so groÿ wählen, dass bei einer mögli
hst groÿenAnzahl von Kandidaten, wel
he ausges
hlossen werden können, die Anzahl derinsgesamt benötigten Verglei
he minimiert wird.Der Algorithmus wird nun glei
hmäÿig Testpunkte über den Text in der Artverteilen, dass jeder Kandidat mindestens q Positionen im Text übers
hnei-det. Diese Positionen dienen als Proben und können beliebig angeordnet sein,die Anordnung ist jedo
h für alle Proben identis
h. Die genaue Verteilung derProben hängt nur von der Geometrie von P und T ab, die Anordnung derPositionen innerhalb der Proben ist im Wesentli
hen beliebig.Im Folgenden wird nun der generelle Algorithmus vorgestellt. Im Ans
hlussdaran wird er mit zwei vers
hiedenen Arten von Proben spezialisiert.4.1 Der generelle AlgorithmusDie �Testpunkte� (Proben) bestehen aus q vers
hiedenen Positionen mit einerbeliebigen, aber über den Algorithmus festen relativen Lage zueinander. Dabeiist es wesentli
h, dass die Positionen in eine eindeutige Reihenfolge gebra
htwerden.De�nition 1:Eine Vorlage (engl. Template) Q := ((0, 0), (i1, j1), (i2, j2), . . .) ist eine ge-ordnete Folge von q unabhängigen und unters
hiedli
hen Koordinatenpaa-ren. Der erste Eintrag ist immer (0, 0) und wird als Ursprung (engl. Sour
e)von Q bezei
hnet, die weiteren Positionen werden als relative Koordinatezum Ursprung angegeben.Die Vorlage gibt somit nur die äuÿere Form aller Proben an. Platziert mansie an eine bestimmte Koordinate (i, j) des Textes oder des Su
hmusters, soerhält man eine Probe.
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Der generelle Algorithmus Abs
hnitt 4.1.0De�nition 2:Eine Probe (engl. Sample) Q(i, j) des Arrays A von der Form Q besteht ausden Positionen ((i, j), (i + i1, j + j1), (i + i2, j + j2), . . .) relativ zu A.Liegen diese Positionen alle innerhalb von A, so enthält A die Probe Q(i, j).Um eine Probe aus dem Text mit einer Probe aus dem Su
hmuster verglei
henzu können, nutzt man aus, dass Q hinsi
htli
h seiner Einträge eine Ordnungaufweist. Legt man Q auf einen Array und hängt die Zei
hen unterhalb von Qin der Reihenfolge der Einträge von Q hintereinander, so erhält man eine (ein-dimensionale) Zei
henfolge, wel
he si
h ohne groÿen programmierte
hnis
henAufwand verglei
hen lässt.De�nition 3:Sei A ein Array, wel
hes aus den Einträgen (aij) besteht. Mit s(A, Q(i, j)) :=
aijai+i1j+j1ai+i2j+j2 · · · wird die Probenkette (engl. test string) de�niert, wel-
he zu einer Vorlage Q gehört, die über der Position (i, j) von A positioniertist.Die Idee des Algorithmus war eine gewisse Anzahl von Proben über dem Textzu verteilen und diese Proben mit einer gewissen Anzahl von Proben im Su
h-muster zu verglei
hen. Für eine Su
he fasst man alle diese Proben zu einemTests
hema zusammen.De�nition 4:Ein Tests
hema (engl. test s
heme) Q für eine Vorlage Q, ein Muster P undeinem Text T ist ein Mengenpaar (QP ,QT ) mit

QP ⊂ {Q(i, j)| P enthält Q(i, j)}und
QT ⊂ {Q(i, j)| T enthält Q(i, j)}

QP enthält also eine gewisse Anzahl von Proben aus dem Su
hmuster und QTeine gewisse Anzahl von Proben aus dem Text.Legt man nun P an eine Position (i, j) im Text T , so kann man eine Probe aus
P und eine Probe aus T in der Art entnehmen, dass die Proben �übereinanderliegen�, dass also für die Ursprünge der Proben (iP , jP ) und (iT , jT ) gilt:

iP = iT − i, bzw. jP = jT − j.Verglei
ht man nun die dazugehörenden Probenketten, so kann man ents
hei-den, ob hier keine Fundstelle vorliegt oder diese Position näher untersu
htwerden muss.
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Kapitel 4 Algorithmus von Kärkkäinen und UkkonenDe�nition 5:Sei R ein Berei
h der Gröÿe m × m in T an der Stelle (i, j) an der eineFundstelle von P liegen könnte.Ein Zeuge für R ist ein Probenpaar (Q(iP , jP ), Q(iT , jT )) ∈ Q×QT in derArt, dass Q(iP , jP ) in P an derselben Position liegt wie Q(iT , jT ) in R, also
iP = iT − i, bzw. jP = jT − j.Gilt s(P, Q(iP , jP )) = s(T, Q(iT , jT )),so ist (Q(iP , jP ), Q(iT , jT )) ein positiver Zeuge, ansonsten handelt es si
hum einen negativen Zeugen.

-
Q: P: T:a a
bb b a
a 
 bbba a
b a
 bbb
 ba 
a a 
baa0 12 R b bAbbildung 23: Probe, Muster und TextBeispiel 1:Sei Q = ((0, 0), (1, 1), (0, 1)) und P und T wie in Abbildung 23 gegeben.Sei QP = (Q(0, 1), Q(1, 1)) und QT = (Q(1, 1), Q(2, 1), Q(3, 3)).Sei R ein Kandidat von P an der Stelle (1, 0) im Text. Q(0, 1) ∈ QP ist eineProbe im Muster, Q(1, 1) ∈ QT eine Probe im Text.Es gilt s(P, Q(0, 1)) = bac = s(T, Q(1, 1)).

(Q(0, 1), Q(1, 1)) ist also ein positiver Zeuge für R.Betra
htet man stattdessen Q(1, 1) ∈ QP und Q(2, 1) ∈ QT ,so gilt s(P, Q(1, 1)) = caa 6= cba = s(T, Q(2, 1)), (Q(1, 1), Q(2, 1)).
(Q(1, 1), Q(2, 1)) ist also ein negativer Zeuge für R. yDie Idee des Algorithmus ist es nun alle Kandidaten mit negativen Zeugenni
ht weiter zu betra
hten und nur Kandidaten mit positiven Zeugen näherzu untersu
hen. Da es von diesen bei einer guten Wahl des Tests
hemas sehrviel weniger geben sollte genügt ein naiver Algorithmus um das Muster mitdem Text zu verglei
hen ohne die Gesamtlaufzeit des Algorithmus wesentli
hzu vers
hle
htern.In letzter Konsequenz bedeutet dies, dass es no
h ni
ht einmal mehr nötig ist,das Su
hmuster an jeder mögli
hen Position im Text zu platzieren. Es genügtzu jeder Probenkette im Text die passenden Probenketten im Muster zu su-
hen um alle potentiellen (und damit näher zu untersu
henden) Fundstellenzu erhalten.66



Der generelle Algorithmus Abs
hnitt 4.1.0Damit der Algorithmus funktioniert muss es o�ensi
htli
h für jeden Kandida-ten mindestens einen Zeugen geben. Um unnötige Verglei
he zu vermeiden solldes Weiteren gefordert werden, dass es nur genau einen Zeugen gibt. Bei derWahl des Tests
hemas ist hierauf zu a
hten.Der Algorithmus besteht aus den folgenden 4 S
hritten:Algorithmus A: generis
h1. (Wahl von q, Q und Q)Auswahl einer passenden Probengröÿe q, einer Vorlage Q und eines Test-s
hemas Q = (QP ,QT ) für das gegebene Su
huster P und dem Text Tüber einem Alphabet Σ mit |Σ| =: c.Hierbei ist darauf zu a
hten, dass das Tests
hema genau einen Zeugenfür jede mögli
he Position des Musters im Text enthält.2. (Vorverarbeitung von P )Für jede Probe Q(i, j) ∈ QP wird die zugehörige Probenkette sP :=
s(P, Q(iP , jP )) bestimmt und in einer Datenstruktur gespei
hert, wel-
he es erlaubt anhand von sP mögli
hst s
hnell Q(iP , jP ) bestimmen zukönnen.3. (Test)Für jede Probe Q(iT , jT ) ∈ QT im Text wird die zugehörige Probenkette
sT := s(T, Q(iT , jT )) ermittelt. Mit Hilfe der in S
hritt 2 erzeugten Da-tenstruktur werden anhand von sT eine Liste aller Proben QP (iP , jP ) ∈
QP bestimmt, für die gilt s(P, Q(iP , jP )) = s(T, Q(iT , jT )). Hierdur
h er-hält man eine Liste von positiven Zeugen (Q(iP , jP ), Q(iT , jT )) mit dendazugehörenden Kandidaten an den Positionen (iR, jR) = (iT − iP , jT −
jP ) im Text. Diese müssen im nä
hsten S
hritt genau überprüft werden.4. (Überprüfung)Für die im vorhergehenden S
hritt bestimmten Positionen muss das Su
h-muster P = (pij) mit dem Text T = (Tij) vergli
hen werden. Gilt
tiR+I,jR+J = pI,J für alle 0 ≤ I, J < m, so ist das Muster bei (iR, jR)im Text enthalten.

⊚Der variable Punkt ist die Wahl eines geeigneten Tests
hemas, also im beson-deren die Wahl einer Probengröÿe und Vorlagenform. Erst hierdur
h entstehtein konkreter Algorithmus mit einer für den zugrunde liegenden Text und daszugrundeliegende Muster guten oder s
hle
hten Laufzeit. 67



Kapitel 4 Algorithmus von Kärkkäinen und UkkonenEs wird davon ausgegangen, dass na
h vers
hiedenen Mustern in einem Textgesu
ht wird. Ist dies ni
ht der Fall und wird stattdessen ein Muster in vielenTexten gesu
ht, so kann es sinnvoll sein ni
ht das Muster, sondern den Textvorzuverarbeiten.Im Folgenden sollen nun zwei mögli
he Tests
hemata vorgestellt werden wel
heden generellen Algorithmus konkretisieren.
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Quadratis
he Vorlagen Abs
hnitt 4.2.04.2 Quadratis
he VorlagenDie Zeugen bestehen aus den Verknüpfungen der Proben im Muster mit denProben im Text, es gibt also |QP | ∗ |QT | Zeugen. Da diese Zahl na
h Voraus-setzung der Anzahl der mögli
hen Fundstellen im Text entspre
hen muss, kannman o�ensi
htli
h die Anzahl der Proben im Text minimieren, wenn man dieAnzahl der Proben im Muster maximiert. Dur
h die Minimierung der Probenim Text wird die Anzahl der zu bestimmenden Probenketten im Text unddamit au
h die Anzahl der zu su
henden passenden Probenketten im Musterminimiert. Die Maximierung der Proben im Muster ist unter der Annahme,dass das Muster na
h einer Vorverarbeitung mehrfa
h benutzt wird und mit
m ≪ n, akzeptabel. In der nun folgenden Konkretisierung des generis
hen Al-gorithmus wird diese Idee mit Hilfe von �quadratis
hen Vorlagen� umgesetzt.012 0 10 21 0 10 21 3 0 10 2413 2 0 10 312 4 25 0 10 1 224 536q=6 q=7q=5q=4q=3Abbildung 24: Quadratis
he VorlagenDe�nition 6:Eine Vorlage Q = ((0, 0), (i1, j1), . . . , (iq−1, jq−1)) der Gröÿe qheiÿt quadratis
he Vorlage, wenn gilt:

0 ≤ ik, jk ≤ ⌈√q⌉ − 1 für 1 ≤ k ≤ q − 1.In einer quadratis
hen Vorlage werden die Koordinaten also in einem mögli
hstkleinen quadratis
hen Berei
h angeordnet. Die genaue Anordnung innerhalbdieses Berei
hs ist bis auf den Ursprung beliebig.Zur Vereinfa
hung der Implementierung ist es jedo
h oft sinnvoll eine Anord-nung wie in Abbildung 24 im Fall q = 7 zu wählen. Die einzelnen Testpunktewerden dabei von links na
h re
hts und oben na
h unten in dieser Reihenfolgeangeordnet. Alle freien Positionen be�nden si
h bezügli
her dieser Anordnungam Ende der Vorlage.Die Gröÿe q der Vorlage wird während der abs
hlieÿenden Laufzeitanalysedes Algorithmus ermittelt.Es wird si
h dort ein Wert von q := max{1, ⌈logcm
2⌉} (c := |Σ|) als optimalerweisen. Damit werden die Proben sehr klein. Geht man z.B. von |Σ| = 26Zei
hen aus, so ist die Probe bei einem gesu
hten Muster von 5000 × 5000Zei
hen immer no
h nur 5 Zei
hen groÿ. 69



Kapitel 4 Algorithmus von Kärkkäinen und UkkonenDie quadratis
hen Vorlagen werden an alle Positionen in P in der Art verteilt,dass P jede dieser Vorlagen ganz enthält:
QP = {Q(i, j) | 0 ≤ i, j ≤ m − ⌈√q⌉}Um nur einen Zeugen pro Kandidaten zu erhalten wird die Vorlage im Textähnli
h wie in Abbildung 22 auf Seite 63 genau an den S
hnittpunkten der

(m−⌈√q⌉+1)ten Zeilen und Spalten platziert. Für die Proben im Text ergibtsi
h somit:
QT =

{

Q
(

i(m − ⌈√q⌉ + 1) − 1, j(m − ⌈√q⌉ + 1) − 1
)

|1 ≤ i, j ≤
⌊

n−⌈√q⌉+1

m−⌈√q⌉+1

⌋}

-
Q: P: T:a a
bb b a
a 
 bbba a
b a
 bbb b
 ba 
a a 
baab0 12 R

Abbildung 25: Die Lage der ProbenBeispiel 2:Seien Q, P , T und R wie in Abbildung 23 auf Seite 66 gegeben, die Ursprüngeder Proben in P und T sind mit � gekennzei
hnet. Dann ist Q eine quadrati-s
he Vorlage (Aus Gründen der Ans
hauli
hkeit wurde q = 3 gewählt, optimalwäre q = ⌈logcm
2⌉ = ⌈log33

2⌉ = 2).Als Probenmengen ergeben si
h (siehe Abbildung 25)
QP = {Q(0, 0), Q(0, 1), Q(1, 0), Q(1, 1)}
QT = {Q(1, 1), Q(1, 3), Q(3, 1), Q(3, 3)}Der (positive) Zeuge für R in Q = (QP ,QT ) ist (Q(0, 1), Q(1, 1)) mit der Pro-benkette bac. yUm während der Testphase e�ektiv zu einer gegebenen Probenkette w eineListe von Koordinaten zu den passenden Proben in P zu bestimmen, benötigtman eine Funktion A(w)mitA(w) := {(i, j) | w = s(P, Q(i, j)), Q(i, j) ∈ QP}.Diese Funktion benutzt intern eine Datenstruktur D, die während der Vorver-arbeitung von P gefüllt wird. A(w) wird im Folgenden au
h als Adressenlistevon w bezei
hnet.Da mit der Maximierung der Proben in P au
h die Anzahl der Einträge in

D maximiert wird, kann dur
h die Wahl von D die Laufzeit des Algorithmuswesentli
h beein�usst werden.
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Quadratis
he Vorlagen Abs
hnitt 4.2.0Zwei mögli
he Implementationen von D sind o�ensi
htli
h:Eine erste Mögli
hkeit ist die Spei
herung der Probenketten w in einem Triemit A(w) als Wert an den entspre
henden Blättern (siehe Beispiel 3). Es gibt in
P maximal m2 Proben, bei einer Länge von q Zei
hen pro Probenkette ergibtsi
h damit eine Gesamtlänge von ≤ m2q Zei
hen. Je na
h Implementierungdes Tries über direkte Indizes oder über ausbalan
ierte Su
hbäume kann derTrie somit in einer Zeit von O(m2qc) oder O(m2qlog(c)) aufgebaut werden.Anfragen an A können auf diese Weise in einer Zeit von O(q) oder O(qlogc)beantwortet werden.
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 a ab
ba
{(0,1),(1,0)} {(0,0)} {(1,1)}Abbildung 26: Implementierung als TrieBeispiel 3:Als Adresslisten ergeben si
h
A(bcb) = {(0, 0)}
A(bac) = {(0, 1), (1, 0)}
A(caa) = {(1, 1)}
A(w) = {∅} für alle anderen w.Dies führt zum Trie aus Abbildung 26. yEine zweite Mögli
hkeit ist jede Probenkette w als Zahl in einem Zahlensystemzur Basis c := |Σ| zu interpretieren. Wandelt man diese dann in ein Dezimal-system um, so kann man die w als Indizes für ein Array der Gröÿe cq benutzen.In das Array wird jeweils die zu w gehörenden Adressliste eingetragen (sieheBeispiel 4 auf der nä
hsten Seite).Dur
h die optimierte Wahl von q ist dabei cq in den meisten Fällen ausrei
hendklein um die dur
h leere Arrayeinträge erzeugten Spei
herverluste ignorierenzu können. Die Initialisierung des Arrays ist in einer Zeit von O(cq) mögli
h.Die gesamte Vorverarbeitung des Su
hmusters ist mit einem trivialen Algorith-mus und dur
h eine Basisumwandlung in konstanter Zeit insgesamt in einerZeit von O(m2q) implementierbar. Anfragen können in einer Zeit von O(q)beantwortet werden. 71



Kapitel 4 Algorithmus von Kärkkäinen und UkkonenBeispiel 4:Sei c := |Σ| = 26 und m so gewählt, dass si
h q = 3 ergibt. Zur Spei
herungder Probenketten genügt somit ein Array A mit cq = 263 = 17576 Einträgen..Sei Σ := {a, b, c, ..., z} und seien die Zei
hen als a = 0, b = 1, c = 2, ... 
odiert.Seinen Q, P und T wie in Abbildung 23 auf Seite 66 gegeben.Es gilt s(P, Q(0, 1)) = s(P, Q(1, 0)) = bac. Die Umwandlung von bac26 ins De-zimalsystem erfolgt na
h den übli
hen Methoden zur Basisumwandlung:
bac26 = (b ∗ 262 + a ∗ 261 + c ∗ 260)d = 1 ∗ 676 + 0 ∗ 26 + 2 ∗ 1 = 678.Es wird also A[678] := {(0, 1), (1, 0)} gesetzt. yAnmerkung:

• Man könnte au
h auf die Idee kommen die Zei
hen einzeln binär zu 
o-dieren, zusammenzusetzen und dana
h ins Dezimalsystem zu wandeln.Dies ist si
herli
h mögli
h, führt jedo
h zu Spei
herverlusten:Um 26 Zei
hen zu kodieren sind mindestens 5 Bits notwendig (24 = 16Zei
hen < 26 Zei
hen < 25 = 32 Zei
hen). Im Beispiel mit 3 Zei
henbenötigt man also 3 ∗ 5 = 15 Bits. Man brau
ht also einen Array mit
215 = 32768 Einträgen. Dies ist beinahe das doppelte der bei der direk-ten Umwandlung benötigten 17576 Einträge.

• Mit ein wenig Aufwand und der Spei
herung von Teilergebnissen istes mögli
h die Vorverarbeitung sogar in einer Zeit von O(m2) anstatt
O(m2q) dur
hzuführen. Dies setzt jedo
h voraus, dass die Positioneninnerhalb der Probe von links na
h re
hts und von oben na
h unten an-geordnet sind.Die einzelnen Zeilen der Probe können als ⌈√q⌉ Zahlen zur Basis c an-gesehen werden. Die ganze Probe kann man als c⌈

√
q⌉-wertige Anzahl von

⌈√q⌉ Zahlen (die Zeilen) interpretieren.Jede Zeile einer Probe ist eine Teilzei
henkette einer Zeile aus P . Miteinem einfa
hen Dur
hlauf dur
h eine Zeile des Su
hmusters kann manalso die entspre
henden Anteile der Probenzeilen an der jeweiligen Pro-benkette in O(m) Zeiteinheiten bestimmen. Ans
hliessend ist es mögli
hdur
h einen Dur
hlauf dur
h die Spalten von P diese Anteile spaltenwei-se zusammenzufassen. Die Details sollen hier ni
ht betra
htet werden, dabei genauerer Betra
htung - ni
ht zuletzt dur
h die �leeren� Positionenin den Proben - die Idee auf einen sehr komplexen Algorithmus führt. Inpraktis
hen Tests der Autoren wurde jedo
h trotz des erhebli
h gestei-gerten Aufwands eine etwas kürzere Laufzeit gemessen.
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Laufzeitverhalten Abs
hnitt 4.2.14.2.1 LaufzeitverhaltenEs soll nun ein Wert für q in der Art bestimmt werden, dass die Test- undÜberprüfungsphase in ihrem Zeitbedarf minimiert wird. Dabei wird angenom-men, dass der Text T zufällig im Sinne einer Bernoulli-Verteilung ist, d.h.jedes Zei
hen kann an jeder Position unabhängig von anderen Zei
hen miteiner Wahrs
heinli
hkeit von 1
|Σ| vorkommen. Als Erstes soll hierzu die Zeitbetra
htet werden, wel
he man benötigt um einen Kandidaten R zu bearbei-ten.Sei Q(iT , jT ) ∈ QT die Probe im Text innerhalb der Überde
kung von R. DieTestphase für R besteht aus der Bere
hnung von w := s(T, Q(iT , jT )) und derBestimmung von A(w), also dem Su
hen von w in allen Probenketten von P .Diese Su
he ist proportional zur Anzahl der zur Bestimmung von w benötigtenZei
hen, also O(q) (eine optimale Datenstruktur zur Spei
herung der Proben-ketten von P vorausgesetzt). Q(iT , jT ) ist ni
ht nur in R, sondern in insgesamt

(m − ⌈√q⌉ + 1)2 Kandidaten enthalten, in einem S
hritt werden also mehre-re Kandidaten behandelt. Dies senkt die Laufzeit pro Kandidat, sie ist somitproportional zu q

(m−⌈√q⌉+1)2
.Wurde in der Testphase ein positiver Zeuge gefunden, so wird die Überprü-fungsphase eingeleitet. Hier wird mit einem naiven Algorithmus jedes Zei
henaus R mit jedem Zei
hen aus P vergli
hen. Kommt es dabei zu einer Ni
htüber-einstimmung, so wird die Phase beendet, ansonsten ist R eine Fundstelle von

P in T . Aufgrund der angenommen zufälligen Verteilung der Zei
hen im Textwird die Überprüfungsphase mit einer Wahrs
heinli
hkeit von 1
cq benötigt. Diesto
hastis
h erwartete Anzahl von Verglei
hen innerhalb dieser Phase liegt bei

α := c
(c−1)

. Insgesamt kann also von weniger als α
cq = 1

(c−1)cq−1 Verglei
hen indieser letzten Phase ausgegangen werden.Die Anzahl der Verglei
he soll nun dur
h ein geeignet gewähltes q minimiertwerden. Fasst man die Verglei
he während der Tests und während der Über-prüfung zusammen, so ergeben si
h
q

(m−⌈√q⌉+1)2
+ α

cq (⋆)Verglei
he. Dur
h Rü
kgri� auf die Methoden der Di�erentialre
hnung erhältman na
h Ableitung und elementarer Umformung mit Verzi
ht auf Rundungenund damit mit Verzi
ht auf ein ganzzahliges q

q = logcm
2 − logc

m2(m+1)
(m−√

q+1)3
+ logc

c·ln(c)
c−1

.Dies führt auf die folgende Abs
hätzung für ein optimales q:
logcm

2 − 1 < q < logcm
2 + 1

2mit m ≥ 2 und c ≥ 2.Eine gute Wahl für ein ganzzahliges q ist somit q = ⌈logcm
2⌉, für den Fall

m = 1 sei q = 1. 73



Kapitel 4 Algorithmus von Kärkkäinen und UkkonenSetzt man dieses q in die Ausgangsglei
hung (⋆) ein und berü
ksi
htig, dass esmaximal n2 Kandidaten gibt, so ist es mögli
h eine Obers
hranke für die An-zahl der in der Test- und Überprüfungsphase betra
hteten Zei
hen anzugeben:
n2

(

⌈logcm2⌉
(m−

l√
⌈logcm2⌉

m

+1)2
+ α

m2

)

≤ n2 4⌈logcm2⌉+α

m2 = O
(

n2logcm2

m2

)

= O
(

|T |logc|P |
|P |

)(Hierbei wurde ausgenutzt, dass mit c ≥ 2 und m ≥ 2 gilt:
m −

⌈

√

⌈logcm2⌉
⌉

+ 1 ≥ m
2
)Theorem 1:Mit Hilfe von quadratis
hen Vorlagen der Gröÿe ⌈logcm

2⌉ ist es mögli
hein m × m groÿes Muster in einem n × n groÿen Text in einer Zeit von
O(n2logcm

2

m2 ) zu �nden. Die Vorverarbeitung von P benötigt hierbei O(m2)Spei
hereinheiten.Bei groÿen Su
hmustern (|P | = ω(n
√

logcn)) kann die Zeit, wel
he zur Vorver-arbeitung des Musters benötigt wird ni
ht mehr verna
hlässigt werden, da siedann die Gesamtlaufzeit des Algorithmus dominiert. Es ist denkbar in diesemFall nur einen Teil des Su
hmusters in der Vorverarbeitungs- und Testphase zubetra
hten und erst in der Überprüfungsphase mit dem gesamten Muster ab-zuglei
hen. Nimmt das Su
hmuster eine Flä
he von Θ(n
√

logcn) ein, so steigtdie Gesamtlaufzeit auf O(n
√

logcn).
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Lineare Vorlagen Abs
hnitt 4.3.04.3 Lineare VorlagenVerzi
htet man auf die Bedingung mögli
hst weniger Proben im Text undversu
ht stattdessen die Zei
hen, wel
he im Text zu einer Probe gehören, zuminimieren, so gelangt man zu der Idee, si
h überlappende Proben zu ver-wenden. S
ha�t man es, diese so zu verarbeiten, dass keines der benötigtenZei
hen mehrfa
h vergli
hen werden muss, so errei
ht man mit ein paar gutenMethoden zum Einlesen der Proben einen ähnli
h e�ektiven Algorithmus wiebei der Verwendung von quadratis
hen Vorlagen im vorigen Abs
hnitt.Hierzu werden nun lineare Vorlagen verwendet. Eine lineare Vorlage bestehtaus linear angeordneten Proben in einer Reihe des zugrunde liegenden Textesmit einem festen Abstand untereinander.
� -

Q(i,j)Q(i,j+h) h=321 3 41 2 3 4Abbildung 27: lineare Vorlage mit q = 4De�nition 7:Eine lineare Vorlage Q = ((0, 0), (0, h), (0, 2h), . . . , (0, (q−1)h)) der Gröÿe qbesteht aus q Positionen mit derselben vertikalen Position und einem festenhorizontalen Abstand h mit h ≥ 1 (siehe Abbildung 27).Anmerkung:
Q(i, j) und Q(i, j +h) haben auf diese Weise immer q−1 Einträge gemeinsam.Im Su
hmuster werden die linearen Proben in jeder Zeile in die ersten h Spal-ten gelegt, es gibt hier also keinerlei Überlappung von Positionen, da jeweilseine Position auf ein �Lo
h� einer anderen Probe fällt. Im Text werden die Pro-ben in jeder m-ten Zeile und dort in jeder h-ten Spalte positioniert. Dabei istzu bea
hten, dass in den letzten m− h Spalten des Textes keine Proben mehrliegen müssen, da dort bereits eine vollständige Überlappung des Su
hmustersdur
h die übrigen Proben vorliegt.Für das Tests
hema (QP ,QT ) ergibt si
h also:

QP = {Q(i, j) | 0 ≤ i < m, 0 ≤ j < h}
QT =

{

Q(im − 1, jh − 1) | 1 ≤ i ≤
⌊

n
m

⌋

, 1 ≤ j ≤
⌊

n−m
h

⌋

+ 1
}Zur vollständigen De�nition des Algorithmus bleibt no
h die Bestimmung ei-nes geeigneten h und eines geeigneten q. 75



Kapitel 4 Algorithmus von Kärkkäinen und UkkonenDie Anzahl der zu QT gehörenden Zei
hen im Text ist ⌊

n
m

⌋ (⌊

n−m
h

⌋

+ q
). Umdiese Anzahl zu minimieren muss also h maximiert werden. Da jede mögli
heFundstelle im Text mindestens eine Probe enthalten muss, darf der Wert von

h aber au
h ni
ht gröÿer als ⌊

m
q

⌋ sein, der optimale Wert für h ist somit ge-funden.In der abs
hlieÿenden Analyse wird si
h q wieder mit einem Wert von
q = ⌈logcm

2⌉ als optimal erweisen.
Q: 0 1
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h T:
1 23 45 67 89 10P:
Abbildung 28: Su
he mit linearen VorlagenBeispiel 5:Sei P ein 5 × 5 groÿes Su
hmuster wel
hes in einem 12 × 12 groÿen Text Tgesu
ht wird. Sei die Gröÿe des benutzten Alphabets c = 10.Es ergibt si
h q := ⌈logcm

2⌉ = ⌈log1025⌉ = 2,daraus resultiert h :=
⌊

m
q

⌋

=
⌊

5
2

⌋

= 2.Es folgt für das S
hema (QP ,QT ):
QP = {Q(0, 0), Q(0, 1), Q(1, 0), Q(1, 1), Q(2, 0),

Q(2, 1), Q(3, 0), Q(3, 1), Q(4, 0), Q(4, 1)}
QT = {Q(4, 1), Q(4, 3), Q(4, 5), Q(4, 7), Q(9, 1), Q(9, 3), Q(9, 5), Q(9, 7)}Die Zahlen in P und T in Abbildung 28 symbolisieren die Ursprünge der be-nutzten Proben in der im S
hema angegebenen Reihenfolge, die �X� sind Teileder Proben, wel
he keine Ursprünge darstellen. Dabei ist zu bea
hten, dass in

T , mit Ausnahme der re
hten Proben, jeweils die zweite Position einer Probemit dem Ursprung einer weiteren Probe zusammenfällt. Im Muster ist diesni
ht der Fall, hier liegt jeweils ein Teil einer Probe über dem �Lo
h� eineranderen. y76



Lineare Vorlagen Abs
hnitt 4.3.0Dur
h die Überlappung der Proben können die Probenketten im Text jeweilsin konstanter Zeit ermittelt werden. Es genügt hierzu eine Art Fenster vonder Gröÿe q in der entspre
henden Zeile über den Text zu s
hieben und diesesauszulesen (verglei
he Abbildung 27 auf Seite 75 und Abbildung 29). Dabeimuss in jedem S
hritt nur das jeweils erste Zei
hen gelös
ht und das nä
hstehinzugefügt werden.j=0j=1j=2q=4Abbildung 29: Auslesen der ProbenkettenDur
h die si
h überlappenden Proben im Su
hmuster ist eine Spei
herungder zugehörigen Probenketten in einem Trie ni
ht mehr mögli
h. Man kannden Trie jedo
h ohne Laufzeitverlust dur
h Fehlerübergänge zu einem Aho-Corasi
k �MultiPatternMat
hing�-Automaten erweitern[1℄. Die Adressenlistenwerden hierbei an den Zuständen des Automaten vermerkt. Der Zugri� aufeine zu einer Probenkette gehörende Adressliste kann auf diese Weise wiederin einer Zeit von O(q) erfolgen.Da in der Vorverarbeitung insgesamt m
⌊

m
q

⌋ Proben mit einer Gröÿe von je qZei
hen in den Automaten eingefügt werden müssen, wird eine Zeit von O(m2)Einheiten während der Vorverarbeitungsphase benötigt. Unter expliziter Be-rü
ksi
htigung der an si
h konstanten Alphabetgröÿe innerhalb der O-Notationund abhängig vom genauen Algorithmus zum Aufbau des dem Automaten zu-grunde liegenden Tries ergibt si
h analog zum vorigen Abs
hnitt eine Laufzeitvon O(m2c) bzw. O(m2log(c)). Dur
h die geringere Anzahl von Proben imSu
hmuster sinkt die Vorverarbeitung also um einen Faktor von q.Alternativ ist es au
h mögli
h die Methode der Spei
herung in Arrays ausdem vorhergehenden Abs
hnitt zu erweitern. In diesem Fall werden die Zei-
hen im �Fenster� jeweils als q einzelne Stellen einer Zahl zur Basis c aufgefasst.Diese Zahl kann direkt an jeder der O(m2) Positionen im Su
hmuster ausge-lesen werden, es ergibt si
h somit analog zum vorhergehenden Abs
hnitt eineZeit von O(m2) für die Vorverarbeitung des Su
hmusters. Au
h hier verringertsi
h also die Laufzeit der Vorverarbeitungsphase um einen Faktor von q. 77



Kapitel 4 Algorithmus von Kärkkäinen und UkkonenZu einer weiteren Verbesserung des Laufzeitverhaltens kann auÿerdem hori-zontal der Wert einer Probenkette ω′ aus der zum vorhergehenden Fenster ge-hörenden Probenkette ω bestimmt werden. Hierzu wird die hö
hstwertige Stellevon ω gestri
hen, der verbleibende Wert um eine Potenz erhöht und das neuhinzukommende Zei
hen z in 
odierter Form addiert: ω′ = (ω mod (cq−1))∗c+z.In jeder zu bere
hnenden Spalte können also bis auf die ganz linke alle Pro-benketten in konstanter Zeit bestimmt werden.
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Laufzeitverhalten Abs
hnitt 4.3.14.3.1 LaufzeitverhaltenBasis für die Bere
hnung des Laufzeitverhaltens sind wiederum die sto
has-tis
hen Überlegungen und einige der mathematis
hen Überlegungen aus demvorhergehenden Abs
hnitt.Bereits bei der Bestimmung von h wurde die Anzahl der beteiligten Zei
henin der Testphase ermittelt. Da diese Anzahl proportional zur Laufzeit dieserPhase ist, kann hierfür eine Obergrenze abges
hätzt werden:
⌊

n
m

⌋ (⌊

n−m
h

⌋

+ q
)

=
⌊

n
m

⌋ ⌊

n−m+qh

h

⌋

≤
⌊

n
m

⌋ ⌊

n
h

⌋

≤ n2

mh
= n2

m⌊m
q ⌋Mit den Überlegungen aus dem letzten Abs
hnitt ergibt si
h hier eine sto
has-tis
he Zeit von n2α

cq für die ans
hlieÿende Überprüfungsphase. Für beide Phasenergibt si
h also in der Summe eine Laufzeit von
n2

(

1

m⌊m
q ⌋ + α

cq

).Minimiert man diese Summe in Abhängigkeit von q, so ergibt si
h mit denMethoden der Di�erentialre
hnung ein reeller Wert für q:
q = logcm

2 + logc
c ln(c)

c−1
.Für c ≥ 2 gilt 0 < logc

ln(c)
c−1

< 1
2
. Damit ist q := max{1, ⌈logcm

2⌉} wiederumeine gute Wahl für q.Setzt man diesen Wert in die Ausgangsglei
hung ein, so ergibt si
h na
h eini-gen Umformungen als obere Grenze für die Gesamtlaufzeit der Test- und derÜberprüfungsphase:
n2

(

1

m⌊m
q ⌋ + α

cq

)

≤ n2
(

2logcm2+α

m2

)

= O
(

n2logcm
2

m2

)

= O
(

|T |logc|P |
|P |

)Es ergibt si
h das folgende Theorem:Theorem 2:Mit Hilfe von si
h überlappenden linearen Vorlagen der Gröÿe ⌈logcm
2⌉ kön-nen alle Vorkommen eines m×m groÿen Musters in einem Text der Gröÿe

n × n in einer Zeit von O(n2logcm2

m2 ) gefunden werden. Die Vorverarbeitungdes Textmusters benötigt eine Zeit und einen Spei
her von O(m2).Wie im Fall von quadratis
hen Vorlagen kann au
h bei diesem Algorithmusdie für die Vorverarbeitung benötigte Zeit ni
ht mehr verna
hlässigt werdenwenn P zu groÿ wird (|P | = ω(n
√

logcn)). Benutzt man in der Vorverarbeitungwieder nur einen Berei
h der Gröÿe θ(n
√

logcn) von P , so kann eine Vorverar-beitungszeit von O(n
√

logcn) erzielt werden.Problematis
h wird der Algorithmus, wenn die Probengröÿe q die Länge dereinzelnen Zeilen im Su
hmuster übers
hreitet. In diesem Fall müssen die Pro-ben auf mehrere bena
hbarte Zeilen erweitert werden. 79



Kapitel 4 Algorithmus von Kärkkäinen und Ukkonen4.4 RésuméDieser Algorithmus bietet viele Vorteile. Er ist sehr einfa
h zu implementierenund errei
ht trotzdem eine sehr gute Laufzeit bei angemessenem Spei
herver-brau
h. Dur
h die Wahl von geeigneten Vorlagen und Tests
hemata lässt ersi
h gut an spezielle Probleme anpassen oder für Verwendungen in Berei
henauÿerhalb der exakten Mustersu
he anpassen.So bes
hreibt Park[22℄ Erweiterungen zur approximativen Zei
henkettensu
he,insbesondere für das k-mismatches-Problem, also die Su
he na
h einem Mus-ter wel
hes bis auf k Ausnahmen mit dem Text übereinstimmt. Seine Änderun-gen bestehen im Wesentli
hen darin mehr als einen Zeugen pro Kandidaten zuermitteln. Aus der Anzahl der positiven und negativen Proben für einen Kan-didaten können dann die gewüns
hten Aussagen gewonnen werden.Eine weitere interessante Erweiterung ist der Übergang auf höhere Dimensio-nen. Dieser ist ohne Eins
hränkung und mit einer entspre
henden Laufzeit von
O(ndlogcmd

md ) mögli
h. Im Fall der linearen Vorlagen ist dabei zu bea
hten, dassdie AC-Automaten in jeder Dimension einen Übergang auf eindimensionaleZei
henketten ermögli
hen. Hier werden somit wieder die Ideen von Baker[8℄und Bird[9℄ zur Lösung der zweidimensionalen Mustersu
he aufgegri�en.
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Laufzeitverglei
h der vorgestellten Algorithmen Abs
hnitt 5.0.05 Laufzeitverglei
h der vorgestellten Algorith-menGeht man davon aus, dass die Gröÿe des benutzten Alphabets konstant undsehr viel kleiner als m ist, so benötigt der Algorithmus von Amir, Benson undFara
h eine Laufzeit von O(n2) = O(N). Die Su
he mit dem Algorithmus vonKärkkäinen und Ukkonen mit quadratis
hen oder linearen Proben benötigt ei-ne Zeit von O(n2logcm
2

m2 ).
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Kapitel 5 Laufzeitverglei
h der vorgestellten AlgorithmenFür diese Beispiele wurde |Σ| = 26 angenommen. Im ersten Diagramm gilt
m = 10. Es ist deutli
h zu sehen, dass der Algorithmus von Amir, Benson undFara
h bedeutend s
hle
htere Laufzeiten liefert. Untersu
ht man die Algorith-men bei wa
hsender Mustergröÿe, so liegt die Laufzeit bei einer konstantenTextgröÿe von n = 50 bei 2500 Einheiten (im Diagramm ni
ht zu sehen), dieLaufzeit der anderen Algorithmen sinkt hingegen.Es soll nun untersu
ht werden, ob si
h diese theoretis
hen Werte au
h in derpraktis
hen Anwendung der Algorithmen nieders
hlagen.Für die folgenden Untersu
hungen wurden die Algorithmen in der Program-mierspra
he C implementiert. Als Compiler diente der GCC in der Version3.3.6, die Untersu
hung erfolgte unter Sla
kware Linux 10.1 mit Kernel 2.6.11auf einem Intel Celeron Mobile Prozessor mit 1,4 GHz Taktfrequenz und 512MB physikalis
hem Spei
her. Es wurde darauf gea
htet, dass zur Zeit der Un-tersu
hung kein Spei
her ausgelagert werden musste, ferner wurden system-fremde Prozesse unterbunden.Als Gegenprobe wurden alle Versu
he mit verglei
hbaren Ergebnissen unterSolaris 10 auf einer Sun Ultra 60 mit Spar
 Prozessor (360 MHz) und 2 GBRAM wiederholt.Zur Vereinfa
hung wurde bei der Implementierung der Vorverarbeitungspha-se der Algorithmus von Main und Lorentz dur
h einen naiven Algorithmusersetzt, auf den Aufbau eines Su�x-Baums wurde verzi
htet. Anhand der er-mittelten Laufzeiten ist jedo
h deutli
h zu ersehen, dass diese Vereinfa
hungkeinen nennenswerten Ein�uss auf die Gesamtlaufzeit hat, da die Vorverarbei-tungsphase ohnehin keinen groÿen Anteil dieser Zeit ausma
ht.Für die Versu
he wurden Texte und Su
hmuster aus vers
hiedenen Texten ge-neriert. Die Generierung ges
hah, mit einer Ausnahme, indem die Bu
hstabendes zugrunde liegenden Textes na
heinander eingelesen und zum Testtext undTestmuster zusammengesetzt wurden. Folgende Eingaben wurden benutzt:

• Bibel: Die deuts
he Ausgabe der lutheris
hen Bibel, Altes und NeuesTestament in revidierter Fassung. Zur Vereinfa
hung wurden nur dieBu
hstaben benutzt und diese zusätzli
h in Groÿbu
hstaben gewandelt.Hieraus resultiert ein Alphabet von 26 Zei
hen.
• allesX: Das Alphabet bestand ausnahmslos aus dem Bu
hstaben �X�.Getestet wurde mit diesem Muster trotzdem mit einem angenommenenWert von |Σ| = 2.
• Binär: Eine zufällige Folge von �X� und �-�, also ein rein binäres Alphabet.
• 1zu10: Eine zufällige Folge der Zei
hen �X� und � �, das Verhältnis dieserZei
hen untereinander betrug 1:10.82



Laufzeitverglei
h der vorgestellten Algorithmen Abs
hnitt 5.0.0
• alpha: Eine Folge von zufällig gewählten Zei
hen aus derMenge {A, B, . . . , Z}.Zur Erzeugung der Zufälligkeit wurde jeweils die rand-Funktion des C-Compilersbenutzt.Als Sonderfall wurde auÿerdem die Su
he in Bilddateien behandelt, da hierdur
h zusammenhängende Flä
hen oder wei
he Übergänge andere Laufzeitver-halten erwartet werden könnten. Um diesen E�ekt zu verstärken wurde keinPhoto mit vielen vers
hiedenen Farben und kleinen Einzelelementen, sondernein Bild aus einer Zei
hentri
kserie mit nur 64 Farben benutzt. Die einzel-nen Farben wurden dabei als ASCII-Zei
hen 
odiert. Um die Besonderheiteneines Bildes ni
ht zu zerstören wurden die vers
hieden groÿen Bilder als Aus-
hs
hnitte des Gesamtbildes in der oberen linken E
ke erzeugt.Für spezielle Untersu
hung wurden auÿerdem die folgenden Texte und Su
h-muster verwendet:
• pattern: Das Muster aus Abbildung 11 auf Seite 28
• text4: Der Text aus Abbildung 11 auf Seite 28 4 mal aneinander gelegtum insgesamt einen 40 × 40 Zei
hen groÿen Text zu erhalten.
• Bildauss
hnitt: Ein Auss
hnitt des für die Bildersu
he gewandelten Bil-des.
• Bild: Das für die Bildersu
he gewandelte Bild als Ganzes.Zusätzli
h zu den vorgestellten Algorithmen wurde ein trivialer Algorithmusimplementiert. Dieser legt das Su
hmuster in der Art an alle Positionen imText, dass es in diesem ganz enthalten ist. An jeder Position werden Su
hmus-ter und Text zei
henweise vergli
hen, bei der ersten Ni
htübereinstimmungwird mit der nä
hsten Position fortgefahren. Im besten Fall wird somit ei-ne Laufzeit von (n − m)2 errei
ht, im s
hlimmsten Fall eine Laufzeit von

(n − m)2 ∗ (m2).Als Erstes sollen die Laufzeiten hinsi
htli
h steigender Textgröÿen anhand derBibel vergli
hen werden.
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Versu
h 3: Verglei
h bei wa
hsender TextgröÿeWie erwartet benötigt der Algorithmus von Amir, Benson und Fara
h (ABF)eine deutli
h höhere Laufzeit als die Su
he mit Hilfe von Proben. Die Laufzeitist sogar höher als bei der trivialen Implementierung. Der Grund liegt darin,dass hier im Gegensatz zum trivialen Verfahren in den einzelnen S
hritten derKonsistenzüberprüfung mehrmals der gesamte Text dur
hlaufen wird.Der triviale Algorithmus kann als Variante des Algorithmus von Kärkkäinenund Ukkonen mit einer variablen Probengröÿe angesehen werden. Die Proben-gröÿe entspri
ht hierbei der Anzahl der übereinstimmenden Zei
hen im Textund im Muster, wel
he vergli
hen werden müssen, bevor der Algorithmus ab-bri
ht. In einem Text mit zufällig gewählten Zei
hen aus einem groÿen Alpha-bet sind dies in der Regel sehr wenige Zei
hen, an jeder mögli
hen Positionenbri
ht der triviale Algorithmus mit einer Wahrs
heinli
hkeit von 1
|Σ| s
hon na
heinem Verglei
h ab.Im Gegensatz zum trivialen Algorithmus können bei der Benutzung von qua-dratis
hen und linearen Proben mit jedem Verglei
h mehrere Kandidaten alsFundstellen ausges
hlossen werden, dies führt zu einer deutli
hen Verringerungder Laufzeit. Da bei den linearen Proben die Anzahl der untersu
hten Proben-ketten im Text ni
ht maximal minimiert wurde, benötigt dieser Algorithmuserwartungsgemäÿ ein wenig mehr Zeit als die Su
he mit quadratis
hen Proben.Untersu
ht man nun die Laufzeit in Abhängigkeit von der Gröÿe des gesu
htenMusters, so ist es zwe
kmäÿig, den Algorithmus von Amir, Benson und Fara
haufgrund der wesentli
h höheren Laufzeit getrennt darzustellen.
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Versu
h 4: Verglei
h bei wa
hsender MustergröÿeDie anderen Verfahren unters
heiden si
h in der Laufzeit ni
ht wesentli
h, esist jedo
h au�ällig, dass nur der triviale Algorithmus mit gröÿeren Su
hmus-tern eine geringere Laufzeit benötigt. Dies liegt daran, dass im Text nur derBerei
h n − m untersu
ht werden muss. Mit steigender Mustergröÿe m sinktalso die Anzahl der zu untersu
henden Kandidaten.Au�ällig ist, dass die linearen Proben bei gröÿeren Mustern ein besseres Lauf-zeitverhalten als die quadratis
hen Proben besitzen. Hinsi
htli
h der Gröÿedes Eingabetextes waren sie jedo
h s
hle
hter. Am Ende dieser Untersu
hun-gen wird si
h dieser Unters
hied aufklären.
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hsender Mustergröÿe 85



Kapitel 5 Laufzeitverglei
h der vorgestellten AlgorithmenBeim Algorithmus von Amir, Benson und Fara
h ist zu beoba
hten, dass au
hdieser Algorithmus mit wa
hsender Gröÿe des gesu
hten Musters etwas s
hnel-ler läuft. Glei
hzeitig fällt auf, dass selbstverständli
h au
h die für die Vorver-arbeitung benötigte Zeit wä
hst, diese jedo
h die Gesamtzeit nie dominiert.Betra
htet man au
h die anderen Algorithmen ohne Berü
ksi
htigung der Vor-verarbeitungszeit, so werden diese ebenfalls mit wa
hsender Mustergröÿe be-s
hleunigt. Die Vorverarbeitungszeit darf bei groÿen Mustern also o�ensi
htli
hni
ht mehr verna
hlässigt werden.
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Versu
h 6: Wa
hsende Mustergröÿe ohne VorverarbeitungFür die Su
he eines (groÿen) Musters in vielen Texten ist somit den Algo-rithmen na
h dem Verfahren von Kärkkäinen und Ukkonen der Vorzug zugeben, für die Su
he in einem einzigen Text sollte man den Algorithmus vonAmir, Benson und Fara
h benutzen.No
h deutli
her wird das Problem der eigentli
h s
hnelleren Algorithmen beimgenauen Verglei
h von Vorverarbeitungszeit zur Gesamtlaufzeit.
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Versu
h 7: Verhältnis der Vorverarbeitungszeit zur GesamtlaufzeitBei einer Textgröÿe von n = 500 überwiegt in den Algorithmen, wel
he mitquadratis
hen bzw. linearen Proben arbeiten, bereits bei einer Mustergröÿe mvon 30 - 40 Zei
hen die Vorverarbeitungszeit. Beim Algorithmus von Amir,Benson und Fara
h hingegen ist selbst bei einer Gröÿe von 130 Zei
hen no
hni
ht einmal ein Anteil der Vorverarbeitungszeit an der Gesamtlaufzeit von20% errei
ht.Die Güte eines Algorithmus hängt also au
h von der jeweiligen Anwendungab, es gibt in dieser Hinsi
ht ni
ht den besten Algorithmus, sondern nur den-jenigen, wel
her für das aktuelle Problem die besten Laufzeiten (und eventuellden geringsten Spei
heraufwand) bietet.Diese Erkenntnisse führen zum nä
hsten Versu
h. Es soll anhand einiger Bei-spiele die Auswirkung vers
hiedener Texte auf die Laufzeiten ermittelt werdenum herauszu�nden, ob eventuell einige Algorithmen für bestimmte Problemebesser oder s
hle
hter geeignet sind.
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Versu
h 8: Vers
hiedene Eingangsdaten (trivial)Der triviale Algorithmus ist besonders s
hle
ht für kleine Eingabealphabete.Da mit wa
hsender Alphabetgröÿe die Wahrs
heinli
hkeit einer Ni
htüberein-stimmung eines Zei
hens im Text mit einem Zei
hen im Su
hmuster ebenfallssteigt, ist dieses Verhalten klar.
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Versu
h 9: Vers
hiedene Eingangsdaten (ABF)Der Algorithmus von Amir, Benson und Fara
h verhält si
h ähnli
h wie dertriviale Algorithmus, die Abhängigkeit der Laufzeit zur Alphabetgröÿe ist je-do
h weit weniger ausgeprägt.88
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Versu
h 10: Vers
hiedene Eingangsdaten (quadratis
h)
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Versu
h 11: Vers
hiedene Eingangsdaten (linear)Sowohl bei der Verwendung von quadratis
hen, als au
h bei der Verwendungvon linearen Proben ist deutli
h der Ansatz dieser Algorithmen erkennbar.Sie basieren auf der Annahme, dass es nur wenige Fundstellen gibt. Bei jedererfolgrei
h geprüften Probe muss das ganze Muster mit dem Text vergli
henwerden. Im Extremfall mutieren diese Algorithmen damit zum trivialen Ver-fahren. Sie haben dann sogar eine wesentli
h s
hle
htere Laufzeit, da zusätzli
hdie zur Vorverarbeitung benötigte Zeit bea
htet werden muss.
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Kapitel 5 Laufzeitverglei
h der vorgestellten AlgorithmenBeim Versu
h mit �allesX� und �1zu10� ist die Wahrs
heinli
hkeit ho
h, dassselbst wenn keine Fundstelle vorliegt die Probenketten von Muster und Textübereinstimmen. Diese Eingabealphabete s
hneiden daher besonders s
hle
htab.Da auÿerdem mit wa
hsender Alphabetgröÿe die Gröÿe des Templates (q)sinkt, ist au
h hier die Su
he in den beiden alphabetis
hen Texten am s
hnells-ten.Es ist ni
ht bei jedem Problem mögli
h die exakte Alphabetgröÿe (ohne nen-nenswerte Zeitverluste) vor dem Start des Algorithmus zu bestimmen. Denktman zum Beispiel an die Su
he in Bildern, so kennt man vorher ni
ht zwin-gend die Anzahl der benuzten Farben. Die Abhängigkeit von der tatsä
hli
henAlphabetgröÿe wurde bereits festgestellt, es bleibt jedo
h zu untersu
hen, obeine fals
he Wahl der Alphabetgröÿe bei Bere
hnung von q gravierende Aus-wirkungen hat. Hierzu wurde eine einfa
he Su
he mit unters
hiedli
h gesetztenmaximalen Alphabetgröÿen dur
hgeführt.
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Versu
h 12: Verglei
h bei wa
hsender AlphabetgröÿeMan sieht keinerlei Auswirkung. Dies liegt vor allen Dingen in der dämpfendenWirkung des Logarithmus begründet. In der Regel genügt es also eine �Grö-ÿenordnung� für die Gröÿe des benutzten Alphabets anzugeben.Es fällt ins Auge, dass bei jedem Algorithmus eine Verarbeitung eines Textes,wel
her nur aus Fundstellen besteht, mit sehr langen Laufzeiten verbunden ist.Da es si
h hier jedo
h um einen sehr extremen Fall handelt, soll nun unter-su
ht werden, ob die Laufzeiten au
h in weniger extremen Beispielen mit derwa
hsenden Anzahl von Fundstellen steigen.Für diesen Test wurde ein 5 × 5 groÿes Su
hmuster benutzt, wel
hes in derDiagonalen aus �X� und sonst nur aus �-� besteht. Gesu
ht wird in einem90
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h der vorgestellten Algorithmen Abs
hnitt 5.0.0
4000 × 4000 groÿen Text, wel
her zu Beginn nur aus �-� besteht. In jedemTestdur
hlauf wird nun die Diagonale von oben na
h unten mit �X�-Zei
hengefüllt. In jedem Dur
hlauf existiert also eine Fundstelle mehr.
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Versu
h 13: Verglei
h bei wa
hsender Zahl von Fundstellen

 0

 200

 400

 600

 800

 1000

 1200

 1400

 0  500  1000  1500  2000  2500  3000

La
uf

ze
it 

/ M
ill

is
ek

un
de

n

Anzahl Fundstellen

trivial
ABF

Quadratische Proben
Lineare Proben

Versu
h 14: Verglei
h bei wa
hsender Zahl von FundstellenBeim Algorithmus von Amir, Benson und Fara
h ist ein deutli
her Anstieg derLaufzeit zu erkennen. Dieser ist bedingt dur
h eine höhere Anzahl konsistenterKandidaten und der damit verbundenen erhöhten Anzahl von Konsistenztestsund Verglei
hen von Muster und Text. Die anderen Algorithmen sind in ihrenLaufzeiten konstant, da hier mit jeder neuen Fundstelle nur 52 Verglei
he hin-zukommen. Im Verglei
h zu den 40002 Positionen ist diese Laufzeiterhöhung91



Kapitel 5 Laufzeitverglei
h der vorgestellten Algorithmenjedo
h irrelevant.Die benutzten Texte enthalten keine Positionen, die �fast� eine Fundstelle dar-stellen. Deshalb wird der Eingabetext nun um weitere �X�-Werte erweitert.Diese liegen auÿerhalb eines Korridors von m-Zei
hen um die Diagonale in je-der zweiten Zeile und sind zufällig verteilt. Auf diese Weise werden keine neuenFundstellen erzeugt, die Algorithmen könnten jedo
h einige Positionen �nden,die in si
h konsistent sind, bzw. bei denen die Probenketten übereinstimmen.Damit ist es wahrs
heinli
her, dass die Laufzeit tatsä
hli
h steigt.
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Versu
h 15: Verglei
h bei wa
hsender Zahl von Fundstellen
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Versu
h 16: Verglei
h bei wa
hsender Zahl von Fundstellen
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Laufzeitverglei
h der vorgestellten Algorithmen Abs
hnitt 5.0.0Es ist zu beoba
hten, dass das triviale Verfahren und der Algorithmus vonAmir, Benson und Fara
h dur
h die Erhöhung der �Beinahe� Fundstellen einesehr viel gröÿere Zeit benötigen. Die auf Kärkkäinen und Ukkonen basieren-den Verfahren bleiben konsistent. Dur
h die gewählte Anordnung und Formder Proben entstehen au
h bei diesem s
hwierigerem Text nur selten Situa-tionen, in denen die Probenketten übereinstimmen, die aktuelle Position aberdenno
h keine Fundstelle ist.Hinsi
htli
h der Anwendungsgebiete ist es interessant die Algorithmen mitBilddaten zu testen.
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Versu
h 17: Bildersu
heAu
h hier verhalten si
h die Algorithmen wie erwartet. Au�ällig ist nur dieDiskrepanz zwis
hen der Su
he mit linearen und quadratis
hen Proben. MitHinbli
k auf das Verhalten dieser Algorithmen bei wa
hsender Gröÿe der Su
h-muster ist ein Grund in der gewählten relativ hohen Mustergröÿe von m = 40zu �nden. Dies ist aber si
herli
h ni
ht die einzige Ursa
he, eine weiterere liegtin der Art der benutzten Daten. Während in der Su
he in einem realen Textdie Su
he mit quadratis
hen Proben ein klein wenig e�ektiver war, s
heint beider Su
he in Bilddaten die Verwendung von linearen Proben zwe
kmäÿiger.Untersu
ht man au
h die anderen Diagramme hinsi
htli
h dieser Au�älligkeit,so erkennt man, dass bei allen Versu
hen, wel
he auf strukturierten Datenberuhen, die linearen Proben die bessere Wahl sind, obwohl sie in der Theo-rie dur
h die erhöhte Anzahl von Proben eine geringfügig s
hle
htere Laufzeitbesitzen. Besonders in der Untersu
hung der Algorithmen bei wa
hsender Al-phabetgröÿe wird dies no
h einmal sehr deutli
h. Bei der Untersu
hung derTextprobe benötigen beide Varianten annähernd dieselbe Zeit. Bei den Bild-proben benötigt der quadratis
he Algorithmus jedo
h ungefähr 2 ms mehr Zeit.93



Kapitel 5 Laufzeitverglei
h der vorgestellten AlgorithmenAus diesen Untersu
hungen kann man abs
hlieÿend das Fazit ziehen, dass derAlgorithmus von Kärkkäinen und Ukkonen in den meiÿten Fällen sehr vielbessere Laufzeiteigens
haften besitzt als der Algorithmus von Amir, Bensonund Fara
h. Die Wahl der Vorlagen hängt jedo
h ents
heidend von der Artder verarbeiteten Daten ab.Nur bei der Su
he na
h einzelnen gröÿeren Su
hmustern sollte der Algorithmusvon Amir, Benson und Fara
h benutzt werden, da in diesen Fällen die Vorver-arbeitungszeit bei Kärkkäinen und Ukkonen die Gesamtlaufzeit dominiert undden eigentli
h s
hnelleren Algorithmus e�ektiv langsamer laufen lässt.

94



Résumé und Aussi
ht Abs
hnitt 6.0.06 Résumé und Aussi
htEs wurden in dieser Arbeit einige grundlegende Ideen und Algorithmen für diemehrdimensionale Mustersu
he vorgestellt. Diese bilden eine Basis für weiter-gehende Fors
hungen und die meisten der bisher bekannten Algorithmen.Im Verglei
h zeigte si
h jedo
h, dass keiner der Algorithmen generell für jedesProblem gut geeignet ist. Ein Verfahren wel
hes für jedes Problem optimalanwendbar ist und dabei idealer Weise eine einfa
he Implementierung gewähr-leistet gibt es bisher ni
ht.Der Algorithmus von Amir, Benson und Fara
h hat si
h in den vorangegan-genen Untersu
hungen als eher s
hle
ht erwiesen. Aufgrund seiner internenStruktur ist er jedo
h sehr lei
ht parallelisierbar. Man kann in diesem Falleinen um nahezu den Faktor 1
n
s
hnelleren Algorithmus erwarten. In Verbin-dung mit groÿen Su
hmustern ist dann au
h der ni
ht unerhebli
he Aufwandbei der Implementierung gere
htfertig.Eine Erweiterung des Alorithmus auf höhere Dimensionen ist denkbar, eineAnwendung für die approximative Mustersu
he jedo
h ni
ht.Die Algorithmen na
h dem Verfahren von Kärkkäinen und Ukkonen hingegenhaben s
hon auf einer Einprozessormas
hine in der Regel sehr gute Laufzei-teigens
haften und sind sehr einfa
h zu implementieren. Die Autoren geben inAnlehnung der Bere
hnungen von Yao[24℄ einen Beweis dafür, dass die Lauf-zeit eines idealen d-dimensionalen Su
halgorithmus bei Ω

(

ndlogcmd

md

) liegt. Indiesem Sinne ist der von Ihnen angegebene Algorithmus also ni
ht nur einfa
h,sondern au
h optimal. Hinzu kommt, dass mit lei
hten Änderungen mit diesenAlgorithmen das k-mismat
hes-Problem gelöst werden kann.Diese approximative Su
he ist zusammen mit der Übetragbarkeit auf höhereDimensionen eine sehr bedeutende Erweiterung.Insgesamt jedo
h bleibt die Hauptanwendung aller vorgestellten Algorithmendie exakte Su
he.Besonders im Hinbli
k auf die Anwendung innerhalb von biometris
hen Au-thenti�zierungssystemen gewinnt in den letzten Jahren jedo
h au
h die ap-proximative Su
he zunehmend an Bedeutung. Für diese stehen bisher nebenden Erweiterungen des Algorithmus von Kärkkäinen und Ukkonen nur weni-ge Verfahren zur Verfügung. Einige Ansätze für eine abges
hwä
hte Form derapproximativen Su
he, einer Su
he na
h rotierten Mustern im Text, liefertenAmir und Fara
h[7℄. Mit der wirkli
hen approximativen Su
he bes
häftigensi
h hauptsä
hli
h Navarro und Yates [21℄[25℄ direkt, oder indirekt als Initia-toren für weiterführende Algorithmen. 95
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