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Einleitung ABSCHNITT 1.0.0

1 Einleitung

Die eindimensionale Zeichenkettensuche, also die Suche nach einer bestimmten
Zeichenkette in einem Text, ist weitgehend erforscht. Fiir diesen Themenbe-
reich existiert eine Vielzahl effektiver Algorithmen. In den letzten Jahren wird
jedoch die Suche nach mehrdimensionalen Mustern immer wichtiger. Beispiele
fiir deren Anwendung finden sich in der Bilderkennung im industriellen Bereich,
in vielen Bereichen der Bioinformatik und besonders in den letzten Jahren in
der Verarbeitung von biometrischen Daten zur Authentifikation von Benut-
7ern.

Diese Arbeit zeigt anhand der zweidimensionalen Mustersuche einige Ideen
und Algorithmen auf, die sich auch auf héhere Dimensionen erweitern lassen.
Die Uberfiihrung der bekannten eindimensionalen Algorithmen auf mehrdi-
mensionale Anwendungen ist leider nur bedingt moglich. In den meisten Fal-
len konnen sie nur dazu benutzt werden um ein n-dimensionales Problem in
ein n-1-dimensionales Problem zu iiberfithren. Auf diese Weise gelang es auch
Baker[8] und Bird[9] unabhiingig von einander einen ersten zweidimensiona-
len Suchalgorithmus zu entwickeln. Sie generierten dabei aus dem gesuchten
Muster einen AC-Automaten|2|, der fiir jede Spalte einen bestimmten Endzu-
stand erreicht. Die Endzustinde aller Spalten ergeben damit hintereinander
geschrieben eine Zeichenkette s, welche das Muster eindeutig identifiziert. Be-
nutzt man den Automaten iiber dem Text, so kann dieser genauso in eine
Matrix von Endzusténden iiberfiihrt werden. Findet sich s in dieser Matrix
wieder, so ist auch das gesuchte Muster im Ausgangstext gefunden. Dieser Al-
gorithmus lésst sich bereits in einer Zeit von O(Nlog c) realisieren.

Da hier jedoch ein speziell auf eindimensionale Probleme angepasster Algo-
rithmus zweckentfremdet wird, ist zu erwarten, dass er nicht in der selben ef-
fektiven Laufzeit arbeitet wie ein auf n Dimensionen spezialisiertes Verfahren.
Ein solches Verfahren setzt eine genaue Untersuchung der Eigenschaften von
hoher dimensionalen Mustern voraus. Vorreiter auf diesem Gebiet sind Amir,
Benson und Farach|3|, die mit ihren Ideen bis heute alle gingigen Algorithmen
beeinflussen. Ein erster von ihnen entwickelter spezialisierter Algorithmus wird
im ersten Abschnitt dieser Arbeit vorgestellt.

Amir, Benson und Farach verfolgen dabei einen optimistischen Ansatz und
gehen von einer potentiell grofen Anzahl von Fundstellen aus. Im zweiten Ab-
schnitt dieser Arbeit wird eine genau entgegengesetzte Idee von Crochemore,
Gasienic, Plandowski und Rytter préisentiert[10]. Sie nehmen pessimistisch eine
minimale Anzahl von Fundstellen an. Anstatt nun diejenigen Orte zu suchen,
an denen diese Fundstellen liegen, verfolgen sie die Idee durch einige gezielte
Vergleiche die Vielzahl an Positionen im Text zu bestimmen, an denen das
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gesuchte Muster nicht gefunden wird. Fiir diese Suche entwickeln sie einige
Ideen fiir komplexe dynamische Verfahren. Diese Ideen wurden nie zu einem
kompletten Algorithmus umgesetzt, sie bilden jedoch als Gedankenmodell die
Grundlage fiir einige spéter entwickelte Verfahren.

Im dritten Abschnitt wird eines dieser Verfahren vorgestellt. Karkkdinen und
Ukkonen geben einen Algorithmus an, der ebenfalls den pessimistischen An-
satz verfolgt und im Vorfeld nicht alle, aber eine grofe Anzahl von Kandidaten
als Fundstellen ausschliefst[18]. Da nur wenige Kandidaten verbleiben ist es
vertretbar, diese im Anschluss mit einem trivialen Algorithmus exakt zu un-
tersuchen. Dabei présentieren die Autoren einen generellen Algorithmus, der
auf viele Arten spezialisiert werden kann. Zwei dieser Spezialisierungen werden
genater untersucht.

Die Arbeit endet mit einem praktischen Vergleich der Algorithmen bei rea-
ler Implementierung. Hierbei wird sich der Algorithmus von Kérkkdinen und
Ukkonen als derjenige herausstellen, der in den meisten Féllen die besten Lauf-
zeiten liefert.

In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, dass in einer quadratischen Matrix
T der Grofke n x n eine ebenfalls quadratische Untermatrix P der Grofke m xm
gesucht wird. T" wird im Folgenden als Text bezeichnet, die Untermatrix P als
(Such-)Muster (engl. Pattern). Der obere linke Eintrag von P ist der Ursprung
von P, die Position welche sich in T" unterhalb des Ursprungs von P befindet
wird dementsprechend auch als Ursprung von P in T' bezeichnet.

Mit ¥ bzw. o wird die Groke des Alphabets benannt, welches dem Text bzw.
dem Muster zu Grunde liegt.

Die Teilzeichenkette einer Zeichenkette s, welche vom i-ten bis zum j-ten Zei-
chen reicht, wird mit s[i, j] oder s[i...j] bezeichnet, s; steht abkiirzend fiir s[i, i].
Einzelne Zeichen in einer Matrix 7" werden mit T'[¢, j| notiert. Dies meint das
j-te Zeichen in der i-ten Zeile.

Mit 70 : 3,1 : 4] bzw. T[0...3,1...4] wird die Untermatrix von 7" = (t);; mit
0 <1<3, 1< <4 bezeichnet, also die Untermatrix von 1" welche ihre linke
obere Ecke bei T'[0, 1] und ihre rechte untere Ecke bei 7T'[3, 4] hat.

Die Zahlung der Zeilen und Spalten beginnt in dieser Arbeit grundsétzlich bei
0. Als Kandidat wird eine Position im Text bezeichnet, an der die gesuchte
Untermatrix gefunden werden kdnnte. Es handelt sich also um eine potentiel-
le Fundstelle. Alternativ konnen beide Begriffe anstelle der Position auch fiir
einen m X m grofsen Bereich an dieser Position stehen. Die jeweilige Bedeutung
ist aus dem Kontext ersichtlich.

Einfachere Algorithmen werden in Pseudocode angegeben, bei komplizierteren
Verfahren wird eine besser verstindliche, verbale Beschreibung benutzt.
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Die Bezeichnungen orientieren sich zum grofsten Teil an denen aus der eng-
lischen Literatur, um die angegebenen Algorithmen und Ideen leichter mit
weiteren Verfahren vergleichen zu konnen. Ferner wurden die meisten engli-
schen Fachbegriffe als solche benutzt und nur einige wenige iibersetzt.

Die Einschriankung auf quadratische Texte und Muster vereinfacht die Algo-
rithmen in einigen Fillen erheblich. Die Erweiterung auf beliebige rechteckige
Texte ist jedoch in jedem Fall durch eingefiigte Fallunterscheidungen oder ver-
dnderte Grenzen moglich.

Will man zweidimensionale unregelmifige Muster suchen, so konnen diese vor-
her auf rechteckige Muster aufgefiillt werden. Dabei ist darauf zu achten, dass
die Fiillzeichen in den Algorithmen bei jedem Vergleich wie Wildcards behan-
delt werden, die Vergleiche also je nach Art des Algorithmus immer erfolgreich
sind oder immer fehlschlagen.
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2 Algorithmus von Amir, Benson und Farach

Fiir eine effiziente Umsetzung ihres Algorithmus benutzen Amir, Benson und
Farach einige Ideen und Begriffe aus einer vorangegangen Arbeit von Amir
und Benson|3| iiber Perioden in zweidimensionalen Mustern. Die wichtigsten
Begriffe hieraus sollen deshalb zunéchst als Grundlage fiir diesen und weitere
Algorithmen erldutert werden.

2.1 Zweidimensionale Perioden

Die Idee fiir die Definition von Perioden fiihrt auf den eindimensionalen Fall
zuriick. Eine Zeichenkette w ist periodisch, wenn das ldngste Prifix p von w,
welches zugleich dessen Suffix ist, ein Lange von mindestens p/2 hat. Zum Bei-
spiel ist w = abcabcabcab periodisch, da p = abcabcab das ldangste Prifix und
zugleich Suffix von w und 2 % |p| > |w| ist. Anschaulich kann man zwei Kopien
von w iibereinander legen, diese um |w| — [p| = 3 verschieben und erhilt im
Bereich der Uberlappung eine Ubereinstimmung der Zeichen.

Diese Definition kann leicht auf den zweidimensionalen Fall iibertragen wer-
den. Der Prifix einer m x m-Matrix M sei eine Untermatrix, welche einen der
Eckpunkte von M enthélt. Ein dazugehoriger Suffix von M ist eine Unterma-
trix, welche den diagonal gegeniiberliegenden Eckpunkt beinhaltet.

Abbildung 1: Ein Matrix und zwei sich iiberlappende Matrizen

M ist periodisch, wenn das grofte Prifix P von M, welches gleichzeitig Suffix
ist, mehr als halb so grok wie M ist, wenn also 2 % dim(P) > dim(M) gilt.
Anschaulich fiihrt dies wie im eindimensionalen Fall dazu, dass man zwei Ma-
trizen iibereinanderlegen und so verschieben kann, dass sie im iiberlappenden
Bereich keinerlei Unterschiede aufweisen (Abbildung 1).

Nun sollen 4 verschiedene Klassen eingefiihrt werden, in welche sich die Peri-
oden einteilen lassen.
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e bzw. s Symmetrievektor
Y Dy VL ? v
IT | 111 I1 I11 IT | 111
1 [

Abbildung 2: Quadrant-1 Symmetrie

Hierfiir wird zunéchst die Matrix wie in Abbildung 2 in 4 Quadranten unter-
teilt, welche beginnend ab dem oberen linken Quadranten gegen den Uhrzei-
gersinn mit [ bis IV markiert werden. Legt man zwei identische Kopien der
Matrix iibereinander, so sind alle iibereinander liegenden Zeichen der beiden
Matrizen identisch, die Matrizen sind in Deckung. Verschiebt man die obere
Matrix so, dass die beiden Matrizen wieder in Deckung sind (sich also im iiber-
lappenden Bereich nicht unterscheiden), so liegt genau eine Ecke e der oberen
Matrix iiber einem Zeichen s der unteren Matrix. Da es sich um zwei identische
Matrizen handelt, sind e und s dabei in beiden Matrizen zu finden. s wird als
Source (Ursprung) bezeichnet. Liegt e im ersten Quadranten der zugehorigen
Matrix (handelt es sich also um M[0, 0]), so ist die Matrix Quadrant I symme-
trisch und s wird auch genauer als Quadrant-I-Source bezeichnet (vergleiche
Abbildung 2). Entsprechend kann sie auch Quadrant IT, 11T oder IV symme-
trisch sein.

Der Symmetrievektor ist der Vektor von e nach s innerhalb der unteren Matrix.
Er kann als Vektor zwischen den Matrizen interpretiert werden, der angibt, bei
welcher Verschiebung sich die Matrizen wieder in Deckung befinden. Ist die Ma-
trix periodisch, so wird dieser Vektor auch als Periode der Matrix bezeichnet.
Je nachdem, in welchem Quadranten der Vektor startet, handelt es sich um
einen Quadrant I, II, I1I, oder IV - Symmetrievektor. Die Linge eines Symme-
trievektors sei definiert als das Maximum seines horizontalen und vertikalen
Anteils. Ist diese Lange < 3, so ist der Vektor periodisch. Anschaulich also
dann, wenn er nicht iiber die horizontale bzw. vertikale Mitte der Matrix hin-
ausreicht, also eine Verschiebung der oberen Matrix um weniger als die halbe
Breite (bzw. Hohe) ausreicht, um die beiden Matrizen wieder in Deckung zu

bringen.

Es ist offensichtlich, dass eine Matrix mehr als einen Symmetrievektor ¢ be-
sitzen kann. Wenn es moglich ist, dass man durch Verschiebung der oberen
Matrix um ¢ die beiden Matrizen in Deckung bringt, so muss dies auch durch
eine Verschiebung der unteren Matrix um —¢ moglich sein, da es sich augen-
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scheinlich um denselben Vorgang handelt. Zu jedem Symmetrievektor v gibt
also einen zweiten Vektor —v, welcher entgegengesetzt im diagonal gegeniiber-
liegenden Quadranten startet. Aufgrund dieser Symmetrie werden im Folgen-
den nur noch Quadrant-I und -IT symmetrische Vektoren betrachtet, also nur
noch eine Verschiebung der oberen Matrix nach rechts oben oder rechts unten.

Zur Klassifikation der Perioden betrachtet man die so genannten Basisvekto-
ren eines jeden Quadranten. Der Basisvektor in Quadrant I ist aus der Menge
der kiirzesten Quadrant-I-Vektoren derjenige mit dem betragsmikig gerings-
tem vertikalen Anteil (“der Waagerechteste”). Der Basisvektor in Quadrant IT
ist aus der Menge der kiirzesten Quadrant-II-Vektoren derjenige mit dem be-
tragsméfig geringstem horizontalen Anteil (“der Senkrechteste”).

Seien im Folgenden (falls existent) ¢; und ¥;; die Basisvektoren des ersten und
zweiten Quadranten. Es lassen sich nun fiir eine Matrix M vier Arten von
zweldimensionalen Perioden unterscheiden.

e non-periodic (nichtperiodisch, Abbildung 3):
M hat keine periodischen Vektoren.

Abbildung 3: non-periodic Matrix

e lattice periodic (gitterperiodisch, Abbildung 4 auf der néchsten Seite):
Der erste und der zweite Quadrant haben beide einen periodischen Ba-
sisvektor.

Alle Source-Punkte liegen auf einem von den Basisvektoren aufgespann-
ten Gitter, ganauer:
Befindet sich der Punkt (0,0) + i0; + jU;; mit 4,5 € N im ersten Qua-

11




KAPITEL 2 Algorithmus von Amir, Benson und Farach

dranten, so ist er ein Quadrant-I-Source. Weitere Quadrant-I-Sources
existieren im ersten Quadranten nicht.

Die dquivalente Aussage gilt fiir Quadrant-II-Sources im zweiten Qua-
dranten mit dem Gitter (m — 1,0) + it + jU;;.

Abbildung 4: lattice periodic Matrix

e line periodic (geradenperiodisch, Abbildung 5 auf der néichsten Seite):

Genau einer der beiden Quadranten I und IT hat einen periodischen Ba-
sisvektor. Alle Source-Punkte im Quadranten mit dem periodischen Ba-
sisvektor liegen auf einer Geraden.
Ist z.B. ¥ der periodische Basisvektor, dann ist der Punkt (0,0) + v}
mit ¢ € N wenn er sich im ersten Quadranten befindet ein Quadrant-I-
Source und es existieren im ersten Quadranten keine weiteren Quadrant-
[-Source-Punkte.

e radiant periodic (strahlenperiodisch, Abbildung 6 auf Seite 14):
Dieser Fall ist nahezu identisch mit dem geradenperiodischen Fall, mit
dem Unterschied, dass es weitere Source-Punkte gibt, welche alle auf
Strahlen liegen, die in derselben Ecke wie der periodische Basisvektor
beginnen. Die genaue Position hingt dabei von der zugrunde liegenden
Matrix ab, ein Source-Punkt liegt jedoch nie auf einem Punkt, der sich
als Linearkombination der Basisvektoren ergibt.

Die Ermittlung der Symmetrievektoren (und damit auch der Basisvektoren)
kann mit Hilfe von zwei Witness-Tabellen (Zeugentabellen, Abbildung 7 auf
Seite 14) erfolgen.

Diese werden im Folgenden mit TOP-WITNESS, bzw. BOTTOM-WITNESS bezeich-
net.

12
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Abbildung 5: line periodic Matrix

Legt man wieder zwei Kopien der m x m-Matrix M iibereinander und ver-
schiebt die obere Matrix um ¢ < m Zeichen nach unten und um j < m Zeichen
nach rechts, dann ergibt sich einer der folgenden Fille:

e Die Matrizen sind nicht in Deckung. In diesem Fall gibt es in der oberen
Matrix mindestens ein Zeichen M]|r, ¢|, welches die untere Matrix iiber-
lappt und nicht mit dem Zeichen der unteren Matrix iibereinstimmt. Das
Zeichen M]r, c| ist dann ein “Zeuge” dafiir, dass sich die Matrizen nicht
decken. Es kann mehr als einen Zeugen geben, die Wahl des Zeugen ist
beliebig.

e Die Matrizen sind in Deckung.

In der Tabelle TOP-WITNESS wird nun fiir jeden Wert 0 < 7, < m entweder
die Position eines Zeugen relativ zur verschobenen Matrix, oder — falls die Ma-
trizen bei einer Verschiebung um (¢, j) in Deckung sind — der Wert (m,m) als
Platzhalter eingetragen. Die Symmetrievektoren im ersten Quadranten sind
somit genau diejenigen (7, ), bei denen der Pseudozeuge (m,m) eingetragen
wurde.

Verschiebt man die obere Matrix nach oben, so ergibt sich dquivalent die Ta-
belle BOTTOM-WITNESS, welche die Symmetrievektoren des zweiten Quadranten
enthalt.

2.2 Grundidee des Algorithmus

In einer schnellen Losung des zweidimensionalen Suchproblems wiirde man fiir
jede Position des Suchmusters im Text vergleichen, ob dieser dort mit dem
Suchmuster iibereinstimmt. Man geht also davon aus, dass jede Position auch

13
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Abbildung 6: radiant periodic Matrix mit weiteren markierten Source-Punkten

—
(-}
—
(-}

1 1 0
2 O 2 1
3 3 O 2
4 4 3
5 5 4

Ot

TOP-Witness|1,2](1,1)

Abbildung 7: Witness-Eintrag fiir (4, j) = (1,2) und (r,c) = (1,1)

eine mogliche Fundstelle sein konnte.

Amir, Benson und Farach machten jedoch die Beobachtung, dass nicht alle
Positionen im Text als Fundstellen in Frage kommen[5]. Uberlappen sich die
Suchmuster an zwei Positionen und sind sie im Bereich der Uberschneidung
nicht identisch, so konnen nicht beide Positionen auch Fundstellen sein. Es
miissen also nicht an beiden Positionen Vergleiche des Suchmusters mit dem
darunter liegenden Text durchgefiihrt werden.

In diesem Fall kann durch eine vorher fiir das Suchmuster konstruierte Witness-
Tabelle (Zeugentabelle) in konstanter Zeit eine Position bestimmt werden, an
dem sich die beiden Suchmuster unterscheiden. Durch den Vergleich dieser
Position (des sogenannten Zeugen) mit dem unter den Mustern liegenendem
Text kann dann ermittelt werden welches der beiden Suchmuster nicht mit dem
Text iibereinstimmt und somit als Fundstelle ausgeschlossen werden kann. Die-
ses Suchmuster braucht nicht weiter betrachtet zu werden.

14
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Mit dieser Idee ist es moglich vor der eigentlichen Suche die Anzahl der mogli-
chen (und damit zu untersuchenden) Positionen stark einzuschrianken, da sich
die Muster hier in den iiberlappenden Bereichen in Deckung befinden miissen.
Da sich in den moglichen Positionen die Fundstellen im Bereich der Uberschnei-
dung nicht unterscheiden, kann auferdem vermieden werden, ein Zeichen im
Text mehrfach, also mit Zeichen aus verschiedenen Fundstellen, zu vergleichen,
da bereits verglichene Textpositionen markiert und im weiteren Verlauf iiber-
sprungen werden kénnen. In der endgiiltigen Suche werden somit nur maximal
n? Vergleiche bendotigt.

15



KAPITEL 2 Algorithmus von Amir, Benson und Farach

2.3 Vorverarbeitung des Suchmusters
2.3.1 Der Algorithmus von Main und Lorentz

Zur Vorverarbeitung des Suchmusters stellen Amir, Benson und Farach in ihrer
Arbeit|5]| einen einfachen Algorithmus vor, in dem sie versuchen das zweidi-
mensionale Problem auf ein Problem der eindimensionalen Zeichenkettensuche
zuriickzufiihren.

Die Grundvoraussetzung ist eine Idee aus einer Arbeit von Main und Lorentz[20]:

Algorithmus A: max_prefix(W,T)
Der Algorithmus max_prefix erhilt als Eingabe eine Zeichenkette
T = toty...t,_1 der Lange n und eine Zeichenkette W = wow;...w,, der
Lange m. Hieraus wird eine Tabelle max_prefix[0..n-1] erzeugt. Dabei
ist max prefix[i] die Linge des langsten Prifixes von W, welches in der
Zeichenkette T' beim Zeichen t; beginnt (sieche Abbildung 8).
©

W-ABABABC
T—CABAA

Ippattern =7 0 4 0 2 0 0
Iptext =0 3 0 1 1

max_ prefix =03 0 1 1

Abbildung 8: max_ prefix

Main und Lorentz geben einen zweigeteilten Algorithmus an, welcher dieses
Problem in einer Zeit von O(n) 16st.
Im ersten Algorithmus 1ppattern wird zunéchst max_prefix (W,W) berechnet.
Aus der hieraus erhaltenen Tabelle wird mit dem leicht abgeénderten Verfah-
ren lptext dann die endgiiltige Tabelle zu max_prefix (W,T) ermittelt (siehe
Abbildung 9 auf der nichsten Seite).

Da die Teilalgorithmen beide auf derselben Idee, einer Variation des Algo-
rithmus von Knuth, Morris und Pratt[17] beruhen, werden sie hier nur am
Beispiel von lppattern beschrieben.

Der Algorithmus baut die Tabelle vom ersten zum letzten Eintrag auf, es ist
nicht notig innerhalb des Algorithmus noch einmal einen bereits ermittelten
Wert abzuéndern. Trivialer Weise ist der Wert von lppattern[0] immer m
und wird daher in den folgenden Uberlegungen nicht weiter betrachtet. An-
genommen lppattern[1]..1ppattern[i-1] wurden schon berechnet und es
soll nun ein Wert fiir 1lppattern[i] ermittelt werden. Sei auflerdem ange-

16
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nommen es wurde bereits jenes k im Bereich 1 < k < ¢ notiert, welches den
Wert von k + lppattern[k| maximiert. Ist nun ¢ kleiner als k£ + lppatternlk],
so kann der bereits bekannte Wert von lppattern[i-k] zur Berechnung von
lppattern[i] benutzt werden:

f—— —

k i ki k i
0123456 0123456 0123456
[ABABAB|C|] |[ABABABC| |ABAB|AB|[C]

A|B A BJ|A /ABABAB A B|A B|A

A B A[B [ABABA A BJ|A
Fall 1: Fall 2: Fall 3: }_L.‘
|x|=3 |x|=-1<0 |x|=2>0
Ippattern|i-k|=0<|x|  lppattern|i-k|=0>|x| Ippattern|i-k|=4>|x]|
Ippattern|k|=4 Ippattern|k|=0 Ippattern[k|=4
Ippattern|i|=0 Ippattern|i|=4 Ippattern|i]=2

Abbildung 9: Die Félle von lppattern

Befindet sich 7 unterhalb dieser Schranke, dann ist die Teilzeichenkette

T 1= W;...Wet1ppatternx]—1 Mit der Zeichenkette w;_...w1ppatternx) identisch.

Im Folgenden meint |z| die Linge der Zeichenkette z. Liegt das Ende der Zei-
chenkette vor deren Anfang, so ist || negativ!

Ist 1ppattern[i — k| < |z|, so gilt folglich 1ppattern[i] = lppattern[i — K|
(Fall 1).

Ist andererseits lppattern[i — k| > |x|, so muss lppattern[i] mindestens so
grof wie |z| sein, in diesem Fall konnen bei positivem x also |z| Vergleiche
eingespart werden (Fall 2,3).

Algorithmus B: lppattern (W)
W sei eine Zeichenkette der Ldnge m mit Endzeichen, jeder Vergleich mit
w,, fithrt somit zum Misserfolg.
Es wird die Tabelle 1ppattern[0]...1ppattern[m-1] wie oben beschrieben
ausgegeben.

/* Initialisierung */
lppattern[0] :=m;
/* Bestimmung von lppattern[1] */
j:=0;
while(w[j] == w[j+1])

ji=jee;

17



KAPITEL 2 Algorithmus von Amir, Benson und Farach

lppattern[1]:=j;
k:=1;
/* Bestimmung der restlichen Eintrige */
for(i:=2 to m-1) {
|x|:=k+lppattern[k]-i;
if (1ppattern[i-k] < [x[|) {
lppattern[i] :=1ppattern[i-k]; /* Fall 1 %/
} else {
if(j >= k+lppatternl[k])
j:=0 /* Fall 2 x/
else
ji=lxl; /* Fall 3 */
while(w[j] == w[j+i])
ji=iH
lppattern[i] :=j;
k:=1;

©
Anmerkung:

e Der erste Eintrag enthilt trivialer Weise immer die Gesamtlange von W.

e Der zweite Eintrag muss in jedem Fall vor der Bestimmung der restlichen
Eintrige komplett “ausgezahlt” werden, da es noch keine Vorinformatio-
nen gibt.

e In Fall 2 ist |z| negativ. Es sind also keine Vorinformationen vorhanden.

e In Fall 3 beginnt die “Zahlung” erst ab |z|, da bis hierhin bereits “ausge-
zahlt” wurde.

Theorem 1:
Der Algorithmus lppattern bendétigt eine Zeit von O(m).

Beweis:
In jedem Durchlauf der inneren while-Schleife wurde das Zeichen w[j + i
noch nie erfolgreich mit einem anderen Zeichen aus W verglichen. Da es nur
m Zeichen in W gibt, kann es folglich auch insgesamt nur m Durchldufe mit
positivem bzw. negativem Test geben.
Also ergibt sich insgesamt fiir die duflere for-Schleife und damit fiir den
Algorithmus die angegebene Laufzeit. O
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Durch kleine Anderungen des Algorithmus erhilt man lptext:

Algorithmus C: 1lptext(W,T,lppattern)
W bzw. T seien Zeichenketten der Linge m bzw. n mit Endzeichen, jeder
Vergleich mit w,,, bzw. t,, fiihrt somit zum Misserfolg.
lppattern sei die vom gleichnamigen Algorithmus erzeugte Tabelle.
Es wird die Tabelle 1ptext[0]...1ptext[n-1] ausgegeben, diese entspricht
der gesuchten Tabelle max_prefix.

/* Bestimmung von lptext[0] */
j:=0;
while(w[jl == t[j1)
ji=jee;
lptext[0] :=j;
k:=0;
/* Bestimmung der restlichen Eintrige */
for(i:=1 to n-1) {
|x|:=k+1lptext[k]-i;
if (1ppattern[i-k] < [x[|) {
lptext[i] :=1ppattern[i-k];
} else {
if(j >= k+lptext[k])
j:=0;
else
jr=Ixl;
while(w[j] == t[j+i])
ji=jH;
1ptext[i]:=j;
k:=1

Theorem 2:
Der Algorithmus 1ptext bendétigt eine Zeit von O(n).

Beweis:
Analog zum Beweis der Laufzeit von lppattern. OJ
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Theorem 3:
Der Algorithmus max_prefix lisst sich in einer Zeit von O(n) realisieren.

Beweis:
Fiir den Algorithmus von Main und Lorentz folgt eine Gesamtlaufzeit von
O(m + n). Da im Allgemeinen m > n gilt, geniigt es im Algorithmus
lppattern die ersten n Elemente zu berechnen, da Eintrige grofer n nicht
mehr fiir den Algorithmus 1ptext bendtigt werden.
Hierdurch ldsst sich die Laufzeit auf O(2n) = O(n) senken. O

2.3.2 Berechnung der Witness-Tabellen

A A ]2

O i=2 O

X

X

Abbildung 10: Einzelnes Muster und Verschiebung um (7, j) = (2, 2)

Man stelle sich vor, zwei identische Muster ldgen wie in Abbildung 10 iiber-
einander. Im Adhoc-Verfahren wiirde man nun alle iibereinander liegenden
Zeichen miteinander vergleichen, in diesem Fall wéiren das 16 Vergleiche unter
der Annahme, die Muster wiirden iibereinstimmen.

Schafft man es jedoch ohne grofsen Aufwand zuerst die iiberlappenden Zeilen
(anstelle der einzelnen Zeichen) miteinander zu vergleichen und bestimmt erst
bei Nichtiibereinstimmung die Fehlerstelle innerhalb der entsprechenden Zeile,
so kiime man im vorliegenden Beispiel unter gleicher Annahme auf nur maxi-
mal 4 Zeilen- und 4 Einzelvergleiche.
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Der folgende Algorithmus leistet dies:

Algorithmus D: Witness-Berechnung
Gegeben sei ein Muster P der Dimension n x n. Die Spalten seien mit
7 =0...m — 1 und die Zeilen mit ¢ = 0...m — 1 durchnummeriert.

Fiir jede Spalte j = 0...m — 1:

1. Sei w; das Prifix der Zeile ¢ von P mit der Linge m — j. Dann ist
W diejenige Zeichenkette, die durch aneinander hingen von wy...w,, 1
entsteht. Hierbei seien die w; nicht als einzelne Zeichenketten, sondern
als jeweils ein Zeichen zu interpretieren.

2. Sei t; das Suffix der Zeile ¢+ von P mit der Lange m — j. Dann ist
T diejenige Zeichenkette, die durch aneinander hangen von tg...t,, 1
entsteht. Hierbei seien die ¢; nicht als einzelne Zeichenketten, sondern
als jeweils ein Zeichen zu interpretieren.

3. Bestimme nun die Tabelle max_prefix fiir die Prifixe von W inner-
halb von 7. Beachte hierbei, dass die w; und t; jeweils als Zeichen
und nicht als Zeichenkette zu betrachten sind!

4. Fiir jede Zeile 7 von P:

(a) Wenn max_prefix[i] = m — i gilt, dann ist eine Position gefunden,
an der die Muster iibereinstimmen und es wird

TOP —WITNESS|i, j] := (m, m) gesetzt.

(b) Ansonsten:
Sei [ die Linge des gemeinsamen Prifixes von T nay prefix[s Und
Whax  pretixfi], NUN als Zeichenketten und nicht mehr als einzelne

Zeichen interpretiert.
Dann gilt TOP — WITNESS|i, j| = (max_prefix][i],[).

Zur Berechnung der BOTTOM — WITNESS benutzt man eine nahezu
identischen Algorithmus. Hier werden W und T mit W = w,,,_1w,,_2...wq
und T = t,,_1t,,_9...ty initialisiert. Ist eine Fehlerstelle gefunden, so gilt

BOTTOM — WITNESS|i, j] = (m —max_prefix[i] —1,[).

Erklirung:

Das Muster wird zu Beginn des Algorithmus zweimal erstellt und deckungs-
gleich iibereinander gelegt. In jedem Durchlauf wird es anschliefend um je eine
Position weiter nach rechts verschoben (j wird um eins erhoht).

Die w; und die t; sind jeweils diejenigen Abschnitte des Muster, welche sich
ohne vertikale Verschiebung (d.h. ¢ = 0) iiberlappen.
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Aus diesen Zeilenabschnitten werden nun die Zeichenketten W und T gebildet
und max_prefix berechnet. In Abbildung 10 auf Seite 20 wiirden sich so diese
Ketten ergeben:

1= 0 1 2 3 4 D
W=1]1X X| X X0|X X| X X

T=] X X |[X0X| X X | X X
max_prefix[i]=| 0 0 0 0 0 1

Nun wird das Suchmuster nach unten verschoben (d.h. i erh6ht). Dabei gelan-
gen die letzten ¢ Zeilen aus W und die ersten ¢ Zeilen aus 7" aus dem Bereich
der Uberdeckung heraus.

max_prefix gibt an, wie viele der ersten Zeilenabschnitte von ¢;,¢;11,...,t,1
mit den Zeilenabschnitten wg, wy, ..., w,,_1 iibereinstimmen.

Gilt max prefix[i] = m — i, so stimmt der Suffix von 7" ab ¢; mit W iiberein,
die beiden Muster sind also an der aktuellen Position deckungsgleich. Nach
der Definition der Witness-Tabelle wird somit TOP-WITNESS[i,j| auf (m,m)
gesetzt.

Ansonsten ist max prefix[i] die erste Zeile, ab der die sich iiberlappenden
Bereiche der beiden Muster nicht mehr iibereinstimmen und kann als horizon-
taler Anteil fiir diese Position in die Witness-Tabelle eingetragen werden. Der
vertikale Anteil ergibt sich genau zur Position [ des ersten Zeichens, welches in-
nerhalb dieser Zeile im Bereich der Uberdeckung vom zweiten Muster abweicht.

Sei zum Beispiel j = 2 und ¢ = 2 (siehe Abbildung 10 auf Seite 20).

Dann gilt max prefix[i] = 0 # 4 = m — i. Also gibt es gleich bei Zeile 0 im
verschobenen Suchmuster eine Abweichung. Der iiberlappende Anteil dieser
Zeile ist “XO X7, der korrespondierende Anteil des zweiten Suchmusters ist
“X X" Der gemeinsame Prifix dieser Zeichenfolgen ist “X”, sie unterscheiden

sich also ab Position [ = 1. Somit ist TOP-WITNESS|2,2|=(0,1).

Die Berechnung der Bottom-Witness erfolgt nach dem gleichen Prinzip. Da
hier jedoch das zweite Suchmuster nach oben verschoben wird ergeben sich die
im Algorithmus genannten Abweichungen.

Theorem 4:
Der Algorithmus benétigt eine Zeit von O(m?logo).

Beweis:
Der Algorithmus max_prefix bendtigt eine Zeit von O(m). Hier wird aller-
dings davon ausgegangen, dass der Vergleich von zwei Zeichen in konstanter
Zeit erfolgt.
Um diese Voraussetzung zu erfiillen, kann man zu Beginn des Witness-
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Algorithmus einen Suffix-Baum aus den aneinander gehéngten Reihen des
Suchmusters erstellen|23| und diesen fiir die Suche von kleinsten gemeinsa-
men Vorfahren (least common ancestor, LCA) vorbereiten. Der LCA zweier
Zeichenketten ist gleichzeitig deren ldngstes gemeinsames Prifix[19], ist er
genauso lang wie die Ketten, so sind diese folglich identisch.

Der Aufbau eines solchen Suffix-Baums kann in O(m?logo) erfolgen. Die
Vorbereitung auf LCA-Abfragen ist in einer linearen Zeit moglich, die Ab-
frage der Vorfahren geschieht dann wie bendétigt in konstanter Zeit|16].
Die Suche nach der Linge des lingsten gemeinsamen Prifix (—LCA) im
vierten Schritt kann mit diesem Verfahren ebenfall in konstanter Zeit erfol-
gen.

Insgesamt wird der Suffix-Baum nur einmal aufgebaut, der Algorithmus
max_prefix wird fiir jede der m-Spalten je einmal benotigt.

Die Witness-Berechnung wird einmal fiir die Tabelle TOP-WITNESS und
einmal fiir die Tabelle BOTTOM-WITNESS durchgefiihrt.

Es folgt die angegebene Laufzeit. O

Anmerkung:
Insgesamt ergeben sich fiir das Muster aus Abbildung 10 auf Seite 20 die fol-
genden Witness-Tabellen:

TOP —WITNESS :

0 1 2 3 4 b}
0](6,6) (0,0) (2,0) (0,0) (0,0) (0,0)
11(0,0) (1,2) (0,0) (0,0) (6,6) (0,0)
21(0,0) (0,0) (0,1) (0,0) (0,0) (6,6)
31(2,3) (0,0) (0,0) (6,6) (0,0) (0,0)
41(0,0) (6,6) (0,0) (0,0) (6,6) (0,0)
51 (0,0) (0,0) (6,6) (0,0) (0,0) (6,6)

BOTTOM —WITNESS :

0 1 2 3 4 5
0](6,6) (5,1) (5,0) (2,0) (5,1) (5,0)
15,1 (50 (3,1) (51) (5,0) (6,6)
21(5,0) (4,2) (5,1) (5,0) (6,6) (4,0)
31(5,3) (5,1) (5,00 (5,0) (5,1) (5,0)
41 (5,1) (5,0) (6,6) (5,1) (50) (6,6)
5| (50) (6,6) (5,1) (50) (6,6) (6,6)
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2.4 Bearbeitung des Textes

Die eigentliche Suche lduft in zwei Schritten ab. Zunichst werden von allen
Positionen im Text, an denen das gesuchte Muster liegen kdnnte, diejenigen
gesucht, welche paarweise “konsistent” sind.

Konsistenz bedeutet, dass die Kandidaten in allen Positionen, in denen sie sich
iiberlappen, identisch sind, sich also in Deckung befinden.

Im zweiten Schritt werden dann unter den verbliebenen Kandidaten diejenigen
bestimmt, welche tatsichlich die gesuchten Textstellen sind.

Die Konsistenz soll nun mit den Begriffen der Witness-Theorie definiert wer-
den:

Definition 1:
Sei T" ein Text und P ein Suchmuster. P habe seinen Ursprung an der
Position T'[7, j] im Text und sei vollstdndig im Text enthalten.
Dann wird diese Position von P in T' Kandidat (in T') genannt und mit (¢, )
bezeichnet.

Im Folgenden werden sowohl diese gesuchten Muster im Text als Ganzes, als
auch die Positionen an denen ihr Ursprung im Text liegt, als “Kandidaten”
bezeichnet. Die jeweilige Bedeutung ist dem Kontext zu entnehmen.

Definition 2:
Seien (r,¢) und (x,y) zwei Kandidaten in T" der Art, dass ¢ < y, dann sind
(r,¢) und (z,y) konsistent, wenn gilt:
1. Fall (r <z, z—r <m):
TOP —WITNESS[x —r,y —c| = (m,m)
2. Fall (r >z, r—x <m):
BOTTOM — WITNESS|r —z,y — ¢|] = (m,m)
In den Fillen (r < x, x —r > m) und (r > x, r — z > m) finde keine
Uberschneidung der Muster statt. In diesem Fall ist die Konsistenz trivialer
Weise gegeben.
Sind (7, ¢) und (x,y) konsistent, so wird dies mit (r,¢) ~ (z,y) bezeichnet,
ansonsten mit (7, c¢) % (z,y).

Anmerkung:

e (|z —r|,y — ¢) ist genau die Verschiebung der beiden Muster unterein-
ander. Ist diese gleich (m,m), so gibt es nach Definition der Witness-
Tabellen keine Position innerhalb der Uberlappung dieser Muster, an
denen die Zeichen nicht iibereinstimmen.
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e Die Voraussetzung ¢ < y kann immer erfiillt werden, gilt sie nicht, so
werden die Kandidaten vertauscht. Der Grund dieser Bedingung sind
die Symmetrieiiberlegungen, welche zur Einschrinkung der Betrachtung
von 4 auf 2 Quadranten fiihrten (siehe Seite 11 bzw. [4]).

Offensichtlich ist es von Vorteil in moglichst wenigen Schritten mdoglichst viele
inkonsistente Kandidaten zu eliminieren. Der Algorithmus nutzt hierzu die
Transitivitiat der Konsistenz aus:

Lemma 1: top-transitiv
Fiir alle 1 <r; <1y <73 < nund fiir alle 1 <c¢; < ¢y < ¢35 <n gilt:
Gilt (rq,c1) ~ (r2,c2) und (rg, ca) ~ (3, c3),
dann gilt auch (r1,¢1) ~ (73, ¢3).

Beweis:
Angenommen unter den Voraussetzungen des Satzes gelte (ry, ¢;) o (13, c3).
Dann gibt es ein x < m — r3 4+ r; und ein y < m — ¢3 + ¢; der Art, dass
Plz,yl # Pl +rs —ri,y + 3 — a1l. (*)
Es gilt aulserdem rg > 7.
Hieraus folgt x +r3 > round m > x +1r3 —ry > ry — 71,
Andererseits gilt m >y +c3 —c1 > ¢ — 4.
Da (r1,¢1) ~ (re, ¢) folgt Plz+rs—ri, y+ez—c] = Platry—ra, y+cz—ca.
Mit der gleichen Uberlegung folgt Pz, y] = Pz 413 — 79,y + c3 — 3] aus
(r3,c3) ~ (rg,ca).
Insgesamt ergibt sich somit Plz,y] = Plx + 135 —ri,y + ¢35 — ¢1].
Dies ist ein Widerspruch zu (x). Es folgt die Behauptung. U

Lemma 2: bottom-transitiv
Fiir alle 1 <r; <ry <r3 <nund fiir alle 1 <3 < ¢y < ¢ <n gilt:
Gilt (ry,¢1) ~ (12, c2) und (rg, co) ~ (13, c3),
dann gilt auch (r1,¢1) ~ (73, c3).

Beweis:
Analog zum vorherigen Lemma. 0
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2.4.1 Eindimensionaler Konsistenz- Algorithmus

Zunéchst soll ein Algorithmus vorgestellt werden, der die Positionen aller kon-
sistenten Kandidaten ermittelt, welche in einer gegebenen Spalte ihren Ur-
sprung haben.

Algorithmus E: col_cons_check(c)
Gegeben sei ein Suchmuster P mit berechneter Witness-Tabelle und ein
Text T'. Das Suchmuster habe die Grofse mxm, der Text habe die Grofe
nxn.
Sei ¢ die Spalte von T, fiir die eine doppelt verkettete Liste S konsistenter
Positionen von 7' bestimmt werden soll.
S sei mit der Position (n —m, ¢) initialisiert.

Fiir alle Zeilen r =n —m — 1...0:
1. (z,c) sei der letzte Eintrag in S.
2. Uberpriife (r,¢) und (z,c) auf Konsistenz.
3. Bei Konsistenz fiige (r,c¢) am Ende von S ein.
4. Ansonsten:

(a) Ermittle mit Hilfe der Witness-Tabellen ein Zeichen welches in (7, ¢)
und (x, ¢) nicht iibereinstimmt.

(b) Vergleiche diese Zeichen mit dem korrespondierenden Zeichen im
Text.

(c) Stimmt (z,¢) an dieser Stelle nicht mit dem Text iiberein, dann
l6sche (z,c) aus S.

(d) Tst S nun leer, dann fiige (r,c¢) ein. Wenn nicht, dann vergleiche
(r,c) an dieser Stelle mit dem Text. Stimmen die Zeichen iiberein,

dann fahre mit demselben r, aber dem neuen letzten Element von
S bei Schritt 1 fort.

Gib S zuriick.

Erklirung:

Das Suchmuster wird am “unteren Ende” der Spalte ¢ im Text positioniert.
Da das Muster m und der Text n Zeichen hoch ist, entspricht dies genau dem
Wert n—m. Da ein einzelner Kandidat zu sich selbst trivialer Weise konsistent
ist, wird S entsprechend mit (n — m, c¢) initialisiert.

Ein Muster wird nun an die letzte Position aus S gelegt. Ein zweites Muster
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wird eine Zeile dariiber positioniert und in jedem Schritt (also bei jeder Er-
niedrigung von r) um eine Zeile weiter nach oben verschoben.

Sind die beiden Muster konsistent, so ist das zweite Muster wegen der Transi-
tivitdt der Konsistenz auch mit allen anderen Elementen aus S konsistent. Es
kann also in S eingefiigt werden.

Anderenfalls ist mindestens eines der Muster an einer Position, in der es keine
Fundstelle im Text reprisentiert.

Durch die Witness-Tabelle ist eine Position bekannt, an der sich die beiden
Muster in ihrem iiberlappenden Bereich unterscheiden. Die entsprechenden
Zeichen werden mit dem Text an der entsprechenden Stelle verglichen.

Passt der Text nicht zum ersten Muster, so wird dessen Position aus S ge-
l6scht, da es sich in keinem Fall um eine Fundstelle handeln kann. Damit ist
jedoch nicht automatisch der zweite Kandidat mit den anderen Eintrdgen aus
S inkonsistent. Mit diesem Kandidaten und der neuen letzten Position aus
S wird nun bei Schritt 1 fortgefahren, um seine Konsistenz mit den iibrigen
Kandidaten aus S zu testen.

Passt das Zeichen aus dem ersten Muster zum Text, so kann der neue Kandidat
(r,¢) keine Fundstelle im Text sein. Das zweite Muster wird nun eine weitere
Zeile nach oben verschoben (r wird verringert).

Wenn S im Laufe dieses Verfahrens keine Elemente mehr enthélt, so wird
es mit dem Muster an der aktuellen Position (7, ¢) initialisiert. Dieses ist tri-
vialer Weise mit sich selbst konsistent, die Eigenschaft von S nur konsistente
Elemente zu enthalten bleibt damit erhalten.

Anmerkung:

e Sind zwei Kandidaten inkonsistent, so konnen nicht beide eine Fund-
stelle im Text darstellen. Durch den Abgleich mit dem Text iiber die
Witness-Tabellen wird in jedem Fall ein Kandidat entfernt, welcher kei-
ne Fundstelle ist. Auf diese Weise wird nie eine Fundstelle geldscht!

e Die Konsistenz der Positionen wird mit Hilfe von Definition 2 auf Sei-
te 24 bestimmt.
Da in diesem Algorithmus immer y = ¢ und r < x gilt, reduziert sich die
Abfrage auf:
(r,c) ~ (xz,¢) & TOP —WITNESS[x —r,0] = (m,m)
Dabei ist besonders zu beachten, dass die Kandidaten trivialer Weise
konsistent sind, wenn x — r > m.
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e Im Fall (r,¢) # (z,c) ergeben sich die nicht korrespondieren Zeichen zu:
Pli, j] fiir das Zeichen im Muster an der Position (z, ¢)
Pl(x —r) +14,0 + j] fiir das Zeichen im Muster an der Position (r,c)
T|x 4 i,c+ j] fiir das Zeichen im Text
mit (i, ) := TOP — WITNESS[z — r,0]

e Sind zwei Kandidaten bei diesem Algorithmus um mehr als m Zeilen
voneinander entfernt, so iiberschneiden sie sich nicht und sind trivia-
ler Weise konsistent. Der untere Kandidat wird also in .S gelangen und
ist mit jedem weiteren (héherem) Kandidaten ebenso trivial konsistent.
Samtliche Konsistenztests werden sich in diesem Fall nur noch zwischen
Positionen oberhalb des unteren Kandidaten vollziehen.

e Die doppelt verlinkte Liste ist notwendig um die Laufzeit des Algorith-
mus zu senken.

I

14 X X X110 X

19 X X X X X

Abbildung 11: Beispielmuster und -text
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Beispiel 1:

Beispielsweise soll nun S fiir Spalte 3 bestimmt werden:

Sei ¢ = 3. Seien P und 7" wie in Abbildung 11 auf der vorherigen Seite gegeben.
Die Witness-Tabellen von P wurden bereits berechnet (Seite 23).
n=20,m=6,=m—n=20—6=14. Also S := (m —n,c) = (14, 3).

r=13 (=m—n—1):

(r,c) = (13,3), (z,c) = (14,3)

TOP — WITNESSz — r,0] = TOP — WITNESS[L,0] = (0,0) =: (4, j)

= (r,¢) # (z,¢)

korrespondierendes Witness-Zeichen in (x, ¢): Pli, j| = P|0,0] =“X”"
korrespondierendes Zeichen in (r,¢): P[(x —r)+14,0 + j] = P[1,0] ="
korrespondierendes Zeichen im Text: Tz + i, ¢+ j] = T[14,3] ="

Das Zeichen aus dem Muster bei (x, ¢) und das Zeichen im Text stimmen nicht
tiberein. Losche (z,c) aus S.

S ist nun leer, fiige (7, ¢) ein und fahre mit dem néchsten r fort.

S = (13,3)

r=12:

(r,c) = (12,3), (x,c) = (13,3)

TOP —WITNESS[1,0] = (0,0) =: (i,7) = (r,¢) % (x,¢)
korrespondierendes Witness-Zeichen in (x,¢): “X”
korrespondierendes Witness-Zeichen in (r,¢): «”
korrespondierendes Zeichen im Text: “”

Losche (z,c¢) aus S.

S ist nun leer, fiige (r,¢) ein und fahre mit dem néchsten r fort.
S = (12,3)

r=11:

(r,c) = (11,3), (x,c) = (12,3)

TOP —WITNESS[1,0] = (0,0) =: (i,7) = (r,¢) % (x,¢)
korrespondierendes Witness-Zeichen in (x,¢): “X”

korrespondierendes Witness-Zeichen in (r,¢): «”

korrespondierendes Zeichen im Text: “X”

Das Zeichen aus dem Muster bei (z, ¢) und das Zeichen im Text stimmen {iber-
ein, das Zeichen aus dem Muster bei (7, ¢) stimmt dementsprechend nicht mit
dem Text iiberein. Fahre mit dem néchsten r fort.

S = (12,3)

r = 10:
(r,c) = (10,3), (z,c) = (12,3)
TOP —WITNESS[2,0] = (0,0) =: (i,7) = (r,¢) % (x,¢)

korrespondierendes Witness-Zeichen in (x,¢): “X”
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W

korrespondierendes Witness-Zeichen in (r, ¢):
korrespondierendes Zeichen im Text: “X”
Fahre mit dem néchsten r fort.

S =(12,3)

r=9:

(r,e) =(9,3), (z,c) = (12,3)

TOP —WITNESS[3,0] = (2,3) =: (i,j) = (r,¢) % (x,¢)
korrespondierendes Witness-Zeichen in (x,¢): “O”
korrespondierendes Witness-Zeichen in (r,¢): “”
korrespondierendes Zeichen im Text: “ 7

Losche (x,c¢) aus S.

S ist nun leer, fiige (7, ¢) ein und fahre mit dem néchsten r fort.

S =(9,3)

Bei den folgenden Durchldufen dndert sich der Inhalt von S nicht, deshalb nun
weiter bei r = 3:

(Tu C) = (37 3)5 (I7C) = (973)

Nun miisste der Witness-Eintrag fiir [6,0] ermittelt werden. Da das Muster
jedoch nur 6x6 Zeichen grof ist, ist dieser Wert nicht definiert, trivialer Weise
gilt hier jedoch (r,¢) ~ (z,c¢).

Also wird (r,¢) am Ende von S eingefiigt.

S =1(9,3) — (3,3)

Dieser Wert, bleibt bis zum letzten Schritt erhalten:

S =(9,3) — (3,3)

r =0:

(Tu C) = (07 3)5 (I7C) = (373)

TOP — WITNESS[3,0] = (2,3) =: (i,§) = (r,¢) % (z, ¢)
korrespondierendes Witness-Zeichen in (z, ¢): “O”
korrespondierendes Witness-Zeichen in (r,¢): «”
korrespondierendes Zeichen im Text: “ ”

Losche (z,c¢) aus S. S ist nicht leer, weiter bei Schritt 1.
S =(9,3)

(T’ C) = (0’ 3)’ ([L’,C) = (973)

Trivialer Weise sind nun wiederum (r,¢) und (z, ¢) konsistent.
Also wird (r,c¢) am Ende von S eingefiigt.

S =1(9,3) — (0,3)
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Also sind fiir ¢ = 3 in diesem Beispiel (9, 3) und (0, 3) zwei konsistente Kandi-
daten.
Spater wird sich (9, 3) als eine Position des Musters im Text herausstellen. _

Theorem 5:
Der Algorithmus col_cons_check ist korrekt und bendétigt eine Zeit von

O(n).

Beweis:

Die Korrektheit ist aus den Erkldrungen in Verbindung mit Lemma 1 auf
Seite 25 ersichtlich.

Zur Laufzeit:

S kann in konstanter Zeit initialisiert werden. Jeder Konsistenztest erfolgt
iiber die Witness-Tabellen in konstanter Zeit. Fiir jede Zeile r in der Schleife
gibt es hochstens einen erfolgreichen Test auf Konsistenz. Fiir jeden negati-
ven Test wird entweder der aktuelle Kandidat (7, ¢) oder der oberste Kan-
didat aus S entfernt. Da die Anzahl der Kandidaten durch n beschrinkt ist
(streng genommen n — m), folgt die Gesamtlaufzeit zu O(n). O
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2.4.2 Zweidimensionaler Konsistenz-Algorithmus

Nachdem es nun moglich ist innerhalb einer Spalte vom Text 7" alle konsisten-
ten Kandidaten des Musters P zu ermitteln, muss der Algorithmus erweitert
werden, um nur jene Kandidaten zu erhalten, welche auch horizontal betrach-
tet paarweise konsistent sind.

konsistent . | konsistent

! ! Ift |

X X %+ (O|~— row
*
C|* C| * O
*
cur ‘ cur l
X * O |+=—row X
|
1ft
bottom up top down
Abbildung 12: Bottom Up und Top Down
Die Idee:

Es sei die Situation von Abbildung 12 gegeben.
Es gelte folgende Invariante fiir j > 4:

P(j) = die nicht geloschten Kandidaten in den
Spalten j,...,n — 1 sind paarweise konsistent

Die Kandidaten, welche sich im Text auf der rechten Seite der aktuellen Spalte
1 befinden, sind also alle konsistent.

Nun soll die Spalte ¢ hinzugenommen werden. Die Kandidaten innerhalb die-
ser Spalte (X bzw. C') sind bereits mit dem Algorithmus col_cons_check als
vertikal konsistent identifiziert.

Nun muss iiberpriift werden, ob diese Kandidaten auch mit allen Kandidaten
des rechten Bereichs konsistent sind. Aufgrund der Transitivitdt der Konsis-
tenz gilt:

Ist ein Kandidat C' aus der zu iiberpriifenden Spalte mit dem linken Kan-
didaten * einer Zeile aus dem schon verifizierten Bereich konsistent, so gilt
diese Eigenschaft fiir alle Kandidaten O aus dieser Zeile. Es geniigt also je-
weils der Vergleich mit einem Element einer Zeile. Im Algorithmus wird hierzu
das Element benutzt, “welches am weitesten links” liegt, also den kleinsten
Spaltenindex besitzt.
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Sind C' und * nicht konsistent, so kann nach einem Abgleich mit dem zugrunde
liegenden Text (wie schon bei col_cons_check) entweder der neue Kandidat
C oder aber x entfernt werden.

Wird * entfernt, so muss der Test mit dem néchsten Element aus dieser Spal-
te wiederholt werden. Wird C' entfernt, so kann man mit dem néchsthoheren
Kandidaten X in der aktuellen Spalte fortfahren.

Nach diesem Prinzip kann gewihrleistet werden, dass jeder Kandidat aus der
neuen Spalte mit jedem Kandidaten aus dem schon konsistenten Bereich un-
terhalb seiner eigenen Position konsistent ist. Diese Uberlegungen fiihren zum
Algorithmus bottom_up.

Es fehlt noch die Konsistenz der neuen Elemente mit allen dariiber liegenden
Kandidaten im konsistenten Bereich. Dies leistet der Algorithmus top_down,
der im Gegensatz zu bottom_up die neuen Kandidaten und die Zeilen aus dem
konsistenten Bereich von oben nach unten durchlduft.

Es folgt nun der eigentliche Algorithmus zur Ermittlung aller konsistenten
Kandidaten in einem zweidimensionalen Text. Dieser durchliuft den Text von
rechts nach links und fiigt jede neue Spalte wie beschrieben mit Hilfe von
bottom_up und top_down und unter Einhaltung der Invariante P hinzu.

Algorithmus F: cons_check
Fiir alle i = 0...n —m sei C; := col cons check(i) die Liste aller Kandida-
ten in der Spalte .
Fiir alle j = 0...n —m initialisiere eine leere doppelt verkettete Liste R; zur
Aufnahme von Kandidaten in der Zeile j.
Sortiere alle Kandidaten aus der Liste C),_,, in die Listen R; ein.

Fiir alle ¢ =n —m — 1...0:
1. bottom_up(i)
2. top_down (i)

3. Sortiere alle iiberlebenden Kandidaten aus C; entsprechend ihrer Zei-
lenkomponente in die Listen R; ein.

©

Anmerkung:

e Die Spaltenkomponente von Cj ist trivialer Weise immer i, die Zeilen-
komponente von R; immer j.

e Durch bottom_up(i) und top_down(i) werden, wie oben beschrieben,
alle Kandidaten eliminiert, welche nicht konsistent zu den iiber bzw.
unter ihnen befindlichen Zeilen sind.
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e In den R; befinden sich durch diesen Algorithmus nur Kandidaten, welche
rechts der aktuellen Spalte ¢ liegen.

e Spalten und Zeilen grofer als n — m bleiben unberiicksichtigt, da hier
keine vollstindige Uberdeckung durch das Muster méoglich ist und daher
Kandidaten an diesen Positionen keine Fundstellen sein konnen. Sie sind
nicht mehr vollstindig im Text enthalten.

e Am Ende dieses Algorithmus enthalten die C; und die R; nur noch paar-
weise konsistente Kandidaten.

Algorithmus G: bottom_up(c)
Der Algorithmus greift auf die Listen C; und R; von cons_check zu.
Sei cur ein Zeiger auf den untersten Eintrag von C..
Sei row = n — m die letzte verglichene Zeile.
Solange cur existiert:

1. Sei [ft ein Zeiger auf den Kandidaten in R,,, mit der kleinsten Spal-
tenkomponente.

2. Sind cur und [ft konsistent, oder ist R,,, leer, dann fahre mit der
néichsten Zeile fort: row := row — 1.

3. Sind sie nicht konsistent, dann

(a) finde eine Position (7,7) an der die Muster nicht iibereinstimmen
(aus der Witness-Tabelle)

(b) vergleiche die entsprechenden Zeichen aus cur und [ft mit dem
korrespondierenden Zeichen im Text um herauszufinden, welches
dieser beiden Muster in jedem Fall nicht als Fundstelle in Frage
kommt.

i. Kommt [ft nicht in Frage, dann entferne diesen Eintrag aus
den entsprechenden Listen C; und R;.

ii. Kommt cur nicht in Frage, dann entferne cur aus C., setze cur
auf den nichsthéheren Eintrag in C..

4. Wenn row kleiner als die Zeilenkomponente von cur ist (also row
“liber” cur), dann setze cur auf den néchsthéheren Eintrag von C..
Gibt es keinen hoheren Eintrag, so existiert cur nicht und der Algo-
rithmus bricht ab.

©
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1ft

Clr cui

Ift

1,j

bottom up top down

Abbildung 13: Vergleiche bei Inkonsistenz

Anmerkung:

Die rdumlichen Begriffe sind immer als Bezug des Kandidaten auf seine
Position im Text zu interpretieren.

In den R; befinden sich durch diesen Algorithmus nur Kandidaten, welche
rechts der aktuellen Spalte 7 liegen. [ ft liegt also auch immer rechts von
cur.

Der Konsistenztest erfolgt nach Definition 2 auf Seite 24. Da sich cur
immer links von [ ft befindet vereinfacht sich die Abfrage:

(¢rycc) ~ (lp, 1) & TOP —WITNESS|l, — ¢y, l. — c.] = (m,m)
mit (¢, ¢.) = cur und (I, 1.) := [ ft.

Im Falle einer Inkonsistenz werden die folgenden Zeichen verglichen (ver-
gleiche Abbildung 13):
Pli+ (I, — ¢),j + (I — c.)] fiir das Zeichen aus dem Muster bei cur
Pli, j] fiir das Zeichen aus dem Muster bei [ ft
Tli+1.,j+ 1] fiir das Zeichen im Text
mit (i,7) :==TOP — WITNESS|l, — ¢, 1. — c.]

Wird ein Element aus R, geloscht, dann wird beim néchsten Schleifen-
durchgang das néchste Element aus row mit cur verglichen. Dies wird
dadurch erreicht, dass in diesem Fall cur nicht weiter gesetzt wird.

Ist [ft konsistent zu cur, dann ist die ganze Zeile zu cur konsistent
(Transitivitit!).

st eine Zeile aus dem konsistenten Bereich mit cur konsistent, dann ist
sie auch mit jedem Element aus C, oberhalb von cur konsistent (Transi-
tivitat!). Aus diesem Grund muss jede Zeile nur einmal als konsistent zu
einem C. oberhalb dieser Zeile identifiziert werden. Deshalb wird selbst
bei Loschung von cur row nicht zuriickgesetzt.
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e Vorsicht Falle: Je nach Implementierung kann es notwendig sein das
nidchste cur zu bestimmen bevor man das aktuelle cur wegen Inkon-
sistenz 16scht!

Der Algorithmus top_down funktioniert im Prinzip genauso und sei nur der
Vollstandigkeit halber und ohne Kommentare hier angegeben:

Algorithmus H: top_down(c)
Der Algorithmus greift auf die Listen C; und R; von cons_check zu.
Sei cur ein Zeiger auf den obersten Eintrag von C..
Sei row = 0 die letzte verglichene Zeile.

Solange cur existiert:

1. Sei [ft ein Zeiger auf den Kandidaten von R,., mit der kleinsten
Spaltenkomponente.

2. Sind cur und [ft konsistent, oder ist R,,, leer, dann fahre mit der
néichsten Zeile fort: row := row + 1.

3. Sind sie nicht konsistent, dann

(a) finde eine Position (i, 7) an dem die Mustern nicht iibereinstimmen
(aus der Witness-Tabelle)

(b) vergleiche die entsprechenden Zeichen aus cur und [ft mit dem
korrespondierenden Zeichen im Text um herauszufinden, welches
dieser beiden Muster in jedem Fall nicht als Fundstelle in Frage
kommt.

i. Kommt [ft nicht in Frage, dann entferne diesen Eintrag aus
den entsprechenden Listen C; und R;.

ii. Kommt cur nicht in Frage, dann entferne cur aus C., setze cur
auf den néchsttieferen Eintrag in C..

4. Wenn row grofer als die Zeilenkomponente von cur ist, dann setze
cur auf den néchsttieferen Eintrag von C..
Gibt es keinen tieferen Eintrag so existiert cur nicht und der Algo-
rithmus bricht ab.

©

Anmerkung:
Es gelten dquivalente Uberlegungen wie zu bottom_up. Da sich jedoch [ ft im-
mer oberhalb von cur befindet, muss fiir den Konsistenzvergleich

BOTTOM — WITNESS|c, — ][l — c.] =: (i, ) betrachtet werden.
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Im Falle einer Inkonsistenz sind dann folgende Zeichen zu vergleichen (Abbil-
dung 13 auf Seite 35):
Pli — (¢, — 1), + (l. — c.)] fiir das Zeichen aus dem Muster bei cur
Pli, j] fiir das Zeichen aus dem Muster bei [ft
Tt +1,,j+ 1] fiir das Zeichen im Text

0 2 6 9 10

w N = O

12

n-m—14

19

Abbildung 14: Der Fall ¢c=6

Beispiel 2:
Fiir die Suche im Beispiel 11 auf Seite 28 ergeben sich zu Beginn des Algorith-
mus die folgenden Listen:

Co — (0,0) Cy— (1,1) Cy — (2,2)
C3 — (0,3) — (9,3) Cy— (0,4) Cs — (0,5)
Cs — (0,6) — (12,6) Cr — (1,7) Cs — (2,8)
Cy — (3,9) Cio — (0,10) — (7,10) C11 — (0,11)
Oz — (0,12) O — (1,13) Cra — (2,14)
Ry — (2,14)

Alle anderen Listen sind leer.
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Angenommen die ersten Durchldufe des Algorithmus sind bereits erfolgt, als
nichstes soll Spalte 6 bearbeitet werden. Es liegt die Situation aus Abbil-
dung 14 auf der vorherigen Seite vor, in den Listen sind die folgenden Werte
enthalten:

Co — (0,0) Cy — (1,1) Cy — (2,2)
C3 — (0,3) — (9,3) Cy— (0,4) Cs — (0,5)
Cs — (0,6) — (12,6) Cy — (3,9) Cyo — (7,10)
Rg — (3, 9) R7 — (7, 10)

1. Phase: bottom_up

cur — (12,6)

row:=n—m=20—-6=14

Ry, ist leer, setze row herab — Ri3 leer — - -+ — Ryy.

Nun steht row = 11 oberhalb von cur (Zeile 12). cur wird also auf den néchst-
héheren Eintrag von Cy in der aktuellen Spalte gesetzt:

cur — (0,6)

Ry leer — -+ — Ry,

Ry ist nicht leer, der am weitesten links liegende (und einzige) Eintrag von Ry
ist (7,10), setze [ ft := (7,10).

Priife auf Konsistenz: (0, 6) < (7,10)

Die Kandidaten sind trivialer Weise konsistent, fahre mit der néchsten row
fort: row = 6.

Rg leer — - -+ — R3.

lft:=(3,9)

Priife auf Konsistenz: (0, 6) L (3,9)

Die Kandidaten sind konsistent, fahre mit der nichsten row fort: row = 5.
Alle weiteren R, sind leer, bei row := —1 bricht der Algorithmus ab, da hier
row wieder iiber cur liegt. Nun miisste der néchste cur aus Cg gewéhlt werden,
es gibt jedoch keinen weiteren Eintrag in Cj.

2. Phase: top_down

cur — (0,6)

row := 0

Ry leer — R;.

Damit ist row unterhalb von cur, setze cur auf den néchsttieferen Eintrag von
Cs:

cur — (12,6)

Ry leer — .-+ — Ras.

Ry3 ist nicht leer, der am weitesten links liegende (und einzige) Eintrag von Rj
ist (3,9), setze [ft ;= (3,9).

Priife auf Konsistenz: (12, 6) ~ (3,9)

Die Kandidaten sind konsistent, fahre mit der nichsten row fort: row = 4.
R; leer — ... — Rj.
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Ift :=(7,10)

Priife auf Konsistenz: (12, 6) < (7,10)

Die Kandidaten sind konsistent, fahre mit der nichsten row fort: row = 8.
Alle weiteren R, sind leer, bei row := 13 bricht der Algorithmus ab, da hier
row unterhalb von cur liegt. cur miisste nun auf den néchsten Eintrag von Cj
gesetzt werden, dieser existiert jedoch nicht.

3. Phase: Einsortierung

Da beide Kandidaten in Cy konsistent waren und nicht geléscht wurden, wer-
den sie nun in die R; einsortiert. Die Listen C; bleiben unverdndert, die R;
ergeben sich nun zu:

Ro — (O, 6)

R3 — (3, 9)

R7 — (7, 10)

R12 — (12, 6)

Fahre nun mit dem néachsten 7 fort:
7:=5H

1. Phase: bottom_up
cur — (0,5)
row = 14

Ryy leer — -+ — Ryo.

Ift = (12,6)

Priife auf Konsistenz: (0, 5) L (12,6)

Die Kandidaten sind konsistent, fahre mit der nichsten row fort: row = 11.
Ryy leer — -+ — Ry,

Lft :=(7,10)

Priife auf Konsistenz: (0,5) < (7,10)

Die Kandidaten sind konsistent, fahre mit der nachsten row fort: row = 6.
Rg leer — --+ — Ras.

Ift:=(3,9)

Priife auf Konsistenz: (0, 5) L (3,9)

Die Kandidaten sind nicht konsistent!

Uberpriife mit Hilfe der Witness-Tabelle ob cur oder [ft nicht mit dem Text
iibereinstimmen, cur stellt sich als nicht iibereinstimmend heraus, [ ft passt an
dem in der Witness-Tabelle gegebenem Zeichen zum Text.

cur wird aus C entfernt.

Nun wird cur auf den néchsthoheren Eintrag in C5 gesetzt, da es keinen gibt
wird der Algorithmus beendet.
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In diesem Fall war der Kandidat bei cur ungiiltig. Da dieser noch nicht in
einem vorangegangenen Schritt in die R,.,-Listen iibertragen wurde, muss er
auch nur aus der Liste Cy,, geloscht werden. Wire der Kandidat bei [ ft un-
giiltig gewesen, so hitte dieser aus den C,,,- und R,,,-Listen gel6scht werden
miissen. Im néchsten Durchlauf des Algorithmus wére dann der nichste Kan-
didat innerhalb von R,,, mit C.,, verglichen worden.

Ein Beispiel fiir solch einen Fall ist der Vergleich von (0,12) mit (2,14) bei
Verarbeitung von Spalte 12.

2. Phase: top_down
Da C5 durch die letzte Phase nun keinen Kandidaten mehr enthélt gibt es kein
giiltiges cur und der Algorithmus bricht sofort ab.

3. Phase: Einsortierung

Da keine neuen Kandidaten gefunden wurden (Cj ist nun leer!) findet keine
Einsortierung von neuen Elementen in R; statt. Es ist aber zu beachten, dass
mittlerweile (0,5) aus C5 geloscht wurde, diese Liste ist nun also leer.

Die néchsten Schritte sollen nicht ndher gezeigt werden, nach Ablauf des ge-
samten Algorithmus verbleiben die folgenden paarweise konsistenten Kandida-
ten in den beiden Listen:

(0,6),(2,2),(3,9),(7,10), (9,3), (12,6) J

Theorem 6:
Der Algorithmus ist korrekt und benétigt eine Zeit von O(n?).

Beweis:
Wie in Algorithmus col_cons_check werden nur Kandidaten gelGscht, wel-
che nach einem Abgleich mit dem Text nicht als Fundstelle in Frage kom-
men. Es werden also explizit nie Fundstellen gelscht.

Um zu zeigen, dass nach Ablauf des Algorithmus nur paarweise konsistente
Kandidaten in R; (und somit auch in C;) verbleiben, seien zunéchst (rq, ¢p)
und (72, ¢z) zwei willkiirlich gewéhlte Kandidaten aus R; mit oBdA ¢; < co.
1. Fall: vy <y

Beweis per vollstindiger Induktion:

Es gilt die Invariante P(cq).

Annahme: Nach Bearbeitung der Spalte ¢; + 1 gilt P(c; + 1).

Die Kandidaten innerhalb der Spalte ¢; + 1 sind aufgrund von Theorem 5
auf Seite 31 paarweise konsistent. Sei (rq, ) der Kandidat mit der kleinsten
Spaltenkomponente aus R,, nach Bearbeitung von Spalte ¢y, der Art, dass
d > .
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Nach Lemma 1 auf Seite 25 geniigt es zu zeigen, dass (r1,¢1) ~ (r2,¢), da
(ra, ) ~ (12, ca).
Sei (', ¢1) der letzte Kandidat, mit dem (rq, ¢’) innerhalb von bottom_up (¢;)
verglichen wurde.

Behauptung: ' > r; und (1, ¢;) ~ (re, ).

Beweis:

Angenommen (17, ¢1) 7 (g, ¢’). Dann wird entweder (17, ¢;) oder (rq,¢’) von
der Liste der Kandidaten gel6scht.

Wird (rg, ) entfernt, so muss nun der Kandidat mit der néchsthdheren
Spaltenkomponente in R,, mit (1, ¢;) verglichen werden. Dies widerspricht
der Annahme, dass kein Element aus ¢; mit einem Kandidaten aus R, ver-
glichen wurde, der eine grofere Spaltenkomponente als (79, ¢’) hat.

Wird (7', ¢;) eliminiert, dann muss nun (r, ) mit dem Kandidaten aus ¢
mit der néchstniedrigeren Zeilenkomponente (also dem néchsthoheren Kan-
didaten) verglichen werden. Dies widerspricht jedoch der Annahme, dass
(r',c1) der letzte Kandidat in ¢; war, mit dem (79, ¢) verglichen wurde.

Um zu zeigen, dass r’ > r; gilt, geniigt die folgende Uberlegung:

Wiire r; > 1/, dann wére niemals (79, ') mit (1, ¢1) verglichen worden ohne
vorher (ry, ¢;) auf Konsistenz mit (rq, ) zu testen. Da jedoch keiner dieser
Kandidaten gestrichen wurde, miissten sie konsistent gewesen sein.

Dann wiren jedoch (re, ) und (r/, ¢;) nie verglichen worden. O

Damit ist gezeigt, dass (r1,c1) ~ (1, ¢1), (7', ¢1) ~ (re, ), (re, ) ~ (rg, c2)
gilt und aukerdem r; <7’ < ry und ¢; < < ¢y gelten muss. Mit Hilfe von
Lemma 1 auf Seite 25 ist damit der Beweis fiir diesen Fall erbracht.

2. Fall: r{ > rg
Der Beweis erfolgt analog mit der Prozedur top_down anstelle von bottom_up
und Lemma 2 auf Seite 25 anstelle von Lemma 1 auf Seite 25.

Die Komplexitiatsuntersuchung erfolgt mit dhnlichen Argumenten wie im
Beweis zu Theorem 5 auf Seite 31.

In bottom_up und bottom_down fiihrt jeder Vergleich zur Entfernung ei-
nes Kandidaten oder zu einer Verschiebung des cur-Zeigers. Da die obere
Schranke fiir die Anzahl von Kandidaten bei n? liegt (genauer: (n — m)?),
kann es auch hochstens n? Loschungen pro Prozedur geben. Eine Verschie-
bung von cur kann héchstens O(n) mal pro Prozedur erfolgen (Anzahl mog-
licher Kandidaten pro Spalte), jede Prozedur wird O(n) mal aufgerufen
(mogliche Anzahl von Spalten). Insgesamt ergibt sich also die behauptete
Laufzeit zu O(n?). O

41



KAPITEL 2 Algorithmus von Amir, Benson und Farach

2.5 Verifizierung der Fundstellen

Nun befinden sich in den Listen R; (und genauso in Cj;) nur noch Textstel-
len, welche paarweise konsistent sind. Die letzte Aufgabe des Algorithmus ist
es nun auf effiziente Weise diejenigen Kandidaten zu ermitteln, welche auch
wirklich mit dem Text {ibereinstimmen.

Die Konsistenzeigenschaft fiihrt zu folgender Erkenntnis:

Wird ein Zeichen im Text von zwei Kandidaten iiberdeckt, so geniigt es diese
Stelle mit einem der Kandidaten zu vergleichen. Das Ergebnis gilt dann analog
fiir beide Kandidaten, da sie an der betroffenen Stelle iiber dem Text iiberein-
stimmen.

Zur Ubersichtlichkeit wird zuerst nur der eigentliche Algorithmus vorgestellt.
Im Anschluss werden zur genaueren Beschreibung zwei Prozeduren préasentiert,
welche eine effiziente Implementierung gewéhrleisten.

Algorithmus I: verify

1. Markiere jedes Zeichen T'[r, ¢] im Text mit einem
Koordinatenpaar < 7, 7 >, welches angibt, mit welchem Zeichen im Such-
muster PJi, j] es verglichen werden muss.

2. Vergleiche jedes Textelement an der markierten Position mit dem gesuch-
ten Muster und markiere es bei Ubereinstimmung mit “wahr”, ansonsten
mit “falsch”.

3. Markiere jeden Kandidaten, welcher innerhalb seiner Uberlappung mit
dem Text ein “falsch” enthéilt mit einer “Defekt”-Marke.

4. Entferne jeden Kandidaten mit einer “Defekt”-Marke an seinem Ursprung
aus der Liste der Kandidaten.

Nun enthilt die Kandidatenliste alle Fundstellen des Musters im Text.
©

Anmerkung:

1. Textstellen, welche von keinem Kandidaten iiberlappt werden, erhalten
in Schritt 1 keinerlei Markierung

2. Die Markierung in Schritt 1 ist nicht eindeutig, da ein Zeichen im Text zu
verschiedenen Kandidaten (sogenannte “relevante Kandidaten”) gehoren
kann. Durch die Konsistenz der Kandidaten untereinander ist es jedoch
irrelevant auf welchen sich die Markierung bezieht, da es keinen Einfluss
auf das zu vergleichende Zeichen in Schritt 2 hat.
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3. Zur Markierung in Schritt 1 wird die Prozedur abf_wave_mark benutzt.

4. Schritt 1 und Schritt 2 konnen zusammengefasst werden, indem schon
bei Markierung eines Textelements der Vergleich aus Schritt 2 erfolgt.

5. Die Markierung im 3. Schritt erfolgt mit der Prozedur abf_wave_disc.

6. Ein Kandidat gilt in Schritt 4 nur dann als zum Entfernen markiert,
wenn sein Basiselement mit einer entsprechenden Marke versehen ist.

7. Der 3. und 4. Schritt kann wiederum zusammengefasst werden, indem
schon in abf_wave_disc die entsprechenden Kandidaten entfernt wer-
den.

Zur Markierung der Zeichen im Text mit den entsprechenden Koordinaten ei-
nes Zeichens im Suchmuster wird ein Prinzip benutzt, welches die Autoren
“The Wave” nennen[5]. Der Name kommt daher, dass dieses Prinzip seinen
Ursprung im Sport hat, wenn die Zuschauer die “Welle” bilden, in dem die
Zuschauerreihe, welche links neben einer stehenden Reihe sitzt, sich hinstellt
und die stehende Reihe sich daraufthin wieder setzt. Diese Welle setzt sich dann
durch das ganze Stadion fort.

Im folgenden Algorithmus wird nun das Muster spaltenweise (zeilenweise) von
links nach rechts und oben nach unten durchlaufen. Der Wert eines jeden
Zeichens hingt direkt vom Zeichen ab, welches eine Spalte (Zeile) vorher in
derselben Zeile (Spalte) bearbeitet wurde.

Hierdurch werden die Markierungen iiber den Text verbreitet (Abbildung 15).
Dabei wird dafiir gesorgt, dass die Ausbreitung der “Welle” auferhalb der Kan-
didaten, oder bei Uberschreitung der Grenze zu einem neuen Kandidaten, ver-
hindert wird.

0,0 0,10,2
1,0 1,11,2
0,0 2,0 2,10.0[0,10,2
1,0 1,11,2
2,0 2,12,2
Initialisierung SpaltenWelle ZeilenWelle

Abbildung 15: wave_mark
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Algorithmus J: wave_mark

1. Initialisierung: Markiere fiir jeden Kandidaten dessen Ursprung im Text
mit < 0,0 >.

2. SpaltenWelle:
Fiir alle Spalten c:
Fiir alle Zeilen r :=0...n — 1:
Besitzt T'[r, ¢] noch keine Marke und ist T[r — 1, ¢| definiert
und hat die Marke < 7,7 > und gilt e <m — 1,
dann markiere T[r, c] mit < i+ 1,5 >.

3. ZeilenWelle:
Fiir alle Zeilen 7:
Fiir alle Spalten ¢ := 0...n — 1:
Besitzt T'[r, ¢] noch keine Marke und ist T'[r, ¢ — 1] definiert
und hat die Marke < 7,7 > und gilt j <m — 1,
dann markiere T'[r,c] mit <i,j+ 1 >.

Anmerkung:

Die Funktionsweise ist mit Hilfe von Abbildung 15 auf der vorherigen Seite
einsichtig. Im ersten Schritt werden alle Marken vertikal nach unten verteilt.
Im zweiten Schritt findet dann die horizontale Verteilung nach rechts statt.
Dabei wird ausgehend vom Ursprung des Kandidaten an der entsprechenden
Stelle im Text jeweils die relative Position der Zeichen zum Text erhoht, bis
das “Ende” des Kandidaten erreicht ist, also bis j >=m bzw. 1 >=m.

Um Speicher zu sparen kann der Algorithmus auch dahingehend geéndert wer-
den, dass man nur jeweils eine Spalte im Speicher behilt und den Text spal-
tenweise von links nach rechts und innerhalb der Spalte von oben nach unten
durchlduft. Unterhalb der aktuellen Position enthélt die Spalte dabei die Ein-
trage der vorhergehenden Spalte. Ist die aktuelle Position in den C); enthalten,
so wird sie mit (0,0) markiert, ansonsten wird eine giiltige Markierung ober-
halb oder links von der Position gesucht und deren Markierung entsprechend
der Welle erweitert. Sollte dabei sowohl die Position oberhalb als auch die Po-
sition links der aktuellen Position giiltig sein, so wihlt man diejenige mit den
kleineren Markierungen. Ist auf diese Weise ein Index fiir die aktuelle Position
gefunden, so kann der Vergleich und somit die Markierung mit “wahr” oder
“falsch” erfolgen.
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Die Markierung der zu entfernenden Kandidaten geschieht mit einer zweiten
Welle, dieses Mal von unten nach oben und rechts nach links (Abbildung 16).
Damit sich keine Fehlerstelle in einem giiltigen Kandidaten ausbreitet, wird ein
Zahler mitgefiihrt. Dieser stellt sicher, dass sich jeder Fehler nur um m Stellen,
also maximal iiber die Breite einer Fundstelle hinweg, ausbreitet. Damit kann
er nur dann den Ursprung eines Kandidaten erreichen, wenn er innerhalb der
Grenzen dieses Kandidaten lag und nur in diesem Fall wird der Kandidat fiir
ungiiltig erklart.

Die Reihenfolge der Spalten in der Spaltenwelle, bzw. der Zeilen in der Zeilen-
welle ist fiir die Funktion des Algorithmus dabei irrelevant.

PE—
d d d
2,0 2,0 2,2 2,1 2,1
d d d d q
1,0 1,0 1,2 1,1 1,1
d d d d d
0,0 0,0 0,2 0,1 0,1
d d d
0,0 0,2 0,1
Initialisierung SpaltenWelle ZeilenWelle

Abbildung 16: wave_disc

Algorithmus K: wave_disc

1. Initialisierung: Markiere jede Stelle mit einer “Fehler’-Markierung mit
d < 0,0 > als Defekt.

2. SpaltenWelle:
Fiir alle Spalten c:
Fiir alle Zeilen r :=n — 1...0:
Besitzt T'[r, ¢] noch keine Marke und ist T'[r + 1, ¢| definiert
und hat die Marke d < ¢,7 > und gilt i« <m — 1,
dann markiere Tr,c] mit d < i+ 1,5 >.

3. ZeilenWelle:
Fiir alle Zeilen 7:
Fiir alle Spalten ¢ :=n — 1...0:
Besitzt T'[r, ¢] noch keine Marke und ist 7'[r, ¢ 4+ 1] definiert
und hat die Marke d < ¢,7 > und gilt j <m — 1,
dann markiere T[r,c] mit d < 7,7 +1 >.
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Anmerkung:

1. Die Initialisierung geschieht zweckméfiger Weise direkt bei der Markie-
rung der Fehlerstellen in der Prozedur verify, bzw. unter Beriicksich-
tung von Anmerkung 4 zu diesem Algorithmus in wave_mark.

2. Die Reihenfolge der Spalten in der Spaltenwelle, bzw. der Zeilen in der
Zeilenwelle ist fiir die Funktion des Algorithmus dabei wieder irrelevant.

Theorem 7:

Der Algorithmus verify ist korrekt und benétigt eine Zeit von O(n?).

Beweis:

Der Richtigkeit des grundsétzlichen Algorithmus ist klar. Der einzige anzu-
zweifelnde Aspekt ist, ob die “Welle” in den beiden Unterprozeduren jeweils
die richtigen Kandidaten markiert.

Sei (r, ¢) ein Kandidat, welcher die Textposition T'[r +1i, ¢+ j| enthélt. Dann
kann j als Spaltenabstand und ¢ als Zeilenabstand zwischen dem Ursprung
von (r,¢) im Text und T[r + i, ¢+ j] angesehen werden.

Kandidaten mit einem minimalen Zeilenabstand (Spaltenabstand) werden
als zeilennahe (spaltennahe) Kandidaten bezeichnet. Ist ein Kandidat zu-
gleich spaltennah und zeilennah zu T'[r, ¢|] und sind diese Absténde im Be-
trag kleiner als m (der Kandidat enthélt T[r, ¢]), dann handelt es sich um
einen nahen Kandidaten.

Als Distanz zwischen T'[r,c|] und einem Kandidaten wird das zugehorige
Wertepaar aus Zeilenabstand und Spaltenabstand bezeichnet.

Behauptung: Das Zeichen im Suchmuster, mit welchem T[r,c| im Text
von wave_mark markiert wird, ist < 4,5 >, wobei (r —i,¢ — j) der nahe
Kandidat von T'[r, c| ist.

Beweis: Per Induktion iiber den Spaltenabstand des nahen Kandidaten.
Fiir einen Spaltenabstand von 0 (der Kandidatenursprung des nahen Kan-
didaten liegt in derselben Spalte wie das zu markierende Zeichen im Text
Tr,c]) sichert die Spaltenwelle, dass < i,j > die Distanz zwischen T'[r, c|
und seinem nahen Kandidaten darstellt.

Angenommen, dass fiir jedes Zeichen im Text mit einem Spaltenabstand von
d 7u seinem nahen Kandidaten, das Paar < 7,7 > die Distanz zu seinem
nahen Kandidaten angibt, so ist leicht einzusehen, dass die Zeilenwelle die
korrekte Markierung aller Zeichen im Text mit einem Spaltenabstand von
d + 1 zum nahen Kandidaten sicherstellt. 0]

Der Beweis der Richtigkeit von wave_disc verlduft analog.
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Laufzeitverhalten:

Die Prozeduren wave_mark und wave_disc bendtigen eine Zeit von je O(n?).
Sie werden in verify jeweils nur einmal aufgerufen. Da auch jeder weitere
Schritt in verify leicht in einer Zeit O(n?) zu implementieren ist, folgt dies
als Gesamtlaufzeit. O
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2.6 Résumé

Sowohl die Suche nach konsistenten Kandidaten, als auch die endgiiltige Verifi-
zierung der gefundenen Positionen bendtigt eine Zeit von O(n?) und ist damit
insbesondere wie gewiinscht unabhéngig vom verwendeten Alphabet und au-
fserdem linear iiber die Anzahl der Zeichen im Text N := n x n.

Durch die Konstruktion der Witness-Tabellen in einer Zeit von O(m?logo)
kann jedoch leider keine wie von den Autoren versprochene alphabetunabhén-
gige Gesamtlaufzeit von O(n?) erzielt werden.

Mit anderen (komplizierteren) Verfahren zur Witness-Bestimmung kann dieser
Makel ausgerdumt werden.

Ein Verfahren haben die Autoren selbst unter dem bezeichnenden Titel “The
Truth, the Whole Truth, and Nothing but the Truth”|6] veroffentlicht. Sie be-
nutzen hierbei (11ie Funkti(}r)l[. 1= Ppo.0
e , wenn Pli, j| = ,

Pl 51 = { 0 , wenn P[i,j] # P[0, 0]
um aus dem gesuchten Muster P ein Muster P’ zu erzeugen, welches iiber
einem bindren Alphabet definiert ist. Durch log 2 = 1 ist es moglich fiir P’ in
einer Zeit von O(m?) eine Witness-Tabelle zu erzeugen.

Je nach Art der Periode von P’ kann nun dessen Witness-Tabelle auf die
Witness-Tabelle von P iiberfiihrt werden.

Diese Uberfiihrung bentigt im schlimmsten Fall eine Laufzeit von O(m?) un-
abhingig vom gewihlten Alphabet. Die benutzten Algorithmen sind jedoch
leider sehr komplex und werden zum Teil von den Autoren nur im Ansatz
oder als Idee wiedergegeben. Sie konnen somit als theoretischer Beweis fiir die
Existenz eines alphabetunabhingigen Algorithmus angesehen werden, in der
Praxis finden diese Ideen jedoch vermutlich keine direkte Verwendung.

Eine weitere Methode wird von Crochemore und Rytter vorgeschlagen|12].
Sie benutzen einen verénderten Algorithmus von Galil und Park|[15]. Hier wird
mit einer nicht radiant-periodischen Untermatrix von P begonnen und diese
rekursiv an ihren Réndern erweitert. Bei dieser Erweiterung kann dann je nach
Art der momentan fiir die Untermatrix vorliegenden Periodizitit die Witness-
Tabelle generiert werden. Insgesamt ist auf diese Weise ein auch praktisch
anwendbarer Algorithmus moglich, welcher eine Zeit von O(m?) zum Aufbau
der Witness-Tabelle von P benétigt.

In den abschliefenden Untersuchungen wird sich jedoch zeigen, dass die Vor-
verarbeitungsphase auch mit einfachen Algorithmen nur einen sehr kleinen Teil
der Gesamtlaufzeit ausmacht und der Algorithmus selbst ohne Vorverarbeitung
nur in seltenen Féllen eine akzeptable Laufzeit liefert.
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3 Idee von Crochemore, Gasienic, Plandowski
und Rytter

Crochemore, Gasienic, Plandowski und Rytter beziehen sich auf die von Amir,
Benson und Farach geschaffenen Grundlagen, haben in ihrer Arbeit [10] aber
einen vollkommen anderen Ansatz gewéhlt. Sie zeigen die Idee fiir einen Algo-
rithmus auf, welcher aufgrund seiner Komplexitit eher theoretischer Natur ist
und présentieren dementsprechend auch nur einen unvollstédndigen algorithmi-
schen Unterbau.

Da die Ideen und Ansitze jedoch von vielen anderen Autoren aufgegriffen
wurden und als Grundlage weiterer Algorithmen dienen, sollen sie hier né-
her beschrieben werden. Ein aus diesen Ideen entstandener Algorithmus von
Kérkkiinen und Ukkonen [18] wird im nachfolgenden Kapitel vorgestellt.

3.1 Voriiberlegungen und Begriffe

Wie schon im vorangegangenen Kapitel werden als Perioden solche Verschie-
bungsvektoren bezeichnet, die zwei identische Muster bei Verschiebung um
diesen Vektor in den iiberlappenden Bereichen in Deckung bringen.

Definition 1:
Sei @ = (a1, az) ein zweidimensionaler Vektor. Dann ist die Grofe von o
definiert durch |a| := maz(|aq], |az]).
Sei N :=n/xn" ein rechteckiger Bereich. Ist |a;| < cx|n/| und |ag| < ex|n
dann ist « ein kurzer Vektor beziiglich V.

//‘
)

Jede Komponente eines Vektors ist also betragsméfig hdchstens ¢ mal so grofs
wie die korrespondierende Seite des Rechtecks. Im Folgenden wird ¢ weiterhin
als Konstante mit einem Wert von % benutzt.

Definition 2:
Besitzt ein Muster eine kurze Periode, so ist das Muster periodisch.

Die Autoren wollen unnétige Vergleiche vermeiden um die Laufzeiten des Al-
gorithmus zu minimieren. Hierzu vergleichen sie zuerst nur einige bestimmte
Punkte des Suchmusters mit den entsprechenden Punkten im Text. Erst wenn
diese Probe (engl. Sample) erfolgreich war wird das ganze Suchmuster vergli-
chen.

Je mehr Punkte die Probe enthilt, umso grofer ist die Chance aufgrund des
ersten Vergleichs eine mdogliche Fundstelle auszuschliefen. Gleichzeitig steigt
dadurch jedoch auch die Anzahl der bendtigten Vergleiche.

Das Problem ist also eine Probe zu finden, welche moglichst charakteristisch
fiir das gesuchte Muster ist und zeitgleich moglichst wenig Punkte enthilt.
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Abbildung 17: Suchmuster und Probe

Definition 3:
Eine Probe S 7zu einem Suchmuster P ist eine Menge von Positionen mit
zugehorigen Zeichen aus P.
Die Position einer Probe (“o” in Abbildung 17) innerhalb eines Texts ist die
Position der linken oberen Ecke des zur Probe gehérenden Suchmusters im
Text.

Definition 4:
Stimmen alle Elemente einer Probe S an der Position z mit dem Text

iiberein, so stimmt das Suchmuster P partiell mit dem Text T iiberein.
Schreibweise: Partieller Fund(zx, S).

Nun kommt eine weitere Idee der Autoren zum Tragen. Stimmt an einer Po-
sition  die Probe S mit dem Text T iiberein, so lift sich ein rechteckiger
Bereich F im Text bestimmen, in dem sich (gegebenenfalls mit Ausnahme von
x) keine Position einer Fundstelle befindet. Dieser Bereich wird als Field of
Fire von S (kurz: FoF(S)) bezeichnet. Dabei muss  nicht notwendigerweise
in F liegen. Die relative Position von x beziiglich F wird als Handle von S
bezeichnet.

Definition 5:
Mit bedecktVon (T, F,x) werden mit Ausnahme von z diejenigen Positionen
im Text T" bezeichnet, welche von F iiberdeckt werden.

Zusammengefasst gilt also:
Gilt Partieller Fund(x,S), so gibt es keine Fundstelle des
Musters P an den Positionen bedecktVon(T,F, x) im Text.

Das Problem besteht an dieser Stelle darin ein entsprechendes FoF zu jeder
Probe S zu finden. Hat man dieses Problem gelost, so ist es mdglich mit relativ
wenigen Vergleichen (|S| viele) eine (zumeist grofe) Anzahl von Kandidaten
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(|F| viele) auszuschlieften. Da das FoF nur von S abhéngt, kann dieser Aus-
schluss in konstanter Zeit erfolgen.

_____ | FoF,
' FoF! ! I
X =
! ! ! X XXX
x| X[ ]x
L | | X|i=3 X

L XX XX

Abbildung 18: Kleine Probe und Rahmenprobe

Die Probe kann eine beliebige Untermenge des Suchmusters sein, im Folgen-
den werden jedoch nur zwei Arten von Proben betrachtet (siehe auch Abbil-
dung 18):

Definition 6:
Eine kleine Probe besteht aus zwei Positionen des Suchmusters mit den
dazugehorigen Symbolen. Das zugehorige FoF F ist ein rechteckiger Bereich
der Groke cxm’ xcxm”. Das Handle von S muss sich dabei nicht zwangsldufig
innerhalb von F befinden.

Definition 7:
Ein Rahmen S von P besteht aus Positionen eines e x e grofen quadrati-
schen Bereichs des Suchmusters P und den dazugehorigen Symbolen, mit
Ausnahme eines im Zentrum von S befindlichen Bereichs (dem Loch) der
Grofe (i — 1) x (i — 1). Er wird beschrieben durch ein Wertepaar (e, i) und
mit (e, i) bezeichnet.
Die Dicke des Rahmens ist definiert als ¢(0) :=e — i + 1.
Eine Rahmenprobe S von P ist ein Rahmen von P mit einem FoF F.
F ist ein quadratischer Bereich der Grofe ¢ x ¢(0) x ¢ x ¢(#). Das Handle
von S liegt im Zentrum von F.

Es ist offensichtlich, dass die Effizienz eines entsprechenden Algorithmus mit
wachsender Anzahl von Zeichen in der Probe sinkt und mit wachsender Grofse
des FoF steigt. So gesehen konnte man meinen, die kleine Probe wére in den
meisten Féllen von Vorteil. Durch die Position des Handles kann jedoch oft ein
Rahmensample bessere Ergebnisse liefern.
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3.2 Suche nach nichtperiodischen Mustern

Gasienic, Plandowski und Rytter haben fiir den eindimensionalen Fall einen
sehr einfachen Algorithmus implementiert [14].
Sei p ein eindimensionales, nichtperiodisches Suchmuster, pre[p] das Préfix von
p mit Linge %]p\ und suf[p] das Suffix von p mit Linge %]p\ Dann sind ent-
weder pre[p|, suf[p| oder beide nichtperiodisch.

. [ pre[p] , falls pre[p] nichtperiodisch
Sei next[p] := { sufp] | sonst

und zoomseq[p] = (p, next[p], next[next[pl],...). Dann ist zoomseq eine so ge-
nannte Zoom-Sequenz, eine Folge von dhnlichen regelméafigen Objekten mit
abnehmender Grofe. Jedes Element ldsst sich dabei aus seinem Vorgéinger in
konstanter Zeit und mit konstantem Speicherverbrauch berechnen. Da jedes
Element entweder Prifix oder Suffix seines Vorgingers ist, geniigt ein Bit zur
Speicherung eines jeden Elementes von zoomseq, insgesamt ist der Speicher-
aufwand dieser Liste somit logarithmisch zur Listenlénge.

Wihrend der Suche vergleicht man nun zuerst das letzte und damit kleinste
Element der Liste mit dem Text. Bei Ubereinstimmung vergleicht man mit dem
nichst groferen Element und fahrt bis zur Auffindung von p fort. Durch die
sukzessive Verwendung von Prifixen und Suffixen kann man bei Nichtiiber-
einstimmung das Suchmuster um die Linge des zuletzt iibereinstimmenden
Elements iiber dem Text verschieben.

L Rahmen

CAAAAAAAAA A /innen

C 21 zentrum
aullen

Abbildung 19: innen, aussen und zentrum
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Um dieses Verfahren auf zweidimensionale Muster zu iibertragen muss zuerst
eine Datenstruktur gefunden werden, welche fiir P den Préfixen und Suffixen
von p im eindimensionalen Fall entspricht. Hierfiir lassen sich Rahmen von P
verwenden. Prifixe und Suffixe sind hierbei der innere und der &dufere Bereich
des Rahmens, das ganze P entspricht einem Rahmen mit leerem Loch, also
mit ¢ = 1 (siehe Abbildung 19 auf der vorherigen Seite).

Definition 8:
Sei 6 := (e, 1) ein Rahmen mit der Dicke ¢ := ¢(f) = e — i+ 1. Dann seien
die folgenden Unterrahmen definiert:
innen(0) = 0(e — 2c * t,1)
zentrum(0) == 0(F + cxt, < — cx 1)
aussen(0) = 0(e,i + 2c x t)

Beispiel 1:

Sei O(e, i) = 0(30, 7). Dann ist die Dicke t = ¢(f) =e—i+1=30—-7T+1 =24
Die Probe ist also ein e x e = 30 x 30 Einheiten grofes Quadrat, in dem ein
1—1x1—1=6 X6 grofer Innenteil fehlt.

innen(f) = 6(e — 2ct,i) = 0(30 — 2424,7) = 6(24,7). Dies ist ein 24 x 24
Einheiten groftes Quadrat, in dem ein 6 x 6 grofer Innenteil fehlt.
zentrum(0) = 0(< + ct, <E — ct) = 0(21.5,15.5). Dies ist ein 21,5 x 21,5
Einheiten grofses Quadrat, in dem ein 14,5 x 14,5 grofer Innenteil fehlt.
aussen(0) = 6(e,i + 2ct) = 0(30,13). Dies ist ein 30 x 30 Einheiten grofes

Quadrat, in dem ein 12 x 12 grofer Innenteil fehlt.

Es ist deutlich die Lage wie in Abbildung 19 auf der vorherigen Seite zu erken-
nen. innen und aussen iiberlappen sich in einem grossen Bereich, in welchem
mit Abstand zu den Grenzen von aussen und innen der zentrum-Rahmen
liegt. J

Es fehlt die Definition der Periodizitét fiir solche Rahmen, sie ist der bekann-
ten Definition fiir Matrizen jedoch sehr dhnlich.

Definition 9:
Zwei Punkte x,y innerhalb eines Rahmens 6 sind gradlinig verbunden in 6,
wenn die Verbindungsgerade von z und y ganz in 0 liegt.

In P sind also alle Punkte paarweise gradlinig verbunden, da P einem Rahmen
mit ¢ = 1 (also ohne “Loch”) entspricht.
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Definition 10:
Der Vektor « ist eine Periode des Rahmens 0, wenn fiir alle gradlinig in 6
verbundenen Punkten x € P, x 4+ « auch Plx] = P[x + «] fiir jede Position
x aus dem zum Rahmen gehorendem Muster P gilt.
Der Rahmen 6 ist periodisch, wenn er eine Periode mit einer Liange kleiner
als ¢ x ¢(0) besitzt.

Ist der Rahmen 6 nichtperiodisch, dann ist er eine Rahmenprobe fiir P mit
einen FoF F der Grofke co(0) x co(0) und einem Handle im Zentrum von F.

Um den eindimensionalen Algorithmus zu iibertragen muss nur noch gezeigt
werden, dass fiir jedes nichtperiodische P entweder innen(P), aussen(P) oder
beide wieder nichtperiodisch sind. Das folgende Lemma leistet dies:

Lemma 1:

(a) Sei innen(#) periodisch und z,y € 6 zwei in innen(#) gradlinig verbun-
dene Punkte. Sei auferdem x — y beziiglich 8 ein kurzer Vektor. Dann
gibt es zwei gradlinig verbundene Punkte 2/,y’ € zentrum(0), so dass
Plz] = P[2'], Ply] = Ply/] und x — y = 2/ — ¢/ gilt.

(b) TIst 6 ein nichtperiodischer Rahmen, dann ist mindestens einer der beiden
Rahmen innen(6) und aussen(f) nichtperiodisch.

Beweis:
Zu (a): Es sei m eine kurze Periode von 0 := innen(f). Sei aukerdem L eine
Gerade durch z und y. Sei 7 nicht parallel zu L. Transponiert man nun z
und y iiber ein Vielfaches von 7 mdglichst nah an den duferen Rand von
0', dann werden x, y auf die gesuchten 2’, ¥’ geschoben.
Ist m parallel zu L, so verfahrt man analog.
Zu (b): Ist innen(f) nichtperiodisch, dann ist die Aussage erfiillt. Wenn
nicht, dann sei angenommen, dass aussen(6) ebenfalls periodisch ist.
Folglich hat 0" := innen(f) einen kurzen Periodenvektor 7 und 6" :=
aussen(f) besitzt einen kurzen Periodenvektor o. Da 6 nichtperiodisch ist,
existiert ein gradlinig verbundenes Paar von Positionen x,y in § mit x —y =
a und Plx] # P[y]. Da 2 und y auch in 6" liegen kénnten, seien diese 0BdA
so gewihlt, dass  und y in 8" nicht gradlinig verbunden sind. Da sich 6" 6"
in einem sehr grofen Bereich {iberlappen, impliziert dies, dass sich x und
y in @ nah am inneren Rand von 6" befinden. Mit (a) kénnen x und y auf
zwei Positionen 2’ und y' in zentrum(#) transponiert werden, so dass gilt
Plz] = P[2'| und Ply|] = P[y']. Durch die Konstruktion der drei Unterrah-
men gilt immer zentrum(0) C ¢”. Da P[x'| = P[z] # Ply] = P[y'] brechen
2 und ¢y’ in 0" die Periodizitdt «, wenn sie gradlinig verbunden sind. In
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zentrum(#) sind diese Punkte jedoch beziiglich §” immer gradlinig verbun-
den, da hier alle Punkte weit genug vom Loch von 6" entfernt sind. Es gilt
also ', 2"+« € #” und 2’ und 2’ 4+ « sind gradlinig in #” verbunden, es gilt
jedoch auch P[z'] # P2’ + «]. Dies widerspricht der Annahme, dass « eine
Periode von 6" ist.

Damit kénnen innen(d) und aussen(f) nicht beide periodisch sein. O

Mit Hilfe von Lemma 1 auf der vorherigen Seite (b) kann nun wie im eindi-
mensionalen Fall eine Funktion Zoomseq definiert werden:

Definition 11:
Zoomseq(P) = (01,0, ...,0) mit 6, = P und

innen(0;) , falls innen(6;) ist nichtperiodisch
aussen(0;) , falls aussen(6;) ist nichtperiodisch
firl <<k
Die Dicke der einzelnen Rahmen ¢(6;) nimmt somit wie im eindimensionalen
Fall die Lange der Zeichenketten stetig ab.
Das k ist so zu wihlen, dass ¢(6;41) < ¢(6;) fir 1 <i < k.

Oi41 =

Da P nicht periodisch ist, existiert nach Lemma 1 auf der vorherigen Seite (b)
Zoomseq(P). Im Folgenden kann deshalb oBdA davon ausgegangen werden,
dass diese Funktion schon bestimmt wurde.

Aufierdem fiihrt diese Eigenschaft zu einer weiteren wichtigen Beobachtung: in
einem Ausschnitt vom Text der Groke §m x $m kann es hochstens eine Fund-
stelle des Musters geben. Es ist also moglich den Text gleichméfig in nicht
iiberlappende Segmente dieser Grofse aufzuteilen und diese einzeln auf jeweils
eine Fundstelle zu untersuchen.

Weiterhin sei bereits eine kleine Probe S fiir P bekannt.

Dass man davon oBdA ausgehen kann, wird spéter gezeigt.

Der nun folgende Algorithmus durchlduft ein Segment S von rechts nach links
und von unten nach oben. Die erste untersuchte Position befindet sich also
unten rechts in S, die letzte oben links. Im Folgenden wird mit A der “akti-
ve” Bereich des Segments bezeichnet, der alle moglichen Fundstellen enthélt,
im “inaktiven” Bereich befinden sich Positionen, welche bereits als Fundstellen
ausgeschlossen werden konnten. Zu Beginn des Algorithmus ist A = S, der
inaktive Bereich ist leer. Mit next(z, A) wird die in der erlduterten Reihenfol-
ge nichste auf x folgende aktive Position bezeichnet. Ist x bereits das “letzte”
Element, oder ist A leer, so gilt next(z, A) = NULL.

Fiir jede Position x wird zuerst iiberpriift ob ein partieller Fund von S vor-
liegt. Ist dies der Fall, so wird das vom Durchmesser grofte Element 6; von
Zoomseq(P) bestimmt, welches ebenfalls partiell an dieser Position gefunden
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wird. Ist dies P selbst, so ist x eine gesuchte Fundstelle, eine weitere kann es
in diesem Segment nicht geben und der Algorithmus kann abgebrochen wer-
den. Ansonsten konnen entsprechend dem FoF von 6; einige Positionen aus A
ausgeschlossen werden, zusétzlich werden die Positionen vor x entfernt. Da an
dieser Position ebenfalls kein partieller Fund von S vorlag konnen dies auch
keine Fundstellen von P sein.

Um die ausgeschlossenen Bereiche effizient speichern zu kénnen, werden die
folgenden Notationen eingefiihrt:

Definition 12:
Der Abstand dist zweier Punkte (x,2z2) und (y1,ys) ist definiert als

dist((x1,72), (y1,Y2)) = maz{|r1 — y1l, |v2 — yal}.

Abbildung 20: T'(x, 2)

Definition 13:
In der Menge I'(x,r) liegen alle Positionen z € S oberhalb und rechts der
Position z, fiir die gilt dist(x, z) > r > 0 (siehe Abbildung 20).

Definition 14:
Der Radius eines FoF der Grofe f x f ist max{ [%J 1}

Der folgende Algorithmus implementiert die Suche nach einer Fundstelle von P
innerhalb eines Segments S von T, unter der Annahme, dass P nichtperiodisch
ist und Zoomseq(P) bzw. die kleine Probe S zu P schon bestimmt wurde.
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Algorithmus A: SamplingZooming

A=S

Sei x die untere rechte Ecke von S.

Solange x nicht NULL

Gilt partieller Fund(x,S), dann
Sei j :=min{i > 1: partieller Fund(x,0;)}
Ist 7 = 1, dann ist z eine Fundstelle,
der Algorithmus kann beendet werden.

Sonst setze r := radius(FoF (6;)).
A:=T(x,r)
x = next(x, A)

Lemma 2:
Der Algorithmus SamplingZooming findet eine Position von P im Text in
einer Zeit von O(N) mit einem Speicheraufwand von O(1).

Beweis:
Da die Grofe von S konstant ist, hingen die Gesamtkosten fiir die Bestim-
mungen von partiellerFund(S) linear von der Gréfe des Segments S ab.
Ins Gewicht fillt deshalb im Wesentlichen die Berechnung von j. Diese kann
durch die sukzessive Bestimmung von partiellerFund an der Position x
mit den Rahmen 60y,0;_1,...,0; realisiert werden. Die Zoom-Sequenz der
0; kann dabei durch eine logarithmische Anzahl von Bits beschrieben und
somit in einem einzelnen Integer-Wert gespeichert werden. Hierdurch kann
ein konstanter Speicheraufwand zur Bestimmung von j erzielt werden.
Die eigentliche Bestimmung von partiellerFund geschieht jeweils mit ei-
nem naiven Algorithmus, sie hingt damit zeitlich proportional von der Gro-
fe von 6; ab. Die zeitlichen Kosten betragen also O(¢(6;)m). ¢(6;) ist wie-
derum proportional zum Radius 7 des FoF von 0;. Zusammenfassend kann
also j := min{i > 1 : partieller Fund(z,6;)} mit einem konstanten Spei-
cheraufwand und in einer Zeit O(r * m) bestimmt werden.
Im Verlauf des Algorithmus werden verschiedene z (x1,zo,...,p) und ent-
sprechend verschiedene Radien r (ry,rq,...,7,) betrachtet. Somit benotigt
der Algorithmus insgesamt eine Zeit von ) ©_ r;m. Dabei liegt jedes z;
oberhalb und rechts seines Vorgéngers und es gilt dist(x;, z;1) > 1, die
Summe der 7; ist also durch m beschriinkt. Die Y kann deshalb durch m?
abgeschétzt werden, die Laufzeit ist somit hinsichtlich der Groke des ge-
suchten Musters linear.
Es gibt 0(2—2) Segmente S in T. Da jedes in einer Zeit von O(|S]) verar-
beitet werden kann, ergibt sich eine Gesamtlaufzeit fiir den gesamten Text,
welche linear zu dessen Grofe ist. 0
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Die fiir den Algorithmus getroffene Annahme, dass Zoomseq(P) bestimmt
wurde ist aufgrund von Lemma 1 auf Seite 54 unproblematisch, die Annahme
der Existenz einer kleinen Probe S jedoch nicht. Der Algorithmus kann aber
leicht erweitert werden um auf diese Annahme verzichten zu kénnen.

Definition 15:

Mit truncate(P) wird die (1 —c¢)m xm groke Untermatrix von P bezeichnet,
welche aus den unteren (1 — ¢) % m Zeilen von P besteht.

Mit “breiten Proben” werden nichtperiodische Untermatrizen von P be-
zeichnet, welche durch die Entfernung der obersten Zeilen von P entstehen.
Die Anzahl der zu entfernenden Zeilen ist nicht festgelegt. Die Bezeichnung
“breite Probe” folgt aus der Tatsache, dass die Probe mehr Spalten als Zeilen
enthalt.

Ist truncate(P) nichtperiodisch, so handelt es sich hierbei folglich ebenfalls um
eine breite Probe.

Lemma 3:
Ist P nichtperiodisch und truncate(P) periodisch, so besitzt P eine “kleine
Probe” S.

Mit Hilfe von truncate kann aus P eine Zoom-Sequenz Z von nichtperiodi-
schen Untermatrizen von P bestimmt werden:

Z=(P="HRy,P,...,P;) mit Py = truncate(F;) fiir 1 <i < j und einem £k
der Art, dass P, = truncate(P;) periodisch ist oder nur noch aus einer Zeile
besteht.

Der nun folgende Algorithmus unterteilt den Text in Segmente mit einer Grofe
von ¢m X gm. Da die breiten Proben P; so breit sind, dass sie ein FoF mit
mindestens £m Spalten besitzen, ist sichergestellt, dass der aktive Bereich im
Falle eines partiellen Fundes genau aus einer gewissen Anzahl von vollstdndigen
Zeilen am Anfang des aktuellen Segments besteht. In diesem Fall konnen also
genau h Zeilen bei der weiteren Suche {ibersprungen werden, mit h :=Anzahl
der Zeilen von P;.

Die einzelnen Kandidaten im jeweils aktiven Bereich werden in derselben Rei-
henfolge wie bei SamplingZooming durchlaufen. Der Algorithmus benutzt da-
bei die folgenden Funktionen:

findNext(x,P’,S) sucht ab (und inklusive) der Position = im aktiven Bereich
nach der nichsten Untermatrix P’ € {P = Py, Py, ..., P} innerhalb des Seg-
ments S und gibt deren Position zuriick. Wird P’ nicht gefunden, so gibt sie
NULL zuriick. findNext wird mit Hilfe des Algorithmus SamplingZooming
bestimmt.
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shiftUp(x,s,S) gibt den ersten Punkt derjenigen Zeile in S zuriick, welche s
Zeilen iiber x liegt. Liegt diese Zeile aufkerhalb von §, so wird NULL zuriick-
gegeben.

Algorithmus B: GenerelleNichtperiodischeSuche
x :=erste Position in S (unten rechts).
solange x nicht NULL ist
x = findNext(x, Py, S)
j = min{i > 1: partieller Fund(z, P;)}
Ist j = 1, dann ist x eine Fundstelle von P in T, der
Algorithmus kann abgebrochen werden.
h :=Anzahl der Zeilen von P,
x = shiftUp(z, %, S)
©
Die in einem Durchlauf erbrachte Arbeit des Algorithmus ist proportional zur
Anzahl der durch shiftUp iibersprungenen Zeilen. Daher ist der Zeitaufwand
fiir die Untersuchung eines Segments proportional zu dessen Grofe. Zusammen
mit der Untersuchung von SamplingZooming ist damit gezeigt, dass ein nicht-
periodisches Muster in einem Text mit linearem Zeitaufwand und konstantem
Speicher gefunden werden kann.
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3.3 Suche nach periodischen Mustern

Ein nichtperiodisches Muster ist entweder geraden-, strahlen-, oder gitterperi-
odisch (siehe Seite 11). Je nach der Art der Periodizitit kann man die Suche
auf eine Suche nach nichtperiodischen Mustern zuriickfiihren. Exemplarisch
soll an dieser Stelle der schwierigste Fall, die Behandlung von geradenperiodi-
schen Mustern erldutert werden (siehe Abbildung 5 auf Seite 13). Sei P ein

i)
—

o
NS

Abbildung 21: Zusammengesetztes Muster D

geradenperiodisches Suchmuster und 7 die kiirzeste Periode von P. Die Rich-
tung von 7 sei o(7) = % mit 0BdA |a(7)[ = 1. Sei P1 der Bereich von P,
welcher aus dessen oberen 3|m| =: h Zeilen besteht, P2 der Bereich von P,
welcher aus den unteren h Zeilen von P besteht (Abbildung 21). Fasst man P1
und P2 als ein Muster D zusammen, so ist D nichtperiodisch. Dies bedeutet
auch, dass jeder Nicht-Nullvektor v := (z,y) mit |z| < ch und |y| < em, wel-
cher keine Periode von P ist, auch keine Periode von P1 und P2 sein kann.
Man kann D auch als Probe fiir P in S ansehen. Demnach besitzt D ein FoF
F der Grofe ch x em mit einem handle im Zentrum von F. Die Suche nach ei-
nem solchen zusammengesetzten nichtperiodischem Muster unterscheidet sich
im wesentlichen nicht von der bekannten herkémmlichen Suche nach nichtpe-
riodischen Mustern.

Man kénnte sich also fiir die geradenperiodische Suche einen Algorithmus in
der folgenden Art vorstellen:

Als erstes wird der Text T gleichméfig in Segmente mit einer Grofe von
c* % x c* % Zeichen unterteilt. Jedes dieser Segmente teilt man dann wie-
derum in Untersegmente mit einer Grofe von cg X c% auf. Da D ein FoF der
Groke ch x em besitzt, kann in jedem Untersegment nur noch maximal eine
Fundstelle von D (und somit auch maximal eine Fundstelle von P) liegen.

In der bekannten Reihenfolge von unten nach oben und von rechts nach links
wird nun jedes Segment betrachtet und in jedem Untersegment nach D ge-
sucht. Findet man D in einem Untersegment eines Segments an einer Position
2 und ist diese Position gleichzeitig eine Fundstelle von P im Segment, so priift

man nach, ob die Verbindungsgerade zwischen dieser und der vorangegangenen
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Fundstelle in Richtung einer Periode von P verlduft. Ist dies nicht der Fall,
so ist = keine giiltige Fundstelle und die Suche kann im n#chsten Unterseg-
ment fortgesetzt werden. Ansonsten versucht der Algorithmus einen maglichst
dicken Aufienrahmen an dieser Position zu bestimmen, er beginnt damit naiv
zu priifen, ob bei x der Aufenrahmen von P mit einer Dicke h mit dem Text
iibereinstimmt. Wenn nicht kann mit der Suche im néchsten Untersegment
fortgefahren werden.

Stimmt der Aussenrahmen bei einer Dicke von A mit dem Text iiberein, so
kann seine maximale Dicke r bestimmt werden, wobei Vergleiche vermieden
werden konnen, welche zur letzten gefundenen Position von P im Text geho-
ren. Ist x keine Fundstelle von P, so konnen die néchsten t := max(0, ”;h)
Untersegmente bei der Suche nach D iibersprungen werden, ansonsten wird x
als letzte Fundstelle gespeichert.

Durch diese grobe Uberlegung eines méaglichen Algorithmus wird klar, dass
prinzipiell eine lineare Laufzeit moglich ist, da jedes Symbol nur einmal ver-
glichen wird und die Zeit, welche zur Suche von D extra benotigt wird, durch
die Spriinge um ¢ Untersegmente wieder eingespart werden kann.

3.4 Résumé

Die Ideen des Algorithmus sind sehr innovativ und fiihren zu einem theoreti-
schen Algorithmus mit einer linearen Laufzeit bei geringem Speicheraufwand.
In den Details ist er jedoch noch unvollstindig und viele der guten Anséitze
wiirden bei einer Implementierung zu Laufzeit- und Speicherverlusten aufgrund
der Einschriankungen heute gingiger Programmiersprachen fiihren.

Am meisten fillt dabei die Bestimmung der kleinen Proben und der Rahmen-
proben ins Gewicht.

Zur Auffindung der kleinen Proben ist kein Algorithmus bekannt, nur die Exis-
tenz ist bewiesen. Um die Rahmenproben zu bestimmen fehlt eine effiziente
Methode zur Bestimmung der Perioden einer solchen Probe, da sonst keine
Zoom-Sequenz berechnet werden kann. Es ist denkbar hierzu die von Amir,
Benson und Farach verwendeten Witness-Tabellen aus dem vorangegangenem
Abschnitt in verdnderter Form zu verwenden. Crochemore, Gasienic, Plan-
dowski und Rytter zeigen in Threr Arbeit einige Ansétze fiir eine mdogliche
approximative Losung auf, welche jedoch wiederum einige sehr komplexe Da-
tenstrukturen und schwer implementierbare Algorithmen voraussetzen.

Aus diesen Griinden wurde versucht die Ideen fiir einfachere Algorithmen zu
verwenden. Diese kénnen zwar nicht mehr dieselben Laufzeiten mit demsel-
ben geringen Speicheraufwand garantieren, wurden dafiir aber schon realisiert
und sind praktisch anwendbar. Einer dieser Algorithmen wird im Folgenden
Kapitel vorgestellt.
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4 Algorithmus von Kirkkiinen und Ukkonen

Dieser Algorithmus entstand aus den Ideen des vorangegangenen Kapitels und
verfolgt genauso einen pessimistischen Ansatz. Er geht davon aus, dass es nur
wenig Fundstellen von P in T gibt und versucht durch kleine Proben aus dem
Text eine moglichst grofe Anzahl an Kandidaten auszuschliefsen. Dabei werden
jedoch keine dynamischen Proben mit einem dynamischen FoF generiert und
es wird vermieden, dass sich mehrere Proben gegenseitig beeinflussen. Unter
der Annahme, dass dabei nur einige wenige Kandidaten iibrig bleiben, geniigt
es diese durch einen naiven Algorithmus zu verifizieren.

Hierdurch wird der Algorithmus nicht nur wesentlich einfacher zu handhaben
als der vorangegangene, er wird zudem auch sehr leicht parallelisierbar.

b b a aaaabbabb I
bbb bbbbbbbbb
ba bl |ablc|c bla]b alc] a
P babababab
aacbhbbaaa 11
b c¢[b]b blc]b b[c]
accbececcacec
cccbbbaaa
chmcambb’T

Abbildung 22: Muster, Text und Proben

Zur genaueren Erklarung der grundsétzlichen Idee seien ein Muster P und ein
Text T wie in Abbildung 22 gegeben.

Gesucht sind alle Kandidaten (I, J), so dass T[I + k —1,J + h — 1] = P[k, h]
fiir 0 < k,h < 2.

Offensichtlich muss das Muster im Text eine der Zeilen i:=2,5,8 und eine der
Spalten j:=2,5,8 iiberschneiden (wie iiblich ab 0 gezihlt). Alle Fundstellen miis-
sen also so liegen, dass P einen der Kreuzungspunkte dieser Zeilen und Spalten
iiberdeckt und an dieser Stelle mit dem Text identisch ist.

In einem ersten Schritt geniigt es also diese Punkte als Probe zu benutzen und
mit dem Muster abzugleichen um eine erste Aussage iiber mogliche Kandida-
ten treffen zu kdnnen.

Da ¢ ¢ P kann es T[2,2] = ¢ nicht iiberschneiden. Dies schlieit gleichzeitig
alle Kandidaten im Bereich T[0 : 4,0 : 4] aus. Dies ist damit eine sehr gute
Probe. Uber T[2,5] = a kann P ohne Konflikte bei T[0,4] (Position I) und
T2,3] (Position II) liegen, alle anderen Kandidaten im Bereich T'[0 : 4,3 : 7]
kommen nicht als Fundstellen in Betracht.
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In einer spéteren Phase des Algorithmus wiirde sich durch einen naiven Ver-
gleich 770, 4] als Fundstelle herausstellen, 72, 3] jedoch nicht.

Das einzige Problem ist T'[5,2] = b. Diese Position ldsst insgesamt 7 Kandi-
daten als moglich Fundstelle zu und kann nur 2 eliminieren. Somit wire dies
eine sehr schlechte Probe. Nimmt man aber noch T'[5, 1] = ¢ hinzu, so konnten
alle Kandidaten, welche diese beiden Positionen iiberschneiden, ausgeschlos-
sen werden, da ¢ in P nicht vorkommt. Hier wird deutlich, dass es gut ist,
eine moglichst grofe Probe zu verwenden, da damit viele Kandidaten ausge-
schlossen werden konnen, gleichzeitig erhoht dies jedoch auch die Anzahl der
Vergleiche die bei der Suche bendtigt werden.

Man muss somit die Probe so groft wihlen, dass bei einer moglichst grofsen
Anzahl von Kandidaten, welche ausgeschlossen werden kénnen, die Anzahl der
insgesamt benotigten Vergleiche minimiert wird.

Der Algorithmus wird nun gleichméfig Testpunkte iiber den Text in der Art
verteilen, dass jeder Kandidat mindestens ¢ Positionen im Text iiberschnei-
det. Diese Positionen dienen als Proben und konnen beliebig angeordnet sein,
die Anordnung ist jedoch fiir alle Proben identisch. Die genaue Verteilung der
Proben héngt nur von der Geometrie von P und T ab, die Anordnung der
Positionen innerhalb der Proben ist im Wesentlichen beliebig.

Im Folgenden wird nun der generelle Algorithmus vorgestellt. Im Anschluss
daran wird er mit zwei verschiedenen Arten von Proben spezialisiert.

4.1 Der generelle Algorithmus

Die “Testpunkte” (Proben) bestehen aus ¢ verschiedenen Positionen mit einer
beliebigen, aber iiber den Algorithmus festen relativen Lage zueinander. Dabei
ist es wesentlich, dass die Positionen in eine eindeutige Reihenfolge gebracht
werden.

Definition 1:
Eine Vorlage (engl. Template) @ := ((0,0), (i1, j1), (2, ja), - . .) ist eine ge-
ordnete Folge von ¢ unabhingigen und unterschiedlichen Koordinatenpaa-
ren. Der erste Eintrag ist immer (0,0) und wird als Ursprung (engl. Source)
von () bezeichnet, die weiteren Positionen werden als relative Koordinate
zum Ursprung angegeben.

Die Vorlage gibt somit nur die dufsere Form aller Proben an. Platziert man
sie an eine bestimmte Koordinate (i,j) des Textes oder des Suchmusters, so
erhilt man eine Probe.
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Definition 2:
Eine Probe (engl. Sample) Q(i, j) des Arrays A von der Form @) besteht aus
den Positionen ((i,7), (¢ + 11,7 + j1), (i +d2, 7 + j2), .. .) relativ zu A.
Liegen diese Positionen alle innerhalb von A, so enthélt A die Probe Q(i, j).

Um eine Probe aus dem Text mit einer Probe aus dem Suchmuster vergleichen
zu konnen, nutzt man aus, dass @ hinsichtlich seiner Eintrige eine Ordnung
aufweist. Legt man () auf einen Array und héingt die Zeichen unterhalb von @)
in der Reihenfolge der Eintrige von @ hintereinander, so erhélt man eine (ein-
dimensionale) Zeichenfolge, welche sich ohne grofen programmiertechnischen
Aufwand vergleichen lasst.

Definition 3:
Sei A ein Array, welches aus den Eintrédgen (a;;) besteht. Mit s(A, Q(7, 7)) =
Qi Qitiy 1 Qitigitjr - - - Wird die Probenkette (engl. test string) definiert, wel-
che zu einer Vorlage @) gehort, die iiber der Position (7, j) von A positioniert
ist.

Die Idee des Algorithmus war eine gewisse Anzahl von Proben iiber dem Text
zu verteilen und diese Proben mit einer gewissen Anzahl von Proben im Such-
muster zu vergleichen. Fiir eine Suche fasst man alle diese Proben zu einem
Testschema zusammen.

Definition 4:
Ein Testschema (engl. test scheme) Q fiir eine Vorlage @, ein Muster P und
einem Text 7T ist ein Mengenpaar (Qp, Qr) mit

Qp C {Q(i. )| P enthilt Q(i. )}
Qr C {QUi.j)| T enthiilt Qi 5)}

und

Qp enthilt also eine gewisse Anzahl von Proben aus dem Suchmuster und Qr

eine gewisse Anzahl von Proben aus dem Text.

Legt man nun P an eine Position (7, j) im Text 7', so kann man eine Probe aus

P und eine Probe aus T in der Art entnehmen, dass die Proben “iibereinander

liegen”, dass also fiir die Urspriinge der Proben (ip, jp) und (ir, jr) gilt:
ip=1tr —1, bzw. jp = jr — J.

Vergleicht man nun die dazugehérenden Probenketten, so kann man entschei-

den, ob hier keine Fundstelle vorliegt oder diese Position ndher untersucht

werden muss.
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Definition 5:
Sei R ein Bereich der Grofe m x m in T an der Stelle (i,7) an der eine
Fundstelle von P liegen konnte.
Ein Zeuge fiir R ist ein Probenpaar (Q(ip,jp), Q(ir, jr)) € Q X Qr in der
Art, dass Q(ip, jp) in P an derselben Position liegt wie Q(ir, jr) in R, also
iP:iT—i, bzw. jp :jT—j.
Gilt s(P,Q(ip, jp)) = s(T, Q(ir, jr)),
so ist (Q(ip,jp), Q(ir, jr)) ein positiver Zeuge, ansonsten handelt es sich
um einen negativen Zeugen.

Q: P{b/b ¢
b lc.a

a a

Abbildung 23: Probe, Muster und Text

Beispiel 1:

Sei @ = ((0,0),(1,1),(0,1)) und P und T wie in Abbildung 23 gegeben.

Sei Qp = (Q(0,1),Q(1,1)) und Qr = (Q(1,1),Q(2,1),Q(3,3)).

Sei R ein Kandidat von P an der Stelle (1,0) im Text. Q(0,1) € Qp ist eine
Probe im Muster, Q(1,1) € Qr eine Probe im Text.

Es gilt s(P,Q(0,1)) = bac = s(T,Q(1,1)).

(Q(0,1),Q(1,1)) ist also ein positiver Zeuge fiir R.

Betrachtet man stattdessen Q(1,1) € Qp und Q(2,1) € Qr,

so gilt s(P,Q(1,1)) = caa # cba = s(T,Q(2,1)), (Q(1,1),Q(2,1)).
(Q(1,1),Q(2,1)) ist also ein negativer Zeuge fiir R. J

Die Idee des Algorithmus ist es nun alle Kandidaten mit negativen Zeugen
nicht weiter zu betrachten und nur Kandidaten mit positiven Zeugen néher
zu untersuchen. Da es von diesen bei einer guten Wahl des Testschemas sehr
viel weniger geben sollte geniigt ein naiver Algorithmus um das Muster mit
dem Text zu vergleichen ohne die Gesamtlaufzeit des Algorithmus wesentlich
7u verschlechtern.

In letzter Konsequenz bedeutet dies, dass es noch nicht einmal mehr nétig ist,
das Suchmuster an jeder moglichen Position im Text zu platzieren. Es geniigt
zu jeder Probenkette im Text die passenden Probenketten im Muster zu su-
chen um alle potentiellen (und damit ndher zu untersuchenden) Fundstellen
zu erhalten.
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Damit der Algorithmus funktioniert muss es offensichtlich fiir jeden Kandida-
ten mindestens einen Zeugen geben. Um unnétige Vergleiche zu vermeiden soll
des Weiteren gefordert werden, dass es nur genau einen Zeugen gibt. Bei der
Wahl des Testschemas ist hierauf zu achten.

Der Algorithmus besteht aus den folgenden 4 Schritten:

Algorithmus A: generisch

1. (Wahl von ¢, Q und Q)
Auswahl einer passenden Probengrofe ¢, einer Vorlage () und eines Test-
schemas Q = (Qp, Q) fiir das gegebene Suchuster P und dem Text T'
iiber einem Alphabet ¥ mit [X| =: ¢.
Hierbei ist darauf zu achten, dass das Testschema genau einen Zeugen
fiir jede mogliche Position des Musters im Text enthélt.

2. (Vorverarbeitung von P)
Fiir jede Probe Q(i,j) € Qp wird die zugehorige Probenkette sp :=
s(P,Q(ip,jp)) bestimmt und in einer Datenstruktur gespeichert, wel-
che es erlaubt anhand von sp moglichst schnell Q(ip, jp) bestimmen zu
konnen.

3. (Test)
Fiir jede Probe Q(ir, jr) € Qr im Text wird die zugehdrige Probenkette
st := s(T,Q(ir, jr)) ermittelt. Mit Hilfe der in Schritt 2 erzeugten Da-
tenstruktur werden anhand von sy eine Liste aller Proben Qp(ip, jp) €
Qp bestimmt, fiir die gilt s(P, Q(ip, jp)) = s(T, Q(ir, jr)). Hierdurch er-
hélt man eine Liste von positiven Zeugen (Q(ip,jp), Q(ir, jr)) mit den
dazugehorenden Kandidaten an den Positionen (ig, jr) = (it — ip, jr —
jp) im Text. Diese miissen im néchsten Schritt genau iiberpriift werden.

4. (Uberpriifung)
Fiir die im vorhergehenden Schritt bestimmten Positionen muss das Such-
muster P = (p;;) mit dem Text T" = (7j;) verglichen werden. Gilt
tiptljnts = pry fir alle 0 < I.J < m, so ist das Muster bei (ig, jg)
im Text enthalten.

©

Der variable Punkt ist die Wahl eines geeigneten Testschemas, also im beson-
deren die Wahl einer Probengréfe und Vorlagenform. Erst hierdurch entsteht
ein konkreter Algorithmus mit einer fiir den zugrunde liegenden Text und das
zugrundeliegende Muster guten oder schlechten Laufzeit.
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Es wird davon ausgegangen, dass nach verschiedenen Mustern in einem Text
gesucht wird. Ist dies nicht der Fall und wird stattdessen ein Muster in vielen
Texten gesucht, so kann es sinnvoll sein nicht das Muster, sondern den Text
vorzuverarbeiten.

Im Folgenden sollen nun zwei mogliche Testschemata vorgestellt werden welche
den generellen Algorithmus konkretisieren.
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4.2 Quadratische Vorlagen

Die Zeugen bestehen aus den Verkniipfungen der Proben im Muster mit den
Proben im Text, es gibt also |Qp| * |Qr| Zeugen. Da diese Zahl nach Voraus-
setzung der Anzahl der moglichen Fundstellen im Text entsprechen muss, kann
man offensichtlich die Anzahl der Proben im Text minimieren, wenn man die
Anzahl der Proben im Muster maximiert. Durch die Minimierung der Proben
im Text wird die Anzahl der zu bestimmenden Probenketten im Text und
damit auch die Anzahl der zu suchenden passenden Probenketten im Muster
minimiert. Die Maximierung der Proben im Muster ist unter der Annahme,
dass das Muster nach einer Vorverarbeitung mehrfach benutzt wird und mit
m < n, akzeptabel. In der nun folgenden Konkretisierung des generischen Al-
gorithmus wird diese Idee mit Hilfe von “quadratischen Vorlagen” umgesetzt.

01 01 01 2 01 2 01 2
0[0]2 02 0 4 03 012
1 1 1.3 1 114 31415
2 3 2 2 5 6

q—3 q—4 q—b q—6 q—7

Abbildung 24: Quadratische Vorlagen

Definition 6:
Eine Vorlage @ = ((0,0), (i1, j1), - - -, (ig—1, jg—1)) der Groke ¢
heifit quadratische Vorlage, wenn gilt:
0 <ipje < [val—1fir 1<k <q-1.

In einer quadratischen Vorlage werden die Koordinaten also in einem moglichst
kleinen quadratischen Bereich angeordnet. Die genaue Anordnung innerhalb
dieses Bereichs ist bis auf den Ursprung beliebig.

Zur Vereinfachung der Implementierung ist es jedoch oft sinnvoll eine Anord-
nung wie in Abbildung 24 im Fall ¢ = 7 zu wihlen. Die einzelnen Testpunkte
werden dabei von links nach rechts und oben nach unten in dieser Reihenfolge
angeordnet. Alle freien Positionen befinden sich beziiglicher dieser Anordnung
am Ende der Vorlage.

Die Groke g der Vorlage wird wihrend der abschlieflenden Laufzeitanalyse
des Algorithmus ermittelt.

Es wird sich dort ein Wert von ¢ := maz{1, [log.m*]} (¢ := |%]) als optimal
erweisen. Damit werden die Proben sehr klein. Geht man 7.B. von |X| = 26
Zeichen aus, so ist die Probe bei einem gesuchten Muster von 5000 x 5000
Zeichen immer noch nur 5 Zeichen grof.
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Die quadratischen Vorlagen werden an alle Positionen in P in der Art verteilt,
dass P jede dieser Vorlagen ganz enthélt:

Qr = {Q(i,j) |0 < i,j < m— [yal}
Um nur einen Zeugen pro Kandidaten zu erhalten wird die Vorlage im Text
dahnlich wie in Abbildung 22 auf Seite 63 genau an den Schnittpunkten der
(m—[/q] +1)ten Zeilen und Spalten platziert. Fiir die Proben im Text ergibt
sich somit:

Or ={Q (itm — [al +1) = 1,j(m — [V + 1) - 1) [ <i,j < | 2=/ |

Q: P: b| brc T:_ciaab
bjcla] R—|b clblc

a a a bca‘

aLalbf ] a

cabbb

Abbildung 25: Die Lage der Proben

Beispiel 2:
Seien (), P, T und R wie in Abbildung 23 auf Seite 66 gegeben, die Urspriinge
der Proben in P und 7T sind mit [J gekennzeichnet. Dann ist () eine quadrati-
sche Vorlage (Aus Griinden der Anschaulichkeit wurde ¢ = 3 gewéhlt, optimal
wiire ¢ = [logem?| = [logs3?| = 2).
Als Probenmengen ergeben sich (siehe Abbildung 25)

Qr ={Q(0,0),Q(0,1), Q(1,0),Q(1,1)}

Qr = {Q(1,1), Q(L,3),Q(3,1), Q(3,3)}
Der (positive) Zeuge fiir R in Q = (Qp, Qr) ist (Q(0,1),Q(1,1)) mit der Pro-

benkette bac. a

Um wihrend der Testphase effektiv zu einer gegebenen Probenkette w eine
Liste von Koordinaten zu den passenden Proben in P 7zu bestimmen, bendtigt
man eine Funktion A(w) mit A(w) := {(i,7) | w = s(P,Q(4, 7)), Q(i,7) € Qp}.
Diese Funktion benutzt intern eine Datenstruktur D, die wihrend der Vorver-
arbeitung von P gefiillt wird. A(w) wird im Folgenden auch als Adressenliste
von w bezeichnet.

Da mit der Maximierung der Proben in P auch die Anzahl der Eintrage in
D maximiert wird, kann durch die Wahl von D die Laufzeit des Algorithmus
wesentlich beeinflusst werden.
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Zwei mogliche Implementationen von D sind offensichtlich:

Eine erste Moglichkeit ist die Speicherung der Probenketten w in einem Trie
mit A(w) als Wert an den entsprechenden Bléttern (siehe Beispiel 3). Es gibt in
P maximal m? Proben, bei einer Linge von ¢ Zeichen pro Probenkette ergibt
sich damit eine Gesamtlinge von < m?q Zeichen. Je nach Implementierung
des Tries iiber direkte Indizes oder iiber ausbalancierte Suchbdume kann der
Trie somit in einer Zeit von O(m?qc) oder O(m?qlog(c)) aufgebaut werden.
Anfragen an A konnen auf diese Weise in einer Zeit von O(q) oder O(qlogc)
beantwortet werden.

{(0,1),(1,0)} {000} {(L.1)}

Abbildung 26: Implementierung als Trie

Beispiel 3:
Als Adresslisten ergeben sich
Albeb) = {(0,0)}
Afbac) = {(0,1), (1,0)}
A(caa) = {(1, 1)}
A(w) = {0} fiir alle anderen w.
Dies fiithrt zum Trie aus Abbildung 26. g

Eine zweite Moglichkeit ist jede Probenkette w als Zahl in einem Zahlensystem
zur Basis ¢ := |X| zu interpretieren. Wandelt man diese dann in ein Dezimal-
system um, so kann man die w als Indizes fiir ein Array der Grofe ¢? benutzen.
In das Array wird jeweils die zu w gehorenden Adressliste eingetragen (siehe
Beispiel 4 auf der ndchsten Seite).

Durch die optimierte Wahl von ¢ ist dabei ¢? in den meisten Fiéllen ausreichend
klein um die durch leere Arrayeintrige erzeugten Speicherverluste ignorieren
zu konnen. Die Initialisierung des Arrays ist in einer Zeit von O(c?) moglich.
Die gesamte Vorverarbeitung des Suchmusters ist mit einem trivialen Algorith-
mus und durch eine Basisumwandlung in konstanter Zeit insgesamt in einer
Zeit von O(m?q) implementierbar. Anfragen konnen in einer Zeit von O(q)
beantwortet, werden.
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Beispiel 4:

Sei ¢ := |X] = 26 und m so gewahlt, dass sich ¢ = 3 ergibt. Zur Speicherung
der Probenketten geniigt somit ein Array A mit ¢? = 26% = 17576 Eintriigen..
Sei ¥ :={a,b,c,...,z} und seien die Zeichen als a = 0,b =1,c = 2, ... codiert.
Seinen (), P und T wie in Abbildung 23 auf Seite 66 gegeben.

Es gilt s(P,Q(0,1)) = s(P,Q(1,0)) = bac. Die Umwandlung von bacsg ins De-
zimalsystem erfolgt nach den iiblichen Methoden zur Basisumwandlung:
bacss = (b* 26% + a * 26" + ¢+ 26)3 = 1% 676 + 0 % 26 + 2 x 1 = 678.

Es wird also A[678] := {(0,1), (1,0)} gesetzt. N

Anmerkung:

e Man konnte auch auf die Idee kommen die Zeichen einzeln bindr zu co-

dieren, zusammenzusetzen und danach ins Dezimalsystem zu wandeln.
Dies ist sicherlich méglich, fiihrt jedoch zu Speicherverlusten:
Um 26 Zeichen zu kodieren sind mindestens 5 Bits notwendig (2! = 16
Zeichen < 26 Zeichen < 25 = 32 Zeichen). Im Beispiel mit 3 Zeichen
benétigt man also 3 * 5 = 15 Bits. Man braucht also einen Array mit
215 = 32768 Eintrigen. Dies ist beinahe das doppelte der bei der direk-
ten Umwandlung bendétigten 17576 Eintrige.

e Mit ein wenig Aufwand und der Speicherung von Teilergebnissen ist
es moglich die Vorverarbeitung sogar in einer Zeit von O(m?) anstatt
O(m?q) durchzufiihren. Dies setzt jedoch voraus, dass die Positionen
innerhalb der Probe von links nach rechts und von oben nach unten an-
geordnet sind.

Die einzelnen Zeilen der Probe konnen als [,/g] Zahlen zur Basis ¢ an-
gesehen werden. Die ganze Probe kann man als ¢/v?-wertige Anzahl von
[\/q] Zahlen (die Zeilen) interpretieren.

Jede Zeile einer Probe ist eine Teilzeichenkette einer Zeile aus P. Mit
einem einfachen Durchlauf durch eine Zeile des Suchmusters kann man
also die entsprechenden Anteile der Probenzeilen an der jeweiligen Pro-
benkette in O(m) Zeiteinheiten bestimmen. Anschliessend ist es moglich
durch einen Durchlauf durch die Spalten von P diese Anteile spaltenwei-
se zusammenzufassen. Die Details sollen hier nicht betrachtet werden, da
bei genauerer Betrachtung - nicht zuletzt durch die “leeren” Positionen
in den Proben - die Idee auf einen sehr komplexen Algorithmus fiihrt. In
praktischen Tests der Autoren wurde jedoch trotz des erheblich gestei-
gerten Aufwands eine etwas kiirzere Laufzeit gemessen.
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4.2.1 Laufzeitverhalten

Es soll nun ein Wert fiir ¢ in der Art bestimmt werden, dass die Test- und
Uberpriifungsphase in ihrem Zeitbedarf minimiert wird. Dabei wird angenom-
men, dass der Text T zufillig im Sinne einer Bernoulli-Verteilung ist, d.h.
jedes Zeichen kann an jeder Position unabhingig von anderen Zeichen mit
einer Wahrscheinlichkeit von ﬁ vorkommen. Als Erstes soll hierzu die Zeit
betrachtet werden, welche man benotigt um einen Kandidaten R zu bearbei-
ten.

Sei Q(ir, jr) € Qr die Probe im Text innerhalb der Uberdeckung von R. Die
Testphase fiir R besteht aus der Berechnung von w := s(T, Q(ir, jr)) und der
Bestimmung von A(w), also dem Suchen von w in allen Probenketten von P.
Diese Suche ist proportional zur Anzahl der zur Bestimmung von w benétigten
Zeichen, also O(q) (eine optimale Datenstruktur zur Speicherung der Proben-
ketten von P vorausgesetzt). Q(ir, jr) ist nicht nur in R, sondern in insgesamt
(m — [/q] + 1)* Kandidaten enthalten, in einem Schritt werden also mehre-
re Kandidaten behandelt. Dies senkt die Laufzeit pro Kandidat, sie ist somit
proportional zu W.

Wurde in der Testphase ein positiver Zeuge gefunden, so wird die Uberprii-
fungsphase eingeleitet. Hier wird mit einem naiven Algorithmus jedes Zeichen
aus R mit jedem Zeichen aus P verglichen. Kommt es dabei zu einer Nichtiiber-
einstimmung, so wird die Phase beendet, ansonsten ist R eine Fundstelle von
P in T'. Aufgrund der angenommen zufilligen Verteilung der Zeichen im Text
wird die Uberpriifungsphase mit einer Wahrscheinlichkeit von Ciq benstigt. Die
stochastisch erwartete Anzahl von Vergleichen innerhalb dieser Phase liegt bei
o= (Cfl). Insgesamt kann also von weniger als & = W Vergleichen in
dieser letzten Phase ausgegangen werden.

Die Anzahl der Vergleiche soll nun durch ein geeignet gewihltes ¢ minimiert
werden. Fasst man die Vergleiche withrend der Tests und wihrend der Uber-
priifung zusammen, so ergeben sich

Ty T ()
Vergleiche. Durch Riickgriff auf die Methoden der Differentialrechnung erhilt
man nach Ableitung und elementarer Umformung mit Verzicht auf Rundungen

und damit mit Verzicht auf ein ganzzahliges ¢
m?2(m+1) cln(c)
m—yarip T loge==1"-
Dies fiihrt auf die folgende Abschédtzung fiir ein optimales ¢:

logom? —1 < q < logem? + %
mit m > 2 und ¢ > 2.
Eine gute Wahl fiir ein ganzzahliges ¢ ist somit ¢ = [log.m?], fiir den Fall
m=1sei qg=1.

q = logem® — logey
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Setzt man dieses ¢ in die Ausgangsgleichung (x) ein und beriicksichtig, dass es
maximal n? Kandidaten gibt, so ist es moglich eine Oberschranke fiir die An-
zahl der in der Test- und Uberpriifungsphase betrachteten Zeichen anzugeben:

2 [logem?] o\ < 24[logem*I+a _ (n%gcm?) _ <|Tuogc|P\)
" <(m—[ Hogch]-‘—f—l)? ™ m2> =n m?2 0 m?2 0 | P|
(Hierbei wurde ausgenutzt, dass mit ¢ > 2 und m > 2 gilt:

m — { Uogcmﬂ-‘ +1>12)

Theorem 1:
Mit Hilfe von quadratischen Vorlagen der Groke [log.m?] ist es moglich
ein m x m grofes Muster in einem n x n grofen Text in einer Zeit von

O(%) zu finden. Die Vorverarbeitung von P bendtigt hierbei O(m?)
Speichereinheiten.

Bei groken Suchmustern (|P| = w(ny/log.n)) kann die Zeit, welche zur Vorver-
arbeitung des Musters bend6tigt wird nicht mehr vernachlissigt werden, da sie
dann die Gesamtlaufzeit des Algorithmus dominiert. Es ist denkbar in diesem
Fall nur einen Teil des Suchmusters in der Vorverarbeitungs- und Testphase zu
betrachten und erst in der Uberpriifungsphase mit dem gesamten Muster ab-
zugleichen. Nimmt das Suchmuster eine Fliche von ©(n+/log.n) ein, so steigt
die Gesamtlaufzeit auf O(ny/log.n).
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4.3 Lineare Vorlagen

Verzichtet man auf die Bedingung moglichst weniger Proben im Text und
versucht stattdessen die Zeichen, welche im Text zu einer Probe gehoren, zu
minimieren, so gelangt man zu der Idee, sich iiberlappende Proben zu ver-
wenden. Schafft man es, diese so zu verarbeiten, dass keines der bendtigten
Zeichen mehrfach verglichen werden muss, so erreicht man mit ein paar guten
Methoden zum Einlesen der Proben einen dhnlich effektiven Algorithmus wie
bei der Verwendung von quadratischen Vorlagen im vorigen Abschnitt.
Hierzu werden nun lineare Vorlagen verwendet. Eine lineare Vorlage besteht
aus linear angeordneten Proben in einer Reihe des zugrunde liegenden Textes
mit, einem festen Abstand untereinander.

QGi[] T2 I3[ _T4]
QGj+h) [l __ T2l I3[ _T4]

h—3

Abbildung 27: lineare Vorlage mit ¢ = 4

Definition 7:
Eine lineare Vorlage @) = ((0,0), (0, k), (0,2h),...,(0,(g—1)h)) der Groke q
besteht aus g Positionen mit derselben vertikalen Position und einem festen
horizontalen Abstand h mit A > 1 (siehe Abbildung 27).

Anmerkung:
Q(i,7) und Q(i, j+h) haben auf diese Weise immer ¢ — 1 Eintréige gemeinsam.

Im Suchmuster werden die linearen Proben in jeder Zeile in die ersten A Spal-
ten gelegt, es gibt hier also keinerlei Uberlappung von Positionen, da jeweils
eine Position auf ein “Loch” einer anderen Probe féllt. Im Text werden die Pro-
ben in jeder m-ten Zeile und dort in jeder h-ten Spalte positioniert. Dabei ist
zu beachten, dass in den letzten m — h Spalten des Textes keine Proben mehr
liegen miissen, da dort bereits eine vollstiindige Uberlappung des Suchmusters
durch die iibrigen Proben vorliegt.

Fiir das Testschema (Qp, Q) ergibt sich also:
Qp ={Q(i,j) |0<i<m, 0<j <h}
Qr ={Q(im—1,jh—1) |1 <i < |Z], 1 <5< [252] +1}

Zur vollstandigen Definition des Algorithmus bleibt noch die Bestimmung ei-
nes geeigneten h und eines geeigneten q.
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Die Anzahl der zu Q7 gehorenden Zeichen im Text ist L%J (["EMJ + q). Um
diese Anzahl zu minimieren muss also h maximiert werden. Da jede mdogliche
Fundstelle im Text mindestens eine Probe enthalten muss, darf der Wert von

h aber auch nicht gréfler als L%J sein, der optimale Wert fiir h ist somit ge-
funden.

In der abschliefenden Analyse wird sich ¢ wieder mit einem Wert von

q = [log.m?] als optimal erweisen.

T:

<

Qo] 1]
P

O [~J|ot|wo|—
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Abbildung 28: Suche mit linearen Vorlagen

Beispiel 5:
Sei P ein 5 x 5 grofes Suchmuster welches in einem 12 x 12 grofen Text T’
gesucht wird. Sei die Grofe des benutzten Alphabets ¢ = 10.
Es ergibt sich ¢ := Hogc 2] = ”09102@ =2,
daraus resultiert h:= | 2| = L J
Es folg‘r fiir das Schema (Q Qr):

P - {Q(O 0) ( ) Q( )? ( ) )7@(270)7

Q(2,1),Q(3,0),Q(3,1),Q(4,0),Q(4,1)}

Or = {Q(4, 1),Q (473)762(47 5),Q(4,7),Q(9,1),Q(9,3),Q(9,5),Q(9,7)}
Die Zahlen in P und T in Abbildung 28 symbolisieren die Urspriinge der be-
nutzten Proben in der im Schema angegebenen Reihenfolge, die “X” sind Teile
der Proben, welche keine Urspriinge darstellen. Dabei ist zu beachten, dass in
T, mit Ausnahme der rechten Proben, jeweils die zweite Position einer Probe
mit dem Ursprung einer weiteren Probe zusammenfillt. Im Muster ist dies
nicht der Fall, hier liegt jeweils ein Teil einer Probe iiber dem “Loch” einer
anderen. .
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Durch die Uberlappung der Proben kénnen die Probenketten im Text jeweils
in konstanter Zeit ermittelt werden. Es geniigt hierzu eine Art Fenster von
der Grofe ¢ in der entsprechenden Zeile iiber den Text zu schieben und dieses
auszulesen (vergleiche Abbildung 27 auf Seite 75 und Abbildung 29). Dabei
muss in jedem Schritt nur das jeweils erste Zeichen gel6scht und das néichste
hinzugefiigt werden.

=]

ol L1 T T T T 1T 1]
uuuuu

Abbildung 29: Auslesen der Probenketten

Durch die sich iiberlappenden Proben im Suchmuster ist eine Speicherung
der zugehorigen Probenketten in einem Trie nicht mehr moglich. Man kann
den Trie jedoch ohne Laufzeitverlust durch Fehleriiberginge zu einem Aho-
Corasick “MultiPatternMatching”-Automaten erweitern|1]. Die Adressenlisten
werden hierbei an den Zustdnden des Automaten vermerkt. Der Zugriff auf
eine zu einer Probenkette gehorende Adressliste kann auf diese Weise wieder
in einer Zeit von O(q) erfolgen.

Da in der Vorverarbeitung insgesamt m L‘ZJ Proben mit einer Gréfe von je ¢

Zeichen in den Automaten eingefiigt werden miissen, wird eine Zeit von O(m?)
Einheiten wihrend der Vorverarbeitungsphase benétigt. Unter expliziter Be-
riicksichtigung der an sich konstanten Alphabetgrofe innerhalb der O-Notation
und abhéngig vom genauen Algorithmus zum Aufbau des dem Automaten zu-
grunde liegenden Tries ergibt sich analog zum vorigen Abschnitt eine Laufzeit
von O(m?c) bzw. O(m?log(c)). Durch die geringere Anzahl von Proben im
Suchmuster sinkt die Vorverarbeitung also um einen Faktor von ¢.

Alternativ ist es auch moglich die Methode der Speicherung in Arrays aus
dem vorhergehenden Abschnitt zu erweitern. In diesem Fall werden die Zei-
chen im “Fenster” jeweils als ¢ einzelne Stellen einer Zahl zur Basis ¢ aufgefasst.
Diese Zahl kann direkt an jeder der O(m?) Positionen im Suchmuster ausge-
lesen werden, es ergibt sich somit analog zum vorhergehenden Abschnitt eine
Zeit von O(m?) fiir die Vorverarbeitung des Suchmusters. Auch hier verringert
sich also die Laufzeit der Vorverarbeitungsphase um einen Faktor von q.
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Zu einer weiteren Verbesserung des Laufzeitverhaltens kann aufserdem hori-
zontal der Wert einer Probenkette w’ aus der zum vorhergehenden Fenster ge-
horenden Probenkette w bestimmt werden. Hierzu wird die héchstwertige Stelle
von w gestrichen, der verbleibende Wert um eine Potenz erhoht und das neu
hinzukommende Zeichen z in codierter Form addiert: w’ = (w mod (c?~1))xc+z.
In jeder zu berechnenden Spalte konnen also bis auf die ganz linke alle Pro-
benketten in konstanter Zeit bestimmt werden.
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4.3.1 Laufzeitverhalten

Basis fiir die Berechnung des Laufzeitverhaltens sind wiederum die stochas-

tischen Uberlegungen und einige der mathematischen Uberlegungen aus dem

vorhergehenden Abschnitt.

Bereits bei der Bestimmung von h wurde die Anzahl der beteiligten Zeichen

in der Testphase ermittelt. Da diese Anzahl proportional zur Laufzeit dieser

Phase ist, kann hierfiir eine Obergrenze abgeschitzt \QNerden:2
Ll () +a) = () =5 < LR R) < o = a3

Mit den Uberlegungen aus dem letzten Abschnitt ergibt sich hier eine stochas-
tische Zeit von "f—qa fiir die anschliefende Uberpriifungsphase. Fiir beide Phasen
ergibt sich also in der Summe eine Laufzeit von

n? <m+g)

Minimiert man diese Summe in Abhéngigkeit von ¢, so ergibt sich mit den
Methoden der Differentialrechnung ein reeller Wert fiir ¢:

q = logem? + logc%.
Fiir ¢ > 2 gilt 0 < logclf_(cl) < 5. Damit ist ¢ := maz{1, [log;m*]} wiederum
eine gute Wahl fiir q.
Setzt man diesen Wert in die Ausgangsgleichung ein, so ergibt sich nach eini-
gen Umformungen als obere Grenze fiir die Gesamtlaufzeit der Test- und der

Uberpriifungsphase:
2 1 a 2 [ 2logem®+a\ __ n2logem? \ __ |T|loge| P
(g ) = () = o () = o ()

Es ergibt sich das folgende Theorem:

Theorem 2:
Mit Hilfe von sich iiberlappenden linearen Vorlagen der Groke [log.m?] kin-
nen alle Vorkommen eines m x m grofen Musters in einem Text der Grofe
n X n in einer Zeit von O(%) gefunden werden. Die Vorverarbeitung

des Textmusters bendtigt eine Zeit und einen Speicher von O(m?).

Wie im Fall von quadratischen Vorlagen kann auch bei diesem Algorithmus
die fiir die Vorverarbeitung benétigte Zeit nicht mehr vernachlissigt werden
wenn P zu grof wird (|P| = w(ny/log.n)). Benutzt man in der Vorverarbeitung
wieder nur einen Bereich der Groke 8(ny/log.n) von P, so kann eine Vorverar-
beitungszeit von O(ny/log.n) erzielt werden.

Problematisch wird der Algorithmus, wenn die Probengrofe ¢ die Lénge der
einzelnen Zeilen im Suchmuster iberschreitet. In diesem Fall miissen die Pro-
ben auf mehrere benachbarte Zeilen erweitert werden.
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4.4 Résumé

Dieser Algorithmus bietet viele Vorteile. Er ist sehr einfach zu implementieren
und erreicht trotzdem eine sehr gute Laufzeit bei angemessenem Speicherver-
brauch. Durch die Wahl von geeigneten Vorlagen und Testschemata lisst er
sich gut an spezielle Probleme anpassen oder fiir Verwendungen in Bereichen
aufserhalb der exakten Mustersuche anpassen.

So beschreibt Park|22| Erweiterungen zur approximativen Zeichenkettensuche,
insbesondere fiir das k-mismatches-Problem, also die Suche nach einem Mus-
ter welches bis auf k£ Ausnahmen mit dem Text iibereinstimmt. Seine Anderun-
gen bestehen im Wesentlichen darin mehr als einen Zeugen pro Kandidaten zu
ermitteln. Aus der Anzahl der positiven und negativen Proben fiir einen Kan-
didaten konnen dann die gewiinschten Aussagen gewonnen werden.

Eine weitere interessante Erweiterung ist der Ubergang auf héhere Dimensio-
nen. Dieser ist ohne Einschrankung und mit einer entsprechenden Laufzeit von
O(”dl;ig;md) moglich. Im Fall der linearen Vorlagen ist dabei zu beachten, dass
die AC-Automaten in jeder Dimension einen Ubergang auf eindimensionale
Zeichenketten ermdglichen. Hier werden somit wieder die Ideen von Baker|8]
und Bird[9]| zur Losung der zweidimensionalen Mustersuche aufgegriffen.
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5 Laufzeitvergleich der vorgestellten Algorith-
men

Geht man davon aus, dass die Grofke des benutzten Alphabets konstant und
sehr viel kleiner als m ist, so bendtigt der Algorithmus von Amir, Benson und
Farach eine Laufzeit von O(n?) = O(N). Die Suche mit dem Algorithmus von

Kérkkdinen und Ukkonen mit quadratischen oder linearen Proben benétigt ei-
2 2
ne Zeit von O(”lo%)

T T T T T
14 fooeeee s o e -
; (n**2*(log(10**2)))/(10**2*log(26)) -----
12 fo o I— I AR - - A
1 P — B B SR ot
g sbofo — S — — S S— -
> : : : : g
@© : : . e
=4 ek e e R TITty o CONITITS SIS -
Y S - E— E— SOt T — ]
ok ) P i . -
0 _——-i —————— l 1 1 1
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n
Versuch 1: Laufzeit bei wachsender Textgrofe
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Versuch 2: Laufzeit bei wachsender Mustergrofe
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Fiir diese Beispiele wurde |X| = 26 angenommen. Im ersten Diagramm gilt
m = 10. Es ist deutlich zu sehen, dass der Algorithmus von Amir, Benson und
Farach bedeutend schlechtere Laufzeiten liefert. Untersucht man die Algorith-
men bei wachsender Mustergrofe, so liegt die Laufzeit bei einer konstanten
Textgrofe von n = 50 bei 2500 Einheiten (im Diagramm nicht zu sehen), die
Laufzeit der anderen Algorithmen sinkt hingegen.

Es soll nun untersucht werden, ob sich diese theoretischen Werte auch in der
praktischen Anwendung der Algorithmen niederschlagen.

Fiir die folgenden Untersuchungen wurden die Algorithmen in der Program-
miersprache C implementiert. Als Compiler diente der GCC in der Version
3.3.6, die Untersuchung erfolgte unter Slackware Linux 10.1 mit Kernel 2.6.11
auf einem Intel Celeron Mobile Prozessor mit 1,4 GHz Taktfrequenz und 512
MB physikalischem Speicher. Es wurde darauf geachtet, dass zur Zeit der Un-
tersuchung kein Speicher ausgelagert werden musste, ferner wurden system-
fremde Prozesse unterbunden.

Als Gegenprobe wurden alle Versuche mit vergleichbaren Ergebnissen unter
Solaris 10 auf einer Sun Ultra 60 mit Sparc Prozessor (360 MHz) und 2 GB
RAM wiederholt.

Zur Vereinfachung wurde bei der Implementierung der Vorverarbeitungspha-
se der Algorithmus von Main und Lorentz durch einen naiven Algorithmus
ersetzt, auf den Aufbau eines Suffix-Baums wurde verzichtet. Anhand der er-
mittelten Laufzeiten ist jedoch deutlich zu ersehen, dass diese Vereinfachung
keinen nennenswerten Einfluss auf die Gesamtlaufzeit hat, da die Vorverarbei-
tungsphase ohnehin keinen grofsen Anteil dieser Zeit ausmacht.

Fiir die Versuche wurden Texte und Suchmuster aus verschiedenen Texten ge-
neriert. Die Generierung geschah, mit einer Ausnahme, indem die Buchstaben
des zugrunde liegenden Textes nacheinander eingelesen und zum Testtext und
Testmuster zusammengesetzt wurden. Folgende Eingaben wurden benutzt:

e Bibel: Die deutsche Ausgabe der lutherischen Bibel, Altes und Neues
Testament in revidierter Fassung. Zur Vereinfachung wurden nur die
Buchstaben benutzt und diese zusédtzlich in Grokbuchstaben gewandelt.
Hieraus resultiert ein Alphabet von 26 Zeichen.

e allesX: Das Alphabet bestand ausnahmslos aus dem Buchstaben “X”.
Getestet wurde mit diesem Muster trotzdem mit einem angenommenen
Wert von [X] = 2.

e Binir: Eine zufillige Folge von “X” und “-”, also ein rein binéires Alphabet.

e 17ul0: Eine zufillige Folge der Zeichen “X” und “ 7, das Verhiltnis dieser
Zeichen untereinander betrug 1:10.
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e alpha: Eine Folge von zufillig gewédhlten Zeichen aus der

Menge {A, B, ..., Z}.

Zur Erzeugung der Zufilligkeit wurde jeweils die rand-Funktion des C-Compilers
benutzt.

Als Sonderfall wurde auflerdem die Suche in Bilddateien behandelt, da hier
durch zusammenhiingende Flichen oder weiche Ubergiinge andere Laufzeitver-
halten erwartet werden konnten. Um diesen Effekt zu verstirken wurde kein
Photo mit vielen verschiedenen Farben und kleinen Einzelelementen, sondern
ein Bild aus einer Zeichentrickserie mit nur 64 Farben benutzt. Die einzel-
nen Farben wurden dabei als ASCII-Zeichen codiert. Um die Besonderheiten
eines Bildes nicht zu zerstoren wurden die verschieden grofen Bilder als Aus-
chschnitte des Gesamtbildes in der oberen linken Ecke erzeugt.

Fiir spezielle Untersuchung wurden auferdem die folgenden Texte und Such-
muster verwendet:

e pattern: Das Muster aus Abbildung 11 auf Seite 28

e textd: Der Text aus Abbildung 11 auf Seite 28 4 mal aneinander gelegt
um insgesamt einen 40 x 40 Zeichen grofsen Text zu erhalten.

e Bildausschnitt: Ein Ausschnitt des fiir die Bildersuche gewandelten Bil-
des.

e Bild: Das fiir die Bildersuche gewandelte Bild als Ganzes.

Zusitzlich zu den vorgestellten Algorithmen wurde ein trivialer Algorithmus
implementiert. Dieser legt das Suchmuster in der Art an alle Positionen im
Text, dass es in diesem ganz enthalten ist. An jeder Position werden Suchmus-
ter und Text zeichenweise verglichen, bei der ersten Nichtiibereinstimmung
wird mit der néchsten Position fortgefahren. Im besten Fall wird somit ei-
ne Laufzeit von (n — m)? erreicht, im schlimmsten Fall eine Laufzeit von

(n —m)?x (m?).

Als Erstes sollen die Laufzeiten hinsichtlich steigender Textgrofen anhand der
Bibel verglichen werden.

83



KAPITEL 5 Laufzeitvergleich der vorgestellten Algorithmen

10 T T T T
: X trivial  +
: : ABF X
S SRS SRR Quadratische Proben %
E X : ~ Lineare Proben [

Laufzeit / Millisekunden

o 100 200 300 400 500

Versuch 3: Vergleich bei wachsender Textgrofe

Wie erwartet benotigt der Algorithmus von Amir, Benson und Farach (ABF)
eine deutlich hohere Laufzeit als die Suche mit Hilfe von Proben. Die Laufzeit
ist sogar hoher als bei der trivialen Implementierung. Der Grund liegt darin,
dass hier im Gegensatz zum trivialen Verfahren in den einzelnen Schritten der
Konsistenziiberpriifung mehrmals der gesamte Text durchlaufen wird.

Der triviale Algorithmus kann als Variante des Algorithmus von Kérkkdinen
und Ukkonen mit einer variablen Probengrofe angesehen werden. Die Proben-
grofke entspricht hierbei der Anzahl der iibereinstimmenden Zeichen im Text
und im Muster, welche verglichen werden miissen, bevor der Algorithmus ab-
bricht. In einem Text mit zufillig gewdhlten Zeichen aus einem grofsen Alpha-
bet sind dies in der Regel sehr wenige Zeichen, an jeder mdéglichen Positionen
bricht der triviale Algorithmus mit einer Wahrscheinlichkeit von ﬁ schon nach
einem Vergleich ab.

Im Gegensatz zum trivialen Algorithmus kénnen bei der Benutzung von qua-
dratischen und linearen Proben mit jedem Vergleich mehrere Kandidaten als
Fundstellen ausgeschlossen werden, dies fiihrt zu einer deutlichen Verringerung
der Laufzeit. Da bei den linearen Proben die Anzahl der untersuchten Proben-
ketten im Text nicht maximal minimiert wurde, benotigt dieser Algorithmus
erwartungsgeméf ein wenig mehr Zeit als die Suche mit quadratischen Proben.

Untersucht man nun die Laufzeit in Abhéngigkeit von der Grofe des gesuchten
Musters, so ist es zweckméfig, den Algorithmus von Amir, Benson und Farach
aufgrund der wesentlich hoheren Laufzeit getrennt darzustellen.
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Versuch 4: Vergleich bei wachsender Mustergrofe

Die anderen Verfahren unterscheiden sich in der Laufzeit nicht wesentlich, es
ist jedoch auffillig, dass nur der triviale Algorithmus mit grofseren Suchmus-
tern eine geringere Laufzeit benotigt. Dies liegt daran, dass im Text nur der
Bereich n — m untersucht werden muss. Mit steigender Mustergréfte m sinkt
also die Anzahl der zu untersuchenden Kandidaten.

Auffillig ist, dass die linearen Proben bei groferen Mustern ein besseres Lauf-
zeitverhalten als die quadratischen Proben besitzen. Hinsichtlich der Grofe
des Eingabetextes waren sie jedoch schlechter. Am Ende dieser Untersuchun-
gen wird sich dieser Unterschied aufkliren.
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Versuch 5: ABF mit wachsender Mustergrofse
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Beim Algorithmus von Amir, Benson und Farach ist zu beobachten, dass auch
dieser Algorithmus mit wachsender Grofe des gesuchten Musters etwas schnel-
ler lauft. Gleichzeitig fillt auf, dass selbstversténdlich auch die fiir die Vorver-
arbeitung benétigte Zeit wichst, diese jedoch die Gesamtzeit nie dominiert.
Betrachtet man auch die anderen Algorithmen ohne Beriicksichtigung der Vor-
verarbeitungszeit, so werden diese ebenfalls mit wachsender Mustergrofe be-
schleunigt. Die Vorverarbeitungszeit darf bei grofsen Mustern also offensichtlich
nicht mehr vernachlissigt werden.
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Versuch 6: Wachsende Mustergrofse ohne Vorverarbeitung

Fiir die Suche eines (groften) Musters in vielen Texten ist somit den Algo-
rithmen nach dem Verfahren von Kirkkdinen und Ukkonen der Vorzug zu
geben, fiir die Suche in einem einzigen Text sollte man den Algorithmus von
Amir, Benson und Farach benutzen.

Noch deutlicher wird das Problem der eigentlich schnelleren Algorithmen beim
genauen Vergleich von Vorverarbeitungszeit zur Gesamtlaufzeit.
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Versuch 7: Verhéltnis der Vorverarbeitungszeit zur Gesamtlaufzeit

Bei einer Textgrofe von n = 500 iiberwiegt in den Algorithmen, welche mit
quadratischen bzw. linearen Proben arbeiten, bereits bei einer Mustergrofse m
von 30 - 40 Zeichen die Vorverarbeitungszeit. Beim Algorithmus von Amir,
Benson und Farach hingegen ist selbst bei einer Grofe von 130 Zeichen noch
nicht einmal ein Anteil der Vorverarbeitungszeit an der Gesamtlaufzeit von
20% erreicht.

Die Giite eines Algorithmus héngt also auch von der jeweiligen Anwendung
ab, es gibt in dieser Hinsicht nicht den besten Algorithmus, sondern nur den-
jenigen, welcher fiir das aktuelle Problem die besten Laufzeiten (und eventuell
den geringsten Speicheraufwand) bietet.

Diese Erkenntnisse fithren zum néchsten Versuch. Es soll anhand einiger Bei-
spiele die Auswirkung verschiedener Texte auf die Laufzeiten ermittelt werden
um herauszufinden, ob eventuell einige Algorithmen fiir bestimmte Probleme
besser oder schlechter geeignet sind.
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Laufzeit / Millisekunden

Versuch 8: Verschiedene Eingangsdaten (trivial)
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700

Der triviale Algorithmus ist besonders schlecht fiir kleine Eingabealphabete.
Da mit wachsender Alphabetgrofe die Wahrscheinlichkeit einer Nichtiiberein-
stimmung eines Zeichens im Text mit einem Zeichen im Suchmuster ebenfalls

steigt, ist dieses Verhalten klar.
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Versuch 9: Verschiedene Eingangsdaten (ABF)

Der Algorithmus von Amir, Benson und Farach verhilt sich dhnlich wie der
triviale Algorithmus, die Abhéngigkeit der Laufzeit zur Alphabetgrofe ist je-

doch weit weniger ausgeprigt.
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Laufzeit / Millisekunden

Laufzeit / Millisekunden
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Versuch 10: Verschiedene Eingangsdaten (quadratisch)
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Versuch 11: Verschiedene Eingangsdaten (linear)

Sowohl bei der Verwendung von quadratischen, als auch bei der Verwendung
von linearen Proben ist deutlich der Ansatz dieser Algorithmen erkennbar.
Sie basieren auf der Annahme, dass es nur wenige Fundstellen gibt. Bei jeder
erfolgreich gepriiften Probe muss das ganze Muster mit dem Text verglichen
werden. Im Extremfall mutieren diese Algorithmen damit zum trivialen Ver-
fahren. Sie haben dann sogar eine wesentlich schlechtere Laufzeit, da zusétzlich
die zur Vorverarbeitung benotigte Zeit beachtet werden muss.
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Beim Versuch mit “allesX” und ”1zul0” ist die Wahrscheinlichkeit hoch, dass
selbst wenn keine Fundstelle vorliegt die Probenketten von Muster und Text
iibereinstimmen. Diese Eingabealphabete schneiden daher besonders schlecht
ab.

Da auferdem mit wachsender Alphabetgroke die Groke des Templates (q)
sinkt, ist auch hier die Suche in den beiden alphabetischen Texten am schnells-
ten.

Es ist nicht bei jedem Problem mdglich die exakte Alphabetgrofe (ohne nen-
nenswerte Zeitverluste) vor dem Start des Algorithmus zu bestimmen. Denkt
man zum Beispiel an die Suche in Bildern, so kennt man vorher nicht zwin-
gend die Anzahl der benuzten Farben. Die Abhéingigkeit von der tatséchlichen
Alphabetgrofe wurde bereits festgestellt, es bleibt jedoch zu untersuchen, ob
eine falsche Wahl der Alphabetgrdfie bei Berechnung von ¢ gravierende Aus-
wirkungen hat. Hierzu wurde eine einfache Suche mit unterschiedlich gesetzten
maximalen Alphabetgréfen durchgefiihrt.
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Versuch 12: Vergleich bei wachsender Alphabetgrofe

Man sieht keinerlei Auswirkung. Dies liegt vor allen Dingen in der dimpfenden
Wirkung des Logarithmus begriindet. In der Regel geniigt es also eine “Gro-
flenordnung” fiir die Grofe des benutzten Alphabets anzugeben.

Es fallt ins Auge, dass bei jedem Algorithmus eine Verarbeitung eines Textes,
welcher nur aus Fundstellen besteht, mit sehr langen Laufzeiten verbunden ist.
Da es sich hier jedoch um einen sehr extremen Fall handelt, soll nun unter-
sucht werden, ob die Laufzeiten auch in weniger extremen Beispielen mit der
wachsenden Anzahl von Fundstellen steigen.

Fiir diesen Test wurde ein 5 x 5 grofes Suchmuster benutzt, welches in der
Diagonalen aus “X” und sonst nur aus “-” besteht. Gesucht wird in einem
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4000 x 4000 grofsen Text, welcher zu Beginn nur aus “-” besteht. In jedem
Testdurchlauf wird nun die Diagonale von oben nach unten mit “X”-Zeichen
gefiillt. In jedem Durchlauf existiert also eine Fundstelle mehr.
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Versuch 13: Vergleich bei wachsender Zahl von Fundstellen
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Anzahl Fundstellen
Versuch 14: Vergleich bei wachsender Zahl von Fundstellen

Beim Algorithmus von Amir, Benson und Farach ist ein deutlicher Anstieg der
Laufzeit zu erkennen. Dieser ist bedingt durch eine héhere Anzahl konsistenter
Kandidaten und der damit verbundenen erh6hten Anzahl von Konsistenztests
und Vergleichen von Muster und Text. Die anderen Algorithmen sind in ihren
Laufzeiten konstant, da hier mit jeder neuen Fundstelle nur 5% Vergleiche hin-
zukommen. Im Vergleich zu den 4000% Positionen ist diese Laufzeiterhéhung

91



KAPITEL 5 Laufzeitvergleich der vorgestellten Algorithmen

jedoch irrelevant.

Die benutzten Texte enthalten keine Positionen, die “fast” eine Fundstelle dar-
stellen. Deshalb wird der Eingabetext nun um weitere “X”-Werte erweitert.
Diese liegen aufserhalb eines Korridors von m-Zeichen um die Diagonale in je-
der zweiten Zeile und sind zuféllig verteilt. Auf diese Weise werden keine neuen
Fundstellen erzeugt, die Algorithmen kénnten jedoch einige Positionen finden,
die in sich konsistent sind, bzw. bei denen die Probenketten iibereinstimmen.
Damit ist es wahrscheinlicher, dass die Laufzeit tatsdchlich steigt.

14000 I I I I —
: : trivial +
: : ABF X
e TS RS Quadratische Proben *
o 13900 : : Lineare Proben |
2 . . . : :
2 5 5 5 5 :
o 13800 =i R RRREREEELE  RARREEEEE  RARREEEEE R RREEEEREE SRTTPLTPIDPRIRE -
R0 : : : : :
= : : : : =
= 13700 feeeeee oo B T SR Ve ¢
[} ><><><><)(><)( T
N X i X X X
E >~><><><><><><><><x><x><><><><>< x :
= 13600 - B IR IR § ------------------ Booeeen -
13500 ' ' ' ' '
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Anzahl Fundstellen
Versuch 15: Vergleich bei wachsender Zahl von Fundstellen
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Versuch 16: Vergleich bei wachsender Zahl von Fundstellen
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Es ist zu beobachten, dass das triviale Verfahren und der Algorithmus von
Amir, Benson und Farach durch die Erhohung der “Beinahe” Fundstellen eine
sehr viel grofere Zeit bendtigen. Die auf Kérkkdinen und Ukkonen basieren-
den Verfahren bleiben konsistent. Durch die gewéhlte Anordnung und Form
der Proben entstehen auch bei diesem schwierigerem Text nur selten Situa-
tionen, in denen die Probenketten iibereinstimmen, die aktuelle Position aber
dennoch keine Fundstelle ist.

Hinsichtlich der Anwendungsgebiete ist es interessant die Algorithmen mit
Bilddaten zu testen.
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Versuch 17: Bildersuche

Auch hier verhalten sich die Algorithmen wie erwartet. Auffillig ist nur die
Diskrepanz zwischen der Suche mit linearen und quadratischen Proben. Mit
Hinblick auf das Verhalten dieser Algorithmen bei wachsender Grofe der Such-
muster ist ein Grund in der gewdhlten relativ hohen Mustergréfe von m = 40
zu finden. Dies ist aber sicherlich nicht die einzige Ursache, eine weiterere liegt
in der Art der benutzten Daten. Wiahrend in der Suche in einem realen Text
die Suche mit quadratischen Proben ein klein wenig effektiver war, scheint bei
der Suche in Bilddaten die Verwendung von linearen Proben zweckmaifiger.
Untersucht man auch die anderen Diagramme hinsichtlich dieser Auffilligkeit,
so erkennt man, dass bei allen Versuchen, welche auf strukturierten Daten
beruhen, die linearen Proben die bessere Wahl sind, obwohl sie in der Theo-
rie durch die erhéhte Anzahl von Proben eine geringfiigig schlechtere Laufzeit
besitzen. Besonders in der Untersuchung der Algorithmen bei wachsender Al-
phabetgrofe wird dies noch einmal sehr deutlich. Bei der Untersuchung der
Textprobe bendtigen beide Varianten anndhernd dieselbe Zeit. Bei den Bild-
proben benétigt der quadratische Algorithmus jedoch ungefihr 2 ms mehr Zeit.
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KAPITEL 5 Laufzeitvergleich der vorgestellten Algorithmen

Aus diesen Untersuchungen kann man abschliefend das Fazit ziehen, dass der
Algorithmus von Karkkdinen und Ukkonen in den meifsten Féllen sehr viel
bessere Laufzeiteigenschaften besitzt als der Algorithmus von Amir, Benson
und Farach. Die Wahl der Vorlagen hiingt jedoch entscheidend von der Art
der verarbeiteten Daten ab.

Nur bei der Suche nach einzelnen grofseren Suchmustern sollte der Algorithmus
von Amir, Benson und Farach benutzt werden, da in diesen Fillen die Vorver-
arbeitungszeit bei Kéarkkidinen und Ukkonen die Gesamtlaufzeit dominiert und
den eigentlich schnelleren Algorithmus effektiv langsamer laufen lasst.
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6 Résumé und Aussicht

Es wurden in dieser Arbeit einige grundlegende Ideen und Algorithmen fiir die
mehrdimensionale Mustersuche vorgestellt. Diese bilden eine Basis fiir weiter-
gehende Forschungen und die meisten der bisher bekannten Algorithmen.

Im Vergleich zeigte sich jedoch, dass keiner der Algorithmen generell fiir jedes
Problem gut geeignet ist. Ein Verfahren welches fiir jedes Problem optimal
anwendbar ist und dabei idealer Weise eine einfache Implementierung gewahr-
leistet gibt es bisher nicht.

Der Algorithmus von Amir, Benson und Farach hat sich in den vorangegan-
genen Untersuchungen als eher schlecht erwiesen. Aufgrund seiner internen
Struktur ist er jedoch sehr leicht parallelisierbar. Man kann in diesem Fall
einen um nahezu den Faktor % schnelleren Algorithmus erwarten. In Verbin-
dung mit grofen Suchmustern ist dann auch der nicht unerhebliche Aufwand
bei der Implementierung gerechtfertig.

Eine Erweiterung des Alorithmus auf héhere Dimensionen ist denkbar, eine

Anwendung fiir die approximative Mustersuche jedoch nicht.

Die Algorithmen nach dem Verfahren von Kérkkdinen und Ukkonen hingegen
haben schon auf einer Einprozessormaschine in der Regel sehr gute Laufzei-
teigenschaften und sind sehr einfach zu implementieren. Die Autoren geben in
Anlehnung der Berechnungen von Yao[24] einen Beweis dafiir, dass die Lauf-

ndlogcm
ma

zeit eines idealen d-dimensionalen Suchalgorithmus bei €2 d) liegt. In
diesem Sinne ist der von Thnen angegebene Algorithmus also nicht nur einfach,
sondern auch optimal. Hinzu kommt, dass mit leichten Anderungen mit diesen
Algorithmen das k-mismatches-Problem gelost werden kann.

Diese approximative Suche ist zusammen mit der Ubetragbarkeit auf hohere

Dimensionen eine sehr bedeutende Erweiterung.

Insgesamt jedoch bleibt die Hauptanwendung aller vorgestellten Algorithmen
die exakte Suche.

Besonders im Hinblick auf die Anwendung innerhalb von biometrischen Au-
thentifizierungssystemen gewinnt in den letzten Jahren jedoch auch die ap-
proximative Suche zunehmend an Bedeutung. Fiir diese stehen bisher neben
den Erweiterungen des Algorithmus von Kérkkiinen und Ukkonen nur weni-
ge Verfahren zur Verfiigung. Finige Ansétze fiir eine abgeschwichte Form der
approximativen Suche, einer Suche nach rotierten Mustern im Text, lieferten
Amir und Farach|7]. Mit der wirklichen approximativen Suche beschiftigen
sich hauptsichlich Navarro und Yates [21][25] direkt, oder indirekt als Initia-
toren fiir weiterfithrende Algorithmen.
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