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Gewidmet allen freizeitlosen Mathematikern.

Dieses Dokument ist unsere Mitschrift der Vorlesung “Numerik I” von Dr. Stephan im
Wintersemester 1999/2000.
Die Nummerierung der Lemmata, Sitze, etc. haben wir teilweise etwas unseren
Normen angepaflt.
Fiir eventuelle Fehler aller Art iibernehmen wir keine Verantwortung !
Vielen Dank allen Entwicklern von TEX, X-Fig, GnuPlot und Linux !
Tobias Miiller, Heike Trusch
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Reine Mathematik
Mathematik

Angewandte Mathematik

Problemstellungen entstammen der Praxis

Numerische Mathematik

= Theorie und Praxis konstruktiver, rechnergestiitzter
mathematischer Methoden.

Definition: Eine konstruktive Methode zur Lésung eines mathematischen Problems ist
eine Folge von Anweisungen iiber die Durchfithrung von logischen und arithmetischen
Operationen.

Definition: Ein Algorithmus ist die Spezifikation einer endlichen Folge von Operationen

mit reellen Zahlen, die jedem m-Tupel a = (a1,--- ,a,,) von reellen Zahlen aus einem
gewissen Bereich D des R™, den Daten, ein n-Tupel z = (z1,--- ,,)T von reellen Zah-
len, die Ergebnisse, zuordnet:
rr = Tl(ala"' 1a’m)
z=r(a) &
Ipn = Tn(ala T aa'm)

Die Ergebnisse enstehen dabei aus den Daten iiber eine Folge von
Zwischenergebnissen y;

Y1 = zl(a’la T aam) = ,2’1(0,)

Yo = z2(a, y1)

Y3 = 23((1,, Y1, y2)

yr = ZI(a,yl, et ,Yf—l)
wobei z; “elementare Abbildungen” sind. Die Ergebnisse z,(v = 1,--- ,n) sind eine spe-
zielle Auswahl der y;(1 < i, <I,v=1,---,n)

Implementierung eines Algorithmus:

Daten a a’ Maschinendaten
Iy — J r’ Implementierung
Ergebnisse x x’ Maschinenergebnis
la —d|<e = |z — 2| ?

Okonomiebedingungen

1. beziiglich der verfiigbaren Hilfsmittel (Einfachheit)
2. Rchenaufwand / Rechenzeit (Effizienz, Komplexitét)
3. Konvergenzgeschwindigkeit

4. moglichst grofier Anwendungsbereich (Flexibilitét)
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5. Voraussetzungen

6. Unempfindlichkeit gegen Rundungsfehler

7. Unempfindlichkeit gegeniiber Datenfehlern

Beispiel:

1 .4
I:f0wx—+5

dr

In= [} Zdz = limpsoo In =0

. 1 zn+5*$n—1 1 a;'"‘_l
fO T rox> dx — 5« fO dr

z+5 z+5

fol vl — 51, 4
= —5%1y 1

Iy =log?
I1:1—5*I()
L=45-5+I
I3 =

I, =

Maschinenalgorithmus

I, =0,182

IT1 =51} =0,090

I, =1,500 — 5% I] = 0,050
I} =0,333 — 5% 1) = 0,083
I} =0,250 — 5% I} = —0,165

(Zuverlassigkeit)

(numerische Stabilitét)

(gute Kondition)

Laut TI85: I = 0,034306329555

Anderer Algorithmus:
Sei 419 ndhrungsweise 0.

110 =10

>
©
|

Y =OY = = =0T =0T =
* X X X X %
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i =0

0) | 25 = 0,020
iy = 0,018
it = 10,021
ig = 0,024
it = 0,029
iy, = 0,034
gutartig !

_=giiltige Stellen

Hier wird der Fehler bei jedem Schritt verringert (é)
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Fehlerquellen
Problem math. Modell math. Problem Algo. Maschinenalgo.
der — Daten a — Daten a — Datena — Daten o
Praxis mit Unsicher- r’|
heiten Masch.Rechnung
Problem
Pl Pl P|L&sungs- r) 4
abbildung
“Losung mogliche “wahre Masch.Ergebnis
des Ergebnisse Ergebnis”
Problems”
“ T — z* — T — z
1 2 3 4
1. eventuell falsches math. Modell
2: Datenfehlereffekte
3: Verfahrensfehler
4: Gesamtrechenfehler

Definition: Absoluter und relativer Fehler
Seien a, a reelle Zahlen.

1. a heifit Ndherung fiir a, bis auf einen Fehler, der dem Betrage nach kleiner
oder gleich € ist :gdw | —a| < €
a — a heifit wahrer Fehler

2. a — a heiflt die Korrektur von & als Ndherung fiir a

3. |a — a| heifit absoluter Fehler von @ als Ndherung fiir a

4. wenn a # 0 ist, heifit ‘“%a“‘ relativer Fehler von 4 als Ndherung fiir a (iiblicherweise
in Prozent)

5. a besitzt als Ndherung fiir a N giiltige Dezimalen gdw 4 ist als Ndherung fiir ¢ auf
N Dezimalen genau gdw a — a| < 1 * 107 (N € Z)

6. a sei als Ndaherung fiir ¢ auf N Dezimalen genau. Die Ziffern von g, die in der
Position 10" und davot stehen, heifien signifikante Ziffern (oder wesentliche) von
a als Naherung fiir a, wobei fithrende Nullen nicht mitgezihlt werden

Bemerkung:
e Anzahl der giiltigen Dezimalen ist scharfe Abschétzung fiir absolute Fehler

e Anzahl der signifikanten Ziffern ist grobes Mafl fiir den relativen Fehler
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Bemerkung:
Subtraktion anndhernd gleich grofler Zahlen fithrt zu einem Verlust von signifikanten
Ziffern.

Beispiel: Losung von z2 — 26z +1 =0

> +prr+q=0=z1,=-5=+ (g)2

Satz von Vieta: o = %

1. Maschinenalgorithmus:

p=—26

u=-5=13

v =u?=13% = 169

w=1u?—q=169

r =+ /w=12,961

1 =u+r =25,961 5 signifikante Ziffern
To=u—r=0,039 2 signifikante Ziffern

2. Maschinenalgorithmus:

2 = 7 = 35967 = 0,038519 5 signifikante Ziffern
Maschinenzahlen

Die mit einer bestimmten Codierung darstellbaren Zahlen bilden die Menge M der Ma-
schinenzahlen.

1. Festpunktdarstellung

2. Gleitpunktdarstellung einer Zahl x zur Basis B.
(engl.: floating point representation)
z =o*m* B¢ wobei 2 < B € N Basis des Ziffernsystems
m = (0.a1a2---an)p 0 < ar < B — 1 Mantisse von z
N Stellenzahl (Linge) der Mantisse
e € Z,L <e<U Exponent o = sign z € {—1,1}
Die Gleitpunkt-Darstellung heifit normalisiert gdw. a; # 0 (oder m = 0 falls
z =0).

Wir brauchen eine Abbildung
v: R — M (Reduktionsabbildung)

1. Abschneiden

2. Runden
R >z — vz =: & mit | — z| = mingem|§ — z|
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In den Fillen, wo es zwei von z gleichweit entfernte ¢ gibt, sollte man so runden, dafl
die letzte Ziffer eine gerade Zahl ist.

Gegeben M = M(B, N, L,U).

Dann ist X0z = (0.01---a,)p*BY, ay=B—-1, k=1,--- N

Xmin = (0.1)p * BL die grofite bzw. kleinste positive Zahl in M.

Gegeben 7, so heifit die bestmdoglichste Schranke fiir den relativen Fehler von +.
=]

EN = SUp z€R z

|z|€[2min 2maz]

die Maschinengenauigkeit des Rechners.
Dann gilt: V z € R, |z| € [Tmin, Tmaz|3 ser vz = 2(1 + 9)

[6]<ens
.. . “ I 35BN 11N
Beispiel: Fiir v =“Runden” gilt ey = 1w <3B
Normweise Konditionsanalyse
Betrachte die folgende Aufgabe:

Gegeben: AeU } =:Problem (fa A)

Gesucht: x = f(A)
Das Problem (f, A) heifit wohlgestellt bzgl. absoluter Datenédnderungen gemessen in der
Norm || || gdw.

f

>

Das Problem (f, A) heifit wohlgestellt bzgl. relativer Datendnderungen gdw.
F(A)—f(A A—A
A#0, J(4) # 0 und 330,205 g, \asiano AT S Dra T (2)

Die kleinste Konstante Lgps mit (1) wird mit Lgs(d) bezeichnet.
Die kleinste Konstante L¢; mit (2) wird mit L,¢(d) bezeichnet.

Definition: Die Kondition des wohlgestellten Problems (f, A) bzgl. absoluter (relati-
ver) Datendnderungen ist die Zahl

Kabs(fa A) = limMOLabs(é)

Krel(fa A) = limdiOLrel((s)

Folgerung: Es gilt niherungsweise || f(A) — f(A)|| < Kaps(f, A)||A — A

(A —F(A)| A—A]
TFA < Krel(fa A) A

Gut konditioniert bzgl. absoluter Dateninderungen: K ;5(f, A) ~ 1.
Schlecht konditioniert bzgl. absoluter Datendnderungen: Kgps(f, A) > 1.



1 Interpolation durch Polynome

1 Interpolation durch Polynome

Aufgabe: Gegeben: Funktionswerte f(xg), f(x1), -, f(xy)
fv = f(z,) (0 <v < n) in paarweise verschiedenen Knoten.
o<1 < <x, <<z ER
Finde ein Polynom vom Grade < n mit p(zg) = fo (0 <v < n).

Theorem 1.1 Seien fo, f1,-+-, fn € R und zo,z1,--- , T, € R gegeben mit z; # x; fir
ein 1 # 7. Dann ezistiert genau ein Polynom p, vom Grad < n
mit pp(zy) = f, (v=0,---,n)

Beweis:
a) Existenz: Konstruktion von Polynomen
P, ={g:R— C, g Polynom, Grad g < n}

. 1 ,i=v _
l, € P, mit l,,(a;i)—ém-—{ 0 ity (v=0,---,n)
( )( - )( Krongcke?"—Syn)Lbol
—r; r—x0)(z—x1)**(x—2y_1)(x—Ty41)**(T—Tn
P, > ZV(x) = ?:0, i#£v xx,,—zxi - (:c,,fxo)(gw,,f:vll)*---*(x,,fz,,_ll)(z,,7:2;14.1)*---*@”*58”)
‘ pn(T) := E:o Jolu(z) ‘ (1)

Lagrange Interpolationspolynom
= pn(Tr) = ZE:O folu(z) = frle(op) = 1= fi
——
= p,, interpoliert f, in z,
b) Eindeutigkeit:
Seien p, g € P,, die die Interpolationsaufgabe erfiillen.
z:=p—q € P, hat n + 1 Nullstellen z, (v =0,1,--- ,n)
(denn p(z,) = f, = q(z,) (v=0,1,--- ,n))
= z = 0 nach dem Fundamentalsatz der Algebra.

Beispiel:
f(z) ==z * sin(rz), , :=-14+%, v=0,--- ,4
v| 0| 11]2[3|4
T T
zy, | —1 —35 0 5 1
ful 0] 5 ]0]3z]0

pa(z) = f3*l3(z) + f1 * 11 ()
1, (z—=z0)(z —21)
)

1 (x — x2)(x — 4) Ll (z — mo)(x — z2)(z — z3)(x — 4)
2" (z3 — zo)(x3 — 1) (23 — z2) (23 — 24) (1 — zo)(z1 — z2) (21 — 23) (71 — 74)

~ J ~ J
~~

l

N

&<

(e +1)a(e—3)(@-1)
3+DCDEE-DEED

Andere Moglichkeit:

10



1 Interpolation durch Polynome

Definiton: (Dividierte Differenzen)

flzo] (= f(zn) = fo) k=0
f[xlja e ,.T,/+k;] = f[l'u 50Ty ]_f[l'uv"' sTytk— } (2)
fir0<k,v;v+k<n Dividierte Differenzen
f[$u,xu+1] — f[wwuy-:ll]:il[lwu] — f(m.;:iz:zj;(/wu)

Tabelle fiir dividierte Differenzen:

x0 Ty 2 3 T Ln—1
k=0 flzol flz1] flz2] fl=s] flzn—1l
k=1 flzo, ®1] flz1,22] flz2, ®3] flen—1," "
k=2 flzo, 1, ®2] flz1, z2, 3] flen—2,Tn—1,%n]
k=3 flzo, @1, 22, z5] U flencs, oo senl
k=n floo, 1, @]
Vorausgesetzt z,, v = 0, -- - ,n sind alle paarweise verschieden, dann sind f[zg,- - , Zy4x]
rekursiv durch (2) definiert 0 < k,v; v+ k < n.
Theorem 1.2 Seien g, x1,: - , Ty poarweise verschieden, dann gilt:
n k
| pu(@) =30 flwo, -, ma) * [1j_y (& — 2 ) | (3)

Newton-Interpolationspolynom

Beweis: (durch Induktion iiber n)

n=0= po(z) = flzo] x 1 = f(z0) = fo V4
Annahme: Behauptung (3) gilt firn —1>0
= pn1(2) = T4, flwo, o ax] * [T (@ — o)
interpoliert fy, f1,--- , frn_1 in den Knoten xg,--- , T, 1
= das (eindeutig bestimmte) Interpolationspolynom p,, kann gechrieben
werden:
n
Pn(T) = pn-1(7) +a* H(IE - xnfj)
j=1
N————
#0 fiur xn

(wobei a € R noch bestimmt werden muf} )
Wihle a so, daB3 p, in z, interpoliert !
Berechnung von a:
d ) dn 1) a»
d:C—n +pn71(:v) +axn!= dn—npn(.'lt) = Zj:o deac_an(w)

N~~~
—0

=n! Z?:o fj(H?:O,i;éj(xj —z)

Lemma 1

n'f[l'(), 7‘Tn] g

11

,Tn]

Tn

flzal



1 Interpolation durch Polynome

Beispiel: (dividierte Differenzen)

Ty = 0 1

2

3
r1=1,52 —0, 26667

0 0,022222
Tg =2,5 | 2 —0,16667

1

)

I3 = 4, 51

_2
(2.B. —0.266667 — 3)

Zahlenpaare fiir ; gegeben !
Z:af(:v) =1, firb<a
= Newton Interpolationspolynom
pz(z) = flzo] + flzo, 21](z — 20) + flz0, 71, 32](7 — 20) (2 — 21)+
+flzo, z1, T2, z3](x — z0) (T — 1) (T — T2)
= flzo] +H{(z—10) flz0, 21] +(2—21)[f[T0, 71, T2] +(T—22) f[T0,T1, T2, 73]]}
\1,./ N—— e —— N——_—

= p3(2,1) = 2,0528

—0,26667 0.02222

win

Lemma 1.1 Seien x, paarweise verschieden, 0 < k < n:

k k _

flwo, -+ sak] = 30— f(@0) * ( j:O,j;/_-y(xV — z;)) !
Beweis: (durch Induktion iiber k)

k=0: fo= f(zo) = flzo] v
Annahme: Behauptung gilt fiir £ — 1
flwo, -+ o] = mkizo{ﬂm,'“ ok — flzo, -+ Te—1]}

k-1 k—1 -
= a}kizo {Zu:() (‘TV+1) * Hj:O,j_—,éu(xl/"r‘l - "Ej'f'l) -

— oy F (@) * T1520 e (@0 — ) 1}

k— -1 —
v mp -] = XoZo £ (@o1) * (1720 (@01 — j11))
= flwo, - @] =
__1 fzg) k—1 1 . 1 _ f(zo)
Tk—T0 { H;?:1 +Zu:0 (-TU) [H;?:l,j;éu (z,—z;) H?;(},j;’:y(xv 7‘,[],)] H?;(},j;éu (zo—a;)
= fx Zk—l 1 Ty — To — (Ty — Tp) n fo
H?:O,j;év(xk ~;) v=1 VH?:O,j;éu(w” —x;) . T — X . H?:o,j;éu(%*wj)
1

i=0,i#v(Tv=2;5)

Interpolation bei dquidistanten Knoten
zi=a+ih, i=0,--- ,N, N =52
Variablentransformation:

s(z) =52 = z(s) =xo+s*h

12



1 Interpolation durch Polynome

f(x) = f(mo+sxh) = fs

Aufgabe: Berechne Interpolationspolynom
pn(x) fiir f(.’l)') in Ty yTk+n

Es ist keine Tabelle der “dividierten Differenzen” nétig. Es geniigt eine Differenzen-
Tabelle zu berechnen.

“Vorwirtsgerichtete Differenz” A’f, := { k(Ai_lf ) = Ai-lf Ai-Lf 8 i 8;
s) — s+1 — s

Lemma 1.2 (Zusammenhang zwischen vorwarts Differenz und dividierter Differenz)

Fir allei > 0: flxg, - ,wkH]:ﬁAifk (4)
Beweis: (durch Induktion)
i=0: flog] = flzx) = fe = A%y v

Angenommen (4) gilt fiir i =n > 0, dann

Flog. o g = Lomenfemnt e i)
_ (A" frq1/nth™)—(Afg /n'h™)
- (n+1)h
_ _Artp
= rD)hnH
O
Interpolationspolynom fiir f(z) in zg, -+, Zryq
Po(@) = Y1 flok, -+ > wrri] [0 (@ — Trty) Newton
—_
i AL
T—Tpyj =20+ Ss*xh—[ro+ (k+j)h]=(s—k—j)h
Palw) = Palwo + 5% h) = S A fe TG 35550 = g 8% (7) (%)
Binomial Funktion: (¥ : =9
1momial Funktion: (z) = y(y_11)>;.2..(:1{i_z+1) (: H;;%) ﬁ) >0
Beispiel:
fod
2o =20.34202 \, Afol
15798 A%fy |
z1=30|.5 ¢ > —.01519 NS
14279 > —.00435
= ¢ Y —.01954
To = 40 | .642 { ) }
12325
x3 =50 |.76604 N

. . ' (Differenzen der beiden Vorgénger, unten-oben)
Py(a) o7 A fo[Tjmo 574 = fo+ Afox s+ A2fox s % 551 + A3 fo x5 % 251 4 232
= fo+s[Afo + 55H{A fo + 552 A% fo}]

P3(36) = 0, 58778

(da z =20+ sh = s =22 hier: s = 1.6)

T1—xo’

13



1 Interpolation durch Polynome

Interpolationsfehler

Theorem 1.3
Sei I :=[a,bl € Ria < b,z ,2n € I mit xj # x;,Vi # j und w(z) =[],_(z — z,)

Knotenpolynom
Sei f € C™(I) und p,(x) das zugehirige Interpolationspolynom.
Dann gilt:
Voergwperf (@) —pule) = G /" () (6)
Beweis:
Sei I 3z # xg, %1, , %y (da sonst (6) trivial), z fest, ¢ := %
F(t) := f(t) —pn(t) —c* w(t), t € I, hat n + 2 Nullstellen in I,
nimlich ¢ = x¢, 21, ,z, und t = z.

Satz von Rolle: Sei f(z) stetig in @ < z < b und differenzierbar in a < z < b.
Falls f(a) = f(b), dann existiert mindestens ein Punkt ¢ zwischen a und b,

sodal f'(¢)=0

)

|
! X

I ! !
a 4 b

= dt I hat nach dem Satz von Rolle in den offenen Intervallen
(zw1schen den z!,s und z) n + 1 Nullstellen.

= & hat n Nullstellen und so fort.

= ‘f;;l hat eine Nullstelle £(z) € I (gar im Inneren von I).

= 0= LEF() — palt) — exw(O)]| g, = SODE()) — o (n+1)!

m+1 (n+1)
Da &rpn(t) = 0 und Smrw(t) = (n+ 1) = ¢ = LK)

c einsetzen liefert (6) O

Fir f € C"t(I) kénnen wir obiges Theorem benutzen, um den Interpolationsfehler
abzuschétzen:
1f = palloo == mazzerl f(z) = pa(@)| < Gmyrllwlloo * 1/ oo (7)
(w<2 h(""'l), h = magi=1,... n(x; — Ti—1))
Beispiel: f(z) = sin(z). Interpoliere f(z) durch ein quadratisches Polynom
in den Knoten g = —h, 1 =0, 2o =h
Wie mufl h gewfllt werden, damit der zugehorige
Interpolationsfehler < 5% 10~8 bleibt ?

/() = pa) = (=rlemplle=nal (0 ¢)
w(z) = (= —xo)(x —z1)(z — z2) = (z + h)(z)(z — h) = 23 — K’z

14



1 Interpolation durch Polynome

notwendig fiir Maximum von w(z) : w'(z) =0= 322 —~h2=0=1 = :I:%
hoy — b2 _ A2 _ 2k
|w(:|:%)|—|3\/§ \/§|_ 33

Ferner |f®) (&) < 1

!
Folglich max_p<z<p|f(z) — p(z)| < %%h—s *1 = §h3 <5%1078
= h=0,01

Frage: Gilt immer limy,—oo||f — Prlloc =0 7
Nein !

Gegenbeispiel: f(z) =

o —9<x <5
In (7) kénnen wir im Allgemeinen nicht die Konstante || f(**1) ||, verringern, aber durch
eine spezielle Wahl der Knoten kénnen wir ||w||c minimieren. Der Einfachheit halber be-
trachten wir Interpolationen im Einheitsintervall J = [—1,1]. Der allgemeine Fall kann
immer darauf zuriickgefithrt werden:

p(z)=2(a+b)+i(b—a)*z
erfiilllt I = ¢(J) wobei I = [a,b] und ferner

If = Pallr,co = [1£(8()) = Pal(- - ))lls00
P, ={p:R — C, p Polynom vom Grad < n}

Definition: (Tschebyscheff-Polynome)
Die Polynome T, € P, mit
T, (z) = cos(n * arccos(z)) (8)
heiflen die Tschebyscheff-Polynome (1. Ordnung).
T,, sind Polynome, denn Ty(z) = 1, T1(z) = = und mit @ := arccos(z)
Tpi1(x) + Th—1(x) = cos(n + 1)@ + cos(n — 1)P
=2xcos n® cos ® = 2T, (z) xx (9)

L L L
-1 05 0 05 1

das heiit T, 11 (z) = 22T, (z) — Tp—1(x)
Folglich mit (9) und (10) sehen wir, da§ 7, Polynome sind.

Nullstellen von T5,:
n * arccos T, = (k + +)m, k ganzzahlig, 7y, € J = [—1,1]

. i
(%)a:k :cosk:%r, k=0,1,2,--- ,n—1
(durch Symmetrie des Cosinus und seiner Periode 27 erhalten wir fiir alle anderen ganz-

zahligen k keine weiteren zy)

Extremwerte von T),:

15



1 Interpolation durch Polynome

(8)= |Th(z)| <1 = T,(y) ist maximal oder minimal fiir y € J mit |17, (yx)| = 1
12
= 1 * arccos Y :k}*ﬂ'(:>) Yk :cosk*T”, 0<k<n.
Dies sind schon n+ 1 verschiedene ¥, denn als Polynom n%" Grades kann 7T}, nicht mehr
Extrema haben (2 Randextrema + (n-1) innere Extrema)

Theorem 1.4 (Knotenpolynom)
Das Knotenpolynom w(z) = [[,,_o(z — z,) € Ppy1 mit der kleinsten co-Norm ist das
Polynom

wnt1(x) := 27" Thp1(x) mit [lwnialseo = 27"

Der Beweis benutzt das

Lemma 1.3 Sei Q, = {q, € Pn; L-g,(z) = n!}.
Dann gilt:
ming,eQ, | anll 100 = 121" Tnl 100 = 27" (13)

Beweis: (zum obigen Theorem)

n+1
Wn+1 S Qn—}—l (da %wnﬂ = (’I’L + 1)')
= Die Behauptung folgt durch Anwendung des vorigen Lemmas. O

Beweis: (zum obigen Lemma)

Aus (9) und (10) = T}, hat den fiihrenden Koeffizienten 27!
=217 % T, €Q,

= ming,lgn 00 < 2'7"

Angenommen Jg, € Q, mit ||g,| <21 Q@

Setze q := ¢, — 2T,
_ _ol-n < 0 fiir gerades k (Tn(yx) = 1)
= a(y) = anlye) = 27" T (i) { >0 fiir ungerades k (T, (yx) = —1)
g € C(J) = q hat in J n Vorzeichenwechsel, das heifit mindestens n Nullstellen,
aber g € P,,_1 = ¢ = 0 = Widerspruch zur Annahme Q. O
q € C=q stetig

1
Aus (7) folgt bei Interpolation in den Tschebyscheff-Knoten x; = cos ’Hn_2 m, k=0,---,n
in J mit f € C"1(J):
17 = Pall oo < gl £ oo (14)

Hermite-Interpolation
I = [a,b] € R, mit den Daten: f(z,) =: f,, f'(z,) =:f,, v=0,1,-++ ,n

16



1 Interpolation durch Polynome

einer glatten Funktion f konnen wir auf “Informationsbewahrende Art” interpolieren.

f1f1

Theorem 1.5 Es existiert genau ein Hermite-Interpolationspolynom hop1(z,) € Popy1

mit hony1(zy) = fo, h12n+1($u) =f, (0<v<n)
fir paarweise verschiedene Knoten z,, v=20,1,---,n

Beweis:
Eindeutigkeit
Annahme: Es gibt 2 Polynome go,,+1, hop4+1 mit (15)
= hont1 — gont1 € Popt1

hat n + 1 doppelte
Nullstellen, denn
hant1(zv) = fo = g2n41(z0)
und h'2n+1(5”t/) =f,= 9’2n+1(w'/)
= hon+1(z) — gon+1(z) =0 (nach dem Fundamentalsatz der Algebra)

= Eindeutigkeit v
Existenz
hons1(z) =320 o fv k(@) + 3200 £y mu(@) € Ponpa
mit k,(z) :=[1 - 2% (z,)(z — z,)] [2(x) l(z) = H?ZO’#V z;f,_f;z ep,
my(z) == (z — z,) 12(x) Lagrange Polynom
——
eP

Es gilt: ky(z,) = 0 = ml,(z,)
ks () = my(z,) =0
(0<u<n, 0<v<n)
)

n
5,W:{ L=V G b (2,) = 6

0 ,p#v
16) n
hons(z) = > foku(@r) + oo £ mu (k) = fr v
V=0 N——r
& , =0
i kg (Tk)
1
Nachweis von (15)
(1) ~n -
Royn1(Tu) "= dp—o fv k:,{?/) + UE:;) foma (@) = fla v O
fuxl

17



1 Interpolation durch Polynome

Beispiel: f(z) := sin(z) z0=0, 21 =%

Finde zugehoriges Hermite-Interpolations-Polynom
zy 105

fuv = sin(z,) 01
f(zy) =cos(zy)=f,]1]0
v=0,1=n

(16)

ha(z) = Yoo foku(@) + Xu o fimu(z) = fiki(z) + fimo(a)

k(x) = [1 =201 (z1) (@ — 21 ]l%(;v)

hio) = 222 = (£3)

(o) = 22 = (73)
hs = 1% ki(z) + 1% mo(z) = Saf3e — La? + (z — 5)?)
Stiickweise polynomiale Interpolation Zerlegung von I = [a,b] in (der Einfach-

heit halber) dquidistanter Teilintervalle
I; := [z, z;], Knoten: z; =a +ih (0<i<n), h:=22

X, X, X1 X=b

Lineare Interpolation auf jedem I,,: Die Losung fiir fo, f1,--- , f kann sofort angegeben
werden mit Hilfe sogenannter Hut-Funktionen ¢;.
Stiickweise linear interpolierende:

T—Tj—1 . _
sz €l = (zio1, 1)
d(x) =31 fidi(@) mit ¢i(z) = ¢ TH== sz € Lipq = (zi,mi41)  (18)
0 ; sonst

Hutfunktion (Basisfunktion)

18



1 Interpolation durch Polynome

Al = fo—19e—1(2) + frudr()|zer,
P(zk-1) = fr-1 Pe—1(z—1) +Fk Pp(Xi—1) = fr—1

=1 =0
d(zk) = fr19(zk) + i Pr(zk) = fr
=0 =1
Theorem 1.6 (Abschdtzung)
Sei f € C*(I) und ¢ € P, wie in (18), z; dquidistant, f; := f(x;), dann gilt:

= mazil|f — ll1,00 < LN |11,00

2. ||fl ||Ioo > 2||f”||100

fectyI, p, eP,

Interpolierbar

1 = pallseo < gty * Hollsoo * 1Dl
(siehe Seite 14)

Beweis:
w
L If = ¢llz;00 < 5ill5 00l (2 = zi) (& = zi1) || 1,00

!
0:‘5—‘;’:235—%,1—:31'

= p* = wi—12+1'i

w(z*) = (SEi—lZ—SEi) % (wr;i—l) _ }2_2 _ ||w||I¢,oo

= 1f = Bllrioo < BN rioo

= MaTi=,... < %2 mazi|| f"]|1;,00

mazzer|f"(@)=[11" 1,00

2. In I; gilt (.1‘ € Ii):

BIf(z) — ¢'(2)] = hlf' (@) — S0 fid(2)]
= HIf'(@) ~ i1 ¢h-1(e) i (2)
1 l

=hx f'(z) - h'* 710"751'*1
—hf'z) - [ )t

Ti_1

Fzs)—f(wi-1) -

h 0

=2 — 1) £'(®) — zif (@) + @i 1 [ (@i1) + ), | — o [0t

19



1 Interpolation durch Polynome

:Sl'i—iﬂz'fl)fl( )—ivif'(iﬂz')-l-wi lf,(37i ) Ftf ()i, S o [t
i [ f(t)dt—i R

= (o= ) = () 1) 417 O e / 7t

FE

~—
—

h '(
= [t —z) f"@)dt + [ (t—zio1) f"(t)dt
h|f'(z) — ¢'(z) < ||{"||ooT fw’ i = O)dt + || f"||1,,00{3 (& = wi-1)® + (2 — 2)%)}
< " 1500
dividieren durch h = Losung. O

[f'(z) — ¢ (=
i)
(z

Interpolation mit kubischen Splines

Definition 1.1 Sei I = [a,b], f € CI], z; = a +ih, I; := [z;_1, 2]
P : I — R heifit {vollstindiger} kubischer Spline zu f :&

1. 4 € C*(I)
2. ‘lﬁE]P’g(Ii), 1=1,--+,n
8. p(w;) = fzg) = fi (0<4i<n)

4- {¢'(a) = f'(a), ¥'(b) = f'(0)}

Bedingung (4) sichert die Eindeutigkeit.
Statt (4): ¥"(a) = 9" (b) = 0 natiirlicher Spline. (mit weniger guten Approximationsei-
genschaften, da er weniger Informationen iiber f hat.)
‘I’(:E)‘[l (i) a; + bix + Ci.’BQ + di.’133
Bedingungen:

U € C%(I) wegen (1)

U(z;) = f; wegen (3)

U'(a) = f'(a), ¥'(b) = f'(b), wegen (4)
= insgesammt: 4n Unbekannte (Freiheitsgrad)

Bedingungen: 3(n — 1) + (n+ 1) +2 =4n

Theorem 1.7 Seien z;, f; wie in der Definition von Seite 20.
Dann existiert genau ein vollstandiger kubischer Spline ¥ zu f.

“Ich will Sie jetzt nicht mit dem
Beweis dieses Satzes qudlen !”

Theorem 1.8 Sei f € C*(I), I = [a,b] z; =a+i*h, h=|L]|, dann gilt:
Es existiert genau eine Konstante ¢ > 0, so dafl
IF® = ¥Olr e <ex b (i=0,1,2,3)

20



1 Interpolation durch Polynome

Fortgesetztes Gitter z; =a+ixhi € Z, I; = [zi_1, ;]
Sl :={¢ € C(R), 4|, linear Vi € Z}
(Raum der stiickweise linear stetigen Funktionen.)
S2:={¥ € C*(R), ¥|, € P3, Vi€ Z}
(Raum der Spline-Funktionen.)

B-Spline
LpiB 2/3

1/6
L |

X2 X1 X Xis1  Xj42
( 0 » L < Ti—2
(z=zi—2)* L1 = (z 1)
; 6h3 \ ydi—1 =\ T2, Ti—1
\IIB( ) = (Iéh::f) - (mlhzz) + % 7Ii = ("I’li—laxi)
i \T) = (z—x;)3 (z—x;)? 2 L
o3 hZ, +3 dip1 = (wiami-i-l)
b s Aive = (Tiv1, Tiya)
{ 0 s T > Tiyo
Ableitung
1/2h
ye
Xi1 K+2
>‘<,.2 Xi1 Xi
-1/2h

Lemma 1.4

Sei W € S3(I). Dann ezistiert genau ein A € R*3, AT = (A_y, Ay, - -

U(z) = " A, 08 ()| =[50, 2]

21
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1 Interpolation durch Polynome

o -
i-1 i1
Xis1 K2
T X,
X2 X1 W"

(Das Maximum liegt NICHT bei 0, sondern weiter rechts !)

Beweis:
In den Knoten z, gilt fiir solch ein A
Ay \I/f_l(a:,,) +4, \IJE (zv) +Av s \IJE_}_l(:E,,) =¥(zy) (¥=0,1,---,n)
S—— HQ/—/ S——
8 3 §
v=0,n

A, 1 VB (3,) +4, VB () + 4,11 U5 (x,)
—_——— — —

_ 1 =0 bt
2n 5
( 0 y T < Ti—o
3% 9 aIi—l = (.Tz‘_g,.’I,‘i_l)
(-’L’i_w) _ (zl—x) 2 _ ) .
W)= o, s o li= )
% Lito = (Tit1, Tiya)
N 0 y & 2> Tit2
-1 0 1
141 A g ()
14 1 Ag U ()
A ¥(z1)
; 1 1 : _ : -
Lol ¥(o,)
1 4 1 n n
10 1 Ant1 5 (2n)
2 A (o) + %\If'(ajo)
1 4 1 (r
1 Al ( 1)
6 ... : — :
! 1 ! An \Ij('Tn—l)
~ 2 4 5 \I}(.’L'n) _ %\P'(xn)

det L # 0, da f/ strikt diagonal determinant ist.
3'(Ay,- -, A,) und zusitzlich

= —A_1+ Ay =2hV'(z) (1. Zeile) = NAT = (A4, , Ap11)
—Ap—1+ Ans1 =20V (z,) (letzte Zeile)
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1 Interpolation durch Polynome

Beispiel:

f(x) = sin(z) — 2 * sin3(z) in I = [0, 7).

Finde den kubischen Spline ¥ fiir f mit dem Knoten z; = kTT“, k=0,1,2,3,4, als
Linearkombination geeigneter B-Splines.

o+ T4
\Ij(xl/) = f(xu)
' (zo) = f'(x0)
V' (z4) = f'(z4)
h=1
F10) f) f(5) f(B) fGm) f(m) f'(x)
1 o o0 -1 o0 0 -1
42 Ag 1(0)+ 2 71(0) )
1 4 1 A f(%) 102
s 141 4 | = () -1 °
1 41 As f %Tﬂ) 0
2 4 Ay fm) = % f'(m) =
A= A, —21f'(0) }:>A1:%_27f_4_%
Apt1 = Ap—1+2hf'(n) Ag=1-Io T
> Ai=As=1-L Ay=Ay=-1+Lm Ap=F%-1

U(z) = Y-y AT (2)
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2 Lineare Gleichungssysteme, direkte Verfahren

2 Lineare Gleichungssysteme, direkte Verfahren

2.1 Vorbemerkung

a1 a2 -t Qip
A = (aig)i=1,-m = : : : mit a;; € R
k=1,---,n
Gml1 QAnpl " Gmnp
das heifit A € R™*" bzw. A ist (reelle) (m,n)-Matrix.
(eventuell auch a;;, € C, d.h. A € C™*"™).

™
= (Ti)izl,---,m = cee e R™
m
Lineares Gleichungssystem
I
AZ=7r,dh.Z=1| --- | eR" (2.1)
In

gesucht, bzw.
Q1171+ + A1pTp =71

Am1T1 + -+ CmpZn = Ty
Zugehoriges homogenes System:
0

AZ7=0=| : | erR™ (2.3)

Lineare Algebra:
Hat (2.3) genau p linear unabhingige Losungen (z.B.) 1), ... | #(P) € R" und existiert
eine spezielle Losung 79 von (2.1), so ergibt sich jede Losung von (2.1) in der Form

7O 4 @D 4 ... 4 ¢,7P  (¢; € R beliebig)

Speziell m = n, d.h. A € R"*" quadratische Matrix, D := det(A) (auch |A| iblich).

D # 0 < (2.3) hat nur die (sogenannte) triviale Losung Z = 0 < (2.1) ist fiir jedes
r € R™ eindeutig 16sbar.

D =0 < (2.3) hat (0 <)p < n linear unabhiéingige Losungen und (2.1) hat oo viele
Losungen oder ist unlosbar.

D #0: &= A 7 in geschlossener Form darstellbar.

Cramersche Regel:

D
Tk D

Dy, aus D durch Ersetzen der k-ten Spalte von D durch 7; fiir Praxis ungiinstig.

24



2 Lineare Gleichungssysteme, direkte Verfahren

2.2 GauB ’scher Algorithmus

Zunichst betrachten wir ein LGS (2.2) mit m = n, detA # 0:
Sei a11 # 0: Neue i-te Zeile = alte i-te Zeile-gi- (i =2,--+ ,n).
a1171 + a12%2 + -+ + Q1pTp =71
0+ abozo + -+ + ab,xn =14

(2.4)

0+ ajoxo + -+ + a5 =T,
Verfahren auf (n — 1) X (n — 1) LGS fortsetzen. (a), # 0, sonst eventuell Zeilenvertau-
schung.)
Schlieflich LGS mit A-Matrix
a11x1 + a12x2 + - + A1 Ty =11
Aoy + - -+ + Ay Ty = T4

: (2.4)’
alm Dy, = v
die z; in der Reihenfolge z,,z, 1, ,z1 rickwirts bestimmen.

Bemerkung:

~

Der GauB-Algorithmus hat in dieser Form = n’ Operationen. Die Cramersche Regel mit
Entwicklung der Determinanten D, Dy, --- , D, benétigt =2 %4 Operationen.

Methoden zur Rechenstabilitét

Pivotwahl

Elemente von A haben bereits gleiche Groflenordnung, sei zum

Beispiel o < |a11| < |ai1| (=2, ,n)

GauB in der Form (2.4)/(2.4)" moglich. (sogenannte “natiirliche Pivotwahl”, aber grofie
Fehlerfortpflanzung bei Division), daher

1. Partielle Pivotwahl
In der 1. Spalte von A (bzw. in den weiteren Schritten im jeweiligen “Rest”-LGS)
wird das betragsgrofite Element (“Pivotelement”) gesucht und (jeweils) die 1. Zeile
mit der Zeile des Pivotelements vertauscht.

2. Totale Pivotwahl
In A (bzw. den jeweiligen “Restmatrizen”) wird das betragsgrote Element gesucht
und die jeweilige erste Spalte und 1. Zeile mit Spalte und Zeile des Pivotelements
vertauscht. (bei Spaltenvertauschung auf Gesamtmatrix ausdehnen).

Bemerkung:
(2) im allgemeinen stabiler, aber aufwendiger, daher meistens nur (1).

weitere Bemerkungen zu Gaufl

1. Berechnung der Determinante det A # 0, 2 Operationen bei Gauf}
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2 Lineare Gleichungssysteme, direkte Verfahren

a) Addition bzw. Subtraktion von Vielfachen von Zeilen und anderen Zeilen =
Determinante bleibt erhalten

b) Zeilen- und (eventuell) Spaltenvertauschungen = je Vertauschung Anderung
von det A um Faktor -1
Aus (2.4)’ folgt mit zusétzlichen Vertauschungen:

det A= (—1)%ar1ahy- - a6 = Gesamtzahl der Vertauschungen (2.5)

2. Mehrere rechte Seiten, Inversenbestimmung
Schema, fiir Gauf

aip -t G1p [ T1 | S1

anl " Qun | T™n | Sn

Zum Beispiel mit partieller Pivotwahl fiihrt der Algorithmus
iiber (2.4) schliefllich auf
aip - ain el 51
a2 g, | TH S5

(n.—l) (n.—l) (n‘—l)
ann n Sn
Man kann auch eine neue rechte Seite § einfiigen ohne die Dreieckszerlegung von

A nochmals durchzufiihren.

Beispiel: Bestimmung von A~!(= z) mittels Matrizen bzw. LGS A *+ z = E,

aip -+ Qip Tl o Tin 0

1 0
=10 -0
0 0 1

anl - Qpp Tnl - Tnn

3. Die LR-Zerlegung

Satz 2.1 Jede regulire Matrixz A besitzt eine verallgemeinernde LR-Zerlegung, das
heifit zu A existiert eine Permutationsmatriz, eine untere Dreiecksmatriz L und
eine obere Dreiecksmatriz R so, daff gilt PA = LR.

Vergleich:(Gaufl-Algorithmus)

(a11 # 0) =neue i-te Zeile = alte i-te Zeile — it (1.Zeile)

a11x1+ ai2r2t+ -+ +aipnxTy, =T

an1T1+ T +annTn =Tn
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2 Lineare Gleichungssysteme, direkte Verfahren

a11x1  +aret+ - Fa1pTy =171
!

0  +alpze+ -+ Fai,z, =719

! ! — !

0 +a,0T2+ -0 +an,Tn =T,

GAUSS: 1.Schritt: B = E1,A = (bi) 1. und p-te Zeile von A vertauscht
2.Schritt: Fiir ¢;p := %2( = 2,--+ ,n) wird durch C{'B = C{'Ej,A

b
der 2.Schritt durchgefiihrt usw.
1 0
05l = 2B-C, = B 01 Bsy(Cy LB A), Cy 'EayCy  EryA, ---
p+1,p
\ 0 —Chp 1
1 0 \
0 1
Epg = :
1 0
\ 0 1

theoretisch moglich: alle notwendigen Zeilenvertauschungen vor sdmtlichen Elimi-
nationen durchfithren, das heifit zunéchst E,,_1 ;E, 9+ Ey 4F; p A = PA bilden,

-~

P
dann Gaufl mit natiirlicher Pivotwahl.
1 0 0
A eR™ det A#0, E=| o -. o | e R™*"
0 0 1
1 0
1
0 1
1
Sei Epy = : : (2.6)
1
1 0
1
0 1
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2 Lineare Gleichungssysteme, direkte Verfahren

firp#q¢, 1<p, ¢<n
Das heifit p-te und g-te Zeile von E werden vertauscht.
Et — — E—l

pq Pq p 4

1 0 \
1 ail
0 1
1 a1t Qln aq1
EpgxA = f f : : =
1 apl1 - Gpp ap1
1 0
1
anl
0 1

Das heifit Ep,, * A vertauscht Zeilen p und q von A.
Entsprechend: A * E,, vertauscht die Spalten von A
Also: 1. Schritt bei Gaul mit partieller Pivotwahl,
Pivotelement a,1 = A — Ei,*x A

. Frobenius- l\flatrizen
1 0

1
(2.7) Cp = Cp+1p

0 Cnp 1
A € R™ ™ beliebig, C), * A bedeutet: Das Cypy-fache (u = p+1,--- ,n) der p-ten
Zeile von A wird zur p-ten Zeile von A addiert. Entsprechend A * C), bedeutet: das
Cyp-fache (u =p+1,--- ,n) der p-ten Spalte von A wird zur p-ten Spalte von A
addiert.

1 0
1
Speziell: A =C, = Cg = CpCp = Cp+1p
0 Cnp 1

A € R" ™ beliebig, Cp, * A bedeutet: Das Cyp-fache (u = p+1,--+ ,n) der p-ten
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2 Lineare Gleichungssysteme, direkte Verfahren

Zeile von A wird zur p-ten Zeile von A addiert. Entsprechend A * C), bedeutet: das
Cyp-fache (n =p+1,--- ,n) der pu-ten Spalte von A wird zur p-ten Spalte von A
addiert.

1 0
1
Speziell: A=C, = C2=C,Cp = 2ep+1,p
0 2¢np 1
= FE+ Cp2 =20,
1 0
1
bzw. C, ' =2E — Cp = —Cp+1,p
\ 0 —Cnyp 1

= P enthilt in jeder Zeile und in jeder Spalte genau eine 1, sonst Nullen, d.h.
Permutationsmatrix.
Gauf} wie beschrieben:

ColiCily-CTIPA= | = 1 | =R
0 *

( wegen det A # 0 mufl in jeder Restmatrix in der 1. Spalte ein Element # 0 sein!)
= PA= 01C2"'Cn71R
—_——

=:L
1 0 1 0
1 0 0 1 Coy 1
_| Cx : . _ :
€10 = . Cz - = i Oz
1 SR - : : -
Cnr 0 0 Cp 1 Cot Cra 1
usw.
1 0
Coy 1
= L= C32
Cnl Cn2 1

d.h L enthéilt gerade Eliminationsfaktoren.
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2 Lineare Gleichungssysteme, direkte Verfahren

5. Der Fall det A = 0, rechteckige Matrizen, Rangbestimmung
Gaufl entsprechend durchfithren, eventuell totale Pivotwahl bis nur Nullzeilen
iibrigbleiben.
Beispiel:

1120
A=11 2 3 6 | ,Rang A= maximale Zahl linear
2 3 5 6

unabhéngiger Zeilen/ Spalten, hier: Rang(A4) = 2
Rang (A) bleibt gegen GauB-Operationen invariant.

6. LGS mit positiv definiten Matrizen
A € R™ ™ sei symmetrisch, d.h. Vi, k a;; = ar; = A = A! wichtiger Spezialfall
fiir Anwendungen.

Definition:

Die symmetrische Matrix A ist positiv (semi) definit:

e VZ#£0 ZHAD) > (>)0

Fiir positiv definite Matrizen ist die Hauptdiagonale postiv:

0
- - - 0

a; =€ x Ax€; >0, €:= 1

0
Verallgemeinerung (Kriterium von Schur), fiir Anwendungen allerdings unhand-
lich:
A ist genau dann positiv definit, wenn a;; > 0, AR BN 0,

az1  a22

ailr a2 a3
>0,---, det (A) > 0 gilt.
ass
AZ = 7 mit A positiv definit sei gegeben.

L-R Zerlegung mit P = FE ist hier moglich: A = L * R, aber Symmetrie wiirde zerstort.
Stattdessen Zerlegung:
St 0 Sin
A=8"%S mit S = oo , Sy i=1,-++,n) (2.9)

angestrebt.
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2 Lineare Gleichungssysteme, direkte Verfahren

(2.9) heift CHOLESKY-Zerlegung.
1. Gauf} -Schritt:

a1 ai2 -+ Gpp
1 0 * * *
CilA=
* * *
0 * * *

von rechts mit (C7')* multiplizieren.

ai1 0 --- apg
t 0 =* * *
air, = ap; = CrPA(CTY) = ) . B =Bt da A = A
B 0

B und A gind wieder positiv definit:

i #(0), #*BZ = ! Af mit § = (C; 1)t * & # 0, da Z # 0 gilt und det(C; )" = 1.

A positiv definit = Ay > 0.

Entsprechend mufl man das Verfahren fiir A(7) (1. Komponente weglassen) fortsetzen

dy 0
S GO ACT G Y =D = | d; >0
0 dn
:>C:201*CQ* *Cnl 1A =
=2 A=CxD=x(C"
Setzt man D3 = , SO ist

0 Vdn,
A=C*DixD?xCl = (CD%

w\’-‘

(2.10)

CHOLESKY-Zerlegung von A
Ist umgekehrt A = S* * § Cholesky-Zerlegung von A(= A?!), so ist A positiv definit:
>0 = AT > O0VE£0
-'tA-':-'t Sts-':-'t-'— - .
TAT=ZTHILLTYY ) og=0=>7=517=0
::y
Satz 2.2 Die symmetrische Matriz A ist genau dann positiv definit, wenn sie eine
Cholesky-Zerlegung hat.

Formeln der Cholesky-Zerlegung ergben sich iiber (2.10) oder direkt:
811 0 0 0

aii -t G S11 tc Sin
] 12 8929 0 0

: - 0 0 s

Gpl1  +° Qpp nn
Sln " e ) Snn

(0 <)a11 = 8%1 = s11 = ++y/a11 >0
a19 = 819 * 811 = S19 = & u.s.f.

S?i:aii_si_”'_sfu(z—l +,n)
sik = (aik — S1i81% — *** — Si—13Si—1k)|siy (K >4, =1, ,n—1)
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2 Lineare Gleichungssysteme, direkte Verfahren

Anmerkungen des Autors:

Hier entstand in der Vorlesung ein kleines Indizee-Wirrwarr. Sémtliche Indizees in den
S-Matrizen sind verdreht und die Formeln beinahe darauf abgestimmt.

Vermutlich sind die Formeln richtig, wenn man in der a-Matrix beim Benuzten der For-
meln alle Indizees vertauscht (an1 — a1, etc.),

Ubertragung auf rechte Seite des LGS:

P1
AZ = 7 soll dquivalent zu ST = p = : sein.
Pn
S'lse=p = 8'82 = S"F="
= pi = (13 —A81ip1 — = 8 1,iPi—1)|si (2.11b)

(wie s;; (k > i) ohne Index k)
dann z; aus SZ = p rekursiv berechnen wie in b).

Bemerkung: zu Cholesky:

1. i.a. gute numerische Stabilitdt des Verfahrens, unter anderem auch
wegen /- -+ bei s

2. Pivotwahl i.a. nicht notig, konnte (wegen Symmetrieerhaltung) auch nur auf Dia-
gonale durchgefithrt werden (Zeilen und gleiche Spalten vertauschen).

3. Arbeitsaufwand =~ halb so grofl wie bei Gauf} .
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3 Vektor- und Matrixnormen, Fehlerabschitzungen fiir LGS, iterative Verfahren

3 Vektor- und Matrixnormen, Fehlerabschidtzungen fiir LGS,
iterative Verfahren

3.1 Vektor- und Matrixnormen

R ist mit der Euklidischen Vektor-Norm
I

& = /Sy a2 fiw g = | ;| eRe

Tn
normiert (oft auch |Z|), das heifit dadurch wird ein Abstandsbegriff ||Z — ]| gegeben.
Allgemeine Definition der Norm auf R":

Die Funktion ||---| | R® — R heifit Norm auf R", wenn gilt:
(N)VZeR": |Z]| >0und || =0 Z=0 (Definitheit)
(N2) VZ € R* Va € R: ||aZ]|| = |a] * ||Z]] (positive Homogenitét
(N3) VZ, 7 € R*: |2+ 9| < ||Z]] + ||7]| (Dreiecksungleichung)
Beispiel:
1
121, = (321 |2ilP)» (p > 1 reel) (3.1)

wichtigste Fille:

p=1: |IF =2, |=il
p = 2 :Kuklidische Norm, s.o.

[F]oo := mazi_, |z (3.2)
(p — o0 in (3.1) ergibt (3.2))
Fiir die numerische Mathematik ist (3.2) wichtiger als || - |2, aber z.B. fiir Konvergenz-

aussagen werden auch andere Normen betrachtet.

Fiir (3.1) erfolgt der Nachweis von (N1),(N2),(N3) iiber die Holdersche Ungleichung.
Diese entspricht im Fall p = 2 der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung.

1ZT32 < 72 * |1l
Fiir (3.2) ist (N1)-(N3) trivial.

Beispiel: LGS AZ =7

Losung niherungsweise (Rundungsfehler) 7.

“Z ist mit einem Fehler < ¢ (€ R, > 0) behaftet”:

|Z = Z||oo < € heift jede Komponente hat einen Fehler vom

Betrag < e (Vi: (z; — Z;| <€)

Bei ||Z — Z lp < € “Mischen” der Einzelfehler.

|Z = Z|oo < ||Z— Z]|p, aber dadurch im Allgemeinen Uberschiitzung der Einzelfeh-
ler.
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3 Vektor- und Matrixnormen, Fehlerabschitzungen fiir LGS, iterative Verfahren

Konvergenz von Folgen in R"

I

Eine Folge (#*)zen konvergiert Koordinatenweise gegen # = : € R", wenn gilt:

Tn

ngk) — T;

Konvergenz beziiglich || - ||
Zu jedem € > 0 existiert ein M € N so, dal fiir alle k > M

12— 0| <€
Es gilt: Die Konvergenz beziiglich Vektor-Norm und koordinatenweise Konvergenz sind
(im R™ 1) gleichwertig, d.h. es wird keine neu Geometrie definiert.
Der Allgemiene Beweis ist etwas aufwendig, fiir die Gleichwertigkeit der Konvergenz
beziiglich (3.1), (3.2) folgt aus
1, -

[1Z]lo, < |Z]lp < n#||Z]00 VZ € R (*)

=0

Z#0: ||&) oo =|zi] #0 ifest.

=1 |z
~ [EAIES
<1
—_———
1<<n
= (%)
Bemerkung:

Fiir die V-Norm gilt das Entsprechende in C* ((N2) dann
mit o € C (aber auch || _# | € R"))
~~
eC
Matrix-Normen
A € R™™ (auch entsprechend auf C"*", insbesondere im Zusammenhang mit Eigen-
wertaufgaben auch bei reellen Problemen).

Die Matrix-Norm ist Vektornorm auf ]R”2, aber zusitzlich gilt:
VA,b e R"™™™ (e C**™) . ||AxB| < ||A4| * || B

1. || - |loo auf R®*" iibertragen ist keine M —Norm, denn
1 1 1 1 2 2 . .
(1 1)(1 1>_(2 2):>(3-3)glltmcht.
N—— —_—
[[Alloo=1 [|A2]| 0o =2
2. ||---||2 auf R**™ ist sogenannte Frobenius-Norm

|AllF = /i » a3y, ist zwar M-Norm, aber ungiinstig wegen || E||; = v/n
(IIE|| = 1 soll moglichst erreicht werden !)

34



3 Vektor- und Matrixnormen, Fehlerabschitzungen fiir LGS, iterative Verfahren

Beispiele von M-Normen:
|Allz :=mazl_; Y p_; |laxl Zeilensummennorm (3.4)
|Alls :==mazi_; Y i, llal| Spaltensummennorm(3.5)

Dabei sind (N1),(N2),(N3) und (3.3) iiber die A-Ungleichung nachzuweisen.
Einfiihrung der Spektralnorm

Ist A € R**" (bzw. C"*" ) und sind Ay, -+ , A, € C die Eigenwerte von A (entsprechend
ihrer Vielfachheit), so heifit

p(A) := mazx? ,|\| (€ R) (3.6)
der Spektralradius von A.

Ist || o || eine beliebige M-Norm, so gilt fir jede Matriz A € R**™(C"*™)

p(A) < [|A]l (8.7)
Beweis: AT = M\%, T # 0 FEigenvektor zu A

I I 0o --- 0
Sei (2zB.) \€R, = : “ P D =XeERYT£0

Tn zp, 0 -+ 0

AZ=)\7 & AX =)X
= |[AX| = [A [[X]] = [[AX]] < [|A]l = || X]]
~~

#0
(N2) (3.3) )
= [MXI| =" X = [AX]] < (ANl |1 X0]) = gz« A # 1XT) = AL < (A far
~—
£0
betragsmazimales A anschreiben = §(A) < ||A]| O

Laft sich in (3.7) auch "=" schreiben ¢
A € R™¥™ beliebig, B := AT A ist positiv definit,
denn ZTBZ = T AT Az = (AZ)T(AZ) > 0
= alle Eigenwerte von B sind € R und > 0
= HA“spelc =V 5(3) = ""’Lafﬂ:)\EEWvonB\/X (38)
Bemerkung: Fir A € C"*" : B := a'A

Hinweis: N1, N2, N3 und (3.8) gelten.= also || Al|spex ist Norm (Spektralnorm,).
Speziell: A = AT € R™™ = §(A) = || Allspek

= Fir symmetrische Matrizen hat ||A||sper Minimaleigenschaft, d.h. || Allsper < ||A|l fiir
alle M-Normen || - ||

Bemerkung:|| - ||spex ist i.a. nur aufwendig zu bestimmen und mehr von theoretischem
Interesse fiir Konvergenziberlegungen.

Beziehungen zwischen V- und M- Normen:
LGS AZ =7, A™! existiert, Niherungen & fiir &

-,

d= Az —7 (i.a. #0) Defekt der Niherung &
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3 Vektor- und Matrixnormen, Fehlerabschitzungen fiir LGS, iterative Verfahren

7 _
F+d |+ s AG-3)=d=|7- 7| =|A""d|
I—7= Ailcﬂ
daraus soll gelten: = |7 — &|| < ||A™Y||a|d]|
|A=Y||ar ist eventuell abschitzbar, wobei eine maglichst gute Abschitzung bevorzugt wird.

s
I

STRIEST]

Rl

Definition: || - || sei V- Norm auf R™, || - ||; sei M- Norm auf R**™.|| - || und || - ||m
heifien miteinander vertrdaglich (passend), wenn gilt VE VA : || AZ|| < ||A||m || Z]]
Dariiber hinaus heift || - ||ar der V- Norm || - || zugeordnet , wenn es ein & # 0 mit
|AZ|| = [|A||a = ||Z]] gibt. (|| - ||ar dann eindeutig bestimmit)
1 0
. e (3.3) )
Beispiel: £ = eR s, NE*Elm < ||E|m*||E| s * TETr
0 1 E #0
= 1<|Ellm 2B [|Ellprop = \/ Xik-1 05 = Vv
|- I|ar sei || - || zugeordnet3Z # 0
N\EZ | = |Ellm |1Z]l = |Ellm = 1, daher fir n > 1 ist||E|prop keiner V- Norm
~~ ~~
vecr 760
zugeordnet.

Paare zugeordneter V- und M- Normen:

- llee < |-z (Zeilensumme) (3.9)
|-l. < |l-lls (Spaltensumme)
- llz <> I llsper

Die Kondition
LGS AZ =7, Ac RV™ detA+#0, 7#0 (= Z#0)
||| und || - ||ar seien einander zugeordnete V- bzw. M-Normen.
A, 7 seien mit “Eingangsfehlern” pa € RY™ 5. € R behaftet (= T — T + py)
LGS: (A+ pa)(ZT+ ps) =7+ pr
Der Fehler pa sei so klein, daf$ gilt:
!

A= I nllpallar < 1 v
|A~Y||as ist dabei i.a. nur abschitzbar.
Die Grife k(A) (= cond(A)) = || Alla||A | ar (8.11)

heifst Kondition von A.
Es gilt (durch geeignete Abschitzungen)
19| K(A) loallm 127 )

= < + _— wegen O
S NA AR 7
g “NA o vemor g
rel. Fehler von T M rel. Fehler von A rel. Fehler von 7

!
lA=tip <1

Bemerkung:
k(A) kann i.a. nur abgeschitzt werden.
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3 Vektor- und Matrixnormen, Fehlerabschitzungen fiir LGS, iterative Verfahren

0. B (3.3) 3
U= Ellm = [AA v < Al A7 [ar = 5(A)
schlechte Fehlerfortpflanzung fir k(A) > 1.
Dann heifit A schlecht konditioniert.
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3 Vektor- und Matrixnormen, Fehlerabschitzungen fiir LGS, iterative Verfahren

3.2 lterative Verfahren zur Lésung von LGS

(Gauf$ 1833 (Brief), Seidel, Jacobi)

Vorteile gegeniiber direkten Verfahren: Selbstkorrektur von Rundungsfehlern

Nachteil: nur fir Spezialfille, schwach besetzte Matrizen (aber in Anwendungen hiufig)
AT = F, A= (afik)i,k € Rnxn,f,FE R™

VA ag1
Zerlegung A = \D\ = Ap+D+Ag mit Ap, = .

A\ 0\

0 «+ - 0

npn "+ Gpp-1 0O
AT =7 = D¥ =7 — A% — AR®, daraus Iteration in Gesamtschritten (Jacobi) GSV
Dk = 7 — Ap#®) — Arz®) (D=Diagonalmatriz) (8.13a)
Z© yorgegeben, z.B. 7 =0 oder Niherung.
Mindestvoraussetzung: V; a; #0 (= D! eristiert) =
(k+1) L(l’"’t EJ 1,574 aZ]'Tgk))’ t=1,---,m, k= 0,1,2,--- (313[))
daneben Itemtwn in Einzelschritten (Gauf$ -Seidel) ES V
Bei Berechnung von x( ) schon xgkﬂ) . Eﬁ_ ) einsetzen (meist besser),

d.h. (AL+D).’E—7“—AR.'E':>

(A, + D)z*+D) = 7 — Apz®) . #O) yorgegeben, k = 0,1,--- (3.14a)
k+1 k+1 k
z(' = a_lu(rz - E; 11“%1 ; * ) E]n':iﬂ aijxg' ))
(G=1,--+,n, k=0,1,--+) (3.14b)

Verallgemeinerung von (3.14):
Das SOR-Verfahren (Jung):

(successive overrelazatio)

Relazationsverfahren
AZ =7= A1 = —DZ — AR +7 |*weR |+ DZ
= (D+wAr)Z=[(1 —w)D — wAR|Z + wf
= (D + wAr)Z* ) = [(1 — w)D — wARg] * ¥ + w7, (8.150)
70 gegeben, k=0,1,---
. w=1=ESV
o = (1 - w)ak + L (r - T ey - 0 agal?)  (3.150)

Anwendung:
AZ =b. Finde Ndherung zur Lisung Z ohne A komplett zu invertieren.

Bemerkung dber Matrizpotenzen:
Ae R meN
Wann gilt A™ M 0 komponentenweise ¢
Satz 3.1 A™ — 0 gilt genau dann, wenn p(A) < 1 ist.
In diesem Fall ist (E — A) regular.
Ist fiir eine Matriznorm || - |[ar mit ||E|lam = 1 auch ||A||pm < 1, so gilt ferner
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3 Vektor- und Matrixnormen, Fehlerabschitzungen fiir LGS, iterative Verfahren

|||(E_A)_1||M < 1*H}4||M (3.18)

Beweis: (nur fir diagonaldhnliche Matrizen)

At 00
A=T7'DT, D=\ o . o (X\i EW von A)
0 0 XN

A" = (T 'DTYT *DT)(T ' DT)---
N N’

E E
ATV 00

=T-'D™T mit D™ = 0 . 0 und T unabhdngig von m.
0 0 A7

=2 A" 50 D" 06Vi|N<1ep(4) <1

Aus der Regularitat von E — A folgt:

Az = z nur fir =0 lisbar, da A\ = 1 kein Eigenwert.

AZ =)2Z  p(A) =maz] || <1

(E-A)zf=02=0 O

Konvergenzuntersuchungen:
Verfahre nach der Art 26+t Mz®) + 5 7O gegeben, k =0,1,2,--- (5.16)
GSV: M = —D7Y (AL + ARg), SOR: M = (D + wAL)7'[(1 — w)D — wAR)]

Satz 3.2 Konvergenz des SOR-Verfahrens:
Das Iterationsverfahren (3.16) konvergiert genau dann fir beliebige 7O gegen die Lisung
des LGS (E — M)Z = § (dquivalent AZ = 7), wenn p(M) < 1 ist.

Beweis:

E — M regulir, d.h. (E — M)Z = § eindeutig auflosbar.
#) = ME® 45| + } ZHH) _ 7 = M(Z®) — )
T =Mr+s —

Mit 78 — 7 = M(Z* V) — &) ist dies

— M2(F*=1) — g) = ME(FO) — ) 2% o) —7) = 0

wegen vorigem Satz. O

Weitere Aussagen zu diesem Satz: (ohne Beweis, stets Vi a; # 0)

1. Das SOR-Verfahren kann nur dann konvergieren, wenn 0 < w < 2 gilt.
2. Ist A= AT positiv definit, so konvergiert das SOR- Verfahren fiir alle w € (0,2)
3. Es seiw € (0,2). A= (aj)ix € R"" sowie

Bi(w) = |1 — | + 7 7y [ay|

Bo(w) =1 — w| + gZr(las | * Bi(w) + 3273 laz;])
allgemein:

Bilw) = 11— w| + 2 (X5 aglBi (@) + iy lag) (=2, ,m)
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3 Vektor- und Matrixnormen, Fehlerabschitzungen fiir LGS, iterative Verfahren

ferner:

B(w) := mazi,|Bi(w)|.
Ist B(w) < 1, so gilt

M|z = (D +wAL) '[(1 —w)D - wAg]|lz < B(w) < 1,
d.h. das SOR- Verfahren konvergiert.

Vict,om  Dpeik |9k < laii| (Diagonaldominant)
bzw. das schwache Zeilensummenkriterium (Gfter):
(Situation hdufig bei Randwertaufgaben, partiellen Differentialgleichungen)

Satz 3.3
A™ — 0 gilt genau dann, wenn p(A) < 1. In diesem Fall ist (E — A) reguldr. Ist fir eine
M- Norm || - ||ar mit ||E||ar = 1 auch ||A|| < 1, so gilt ferner

(B~ A" lwr < (3.18)
Beweis: (nur fir diagonaldhnliche Matrizen)

A1 0
A:=T7'DT, D= (\i Eigenwerte von A)

0 An

AT 0
A" = (T-'DTYT'DT)(T ' DT)---=T"'D™T, D™= ,
——— N —
E E 0 An'
A" =0 & D™ -0 & Vi|h|<1l & p(4) <1
Regularitit von E-A: AZ = £ nur fir £ = 0 losbar, da A

=1 kein FEigenwert
AZ =X p(A) =maz]_|N| <1, (E-A)Z=0 & Z£=0

Weitere Aussagen iber Satz 3.2 (ohne Beweis)
stets Vi a;; # 0

1. Das SOR-Verfahren kann nur dann konvergieren, wenn 0 < w < 2 gilt.
2. Ist A = AT positiv definit, so konvergiert das SOR- Verfahren ¥V w € (0,2)

3. Es seiw € (0,2). A= (air)ix € R™™ sowie
Pr(w) =1 — w| + &y 2ojs lary]
Balw) = 1~ ] + 1 (e B () + 7 lay))

allgemein: f;(w) == |1 — w| + 12 (32571 lai 16 (w) + X7 la) i = 25+ ,n)
ferner f(w) := max]_;|Bi(w)|.
Ist B(w) < 1, so gilt:
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3 Vektor- und Matrixnormen, Fehlerabschitzungen fiir LGS, iterative Verfahren

M|z = (D +wAL) Y [(1 — w)D — wAR]|lz < B(w) < 1, d.h. das SOR- Verfahren
konvergiert.

A € R™™ heifst zerfallend (zerlegbar, reduzibel), wenn A durch Vertauschen von
Zeilen und gleichnummerierten Spalten auf die Form

A= ( f(l)l ﬁQ ) , A1, As quadratisch, gebracht werden kann.

3
Mit anderen Worten:(vgl. Paragraph 2): Es gibt eine Permutationsmatriz P mit
A= PAPT.

Bemerkung: LGS AZ = 7 zerfdllt AZ =7 I-= < ;,

LGS As§ = § lésen mit 7 = ( ;, ) dann A1Z =1 — Aoif

Es gilt: Geniigt A dem starken Zeilensummenkriterium oder ist A nicht zerfallend und
gentigt dem schwachen Zeilensummenkriterium, dann konvergiert das Finzelschritiver-
fahren und fir jedes w € (0,1) das SOR-Verfahren.

Weitere Bemerkungen zum Iterationsverfahren fiir LGS:

1. Iteration mit Elimination
A¥ =7, A= B+ C Zerlegung
LGS B = 5 sei fiir alle § “leicht auflosbar” (z.B. B~ bekannt, A durch “Stérung”
C aus B hervorgegangen)
Tterationsverfahren BZ*+1) = 0z 47 7O gegeben (5.19)
Konwergiert fiir p(B~1C) (vgl. Satz 3.2).

Bemerkung: Nachiteration
LGS: Ax =r
#0) Niherungslosung (z.B. Gaup, Jacobi, SOR,---)
d = Az© —r Defekt (Residuum,)
Im Allgemeinen: ci;é 0.
Ansatz:
Z=2(0)+7
0=A7 - 7=A7O) + A7 —r = AZ+d

= Lise AZ = —a?_’ndherungsweise ~ ergibt 200
Definiere £V = (0) + 70
Eventuell fortfahren.
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4 Nichtlineare Gleichungssysteme

4.1 Das Banach‘sche Verfahren

(konvergiert linear)
(vergleiche LGS: AZ =7 & £ = MZ+s
~s Tteratives Verfahren 25+D = MZ%®) + s konvergiert genau dann, wenn p(M) < 1 )
Entsprechend NLGS F(Z) =0, F : D CR" — R dquivalent umformen 2u ¥ = $(2), s
daf der “Einfluff 7 des nichtlinearen Anteils ng moglichst klein wird,
~ iteratives Verfahren 2k+1) = qf)(f(k)), 20 gegeben.

Das Verfahren konvergiert, wenn es einen Bereich B C R" (B abgeschlossen) gibt mit
¢|B — B und ¢ ist kontrahierend (Lipschitz-stetig),

d.h. 3a <1, Vo,y € B : |¢(Z) — o(H)|l < ol — 7

(|- || beliebige Norm auf R™ ).

Beispiel:
Gesucht ist die Losung der NLG x = e * =: ¢(x), z € R
Nehme B = [0,5;0,69]. Man prift leicht nach, daff ¢ : B — B (z.B. weil ¢ monoton
und $(0,5) € B, $(0,69) € B).
a = mazyep|d (z)| = mazyep| — e | =705 =0,606531 < 1
= ¢ st kontrahierend BEPS ¢ besitzt in B einen Fizpunkt.
Banach Fizpunktsatz

k| z®
010,55
110,5769498
’ TI85: 1432 - .-
2 10,56160877 85: 0,567143
31 0,57029086
4 10,56536092
Fehlerabschdtzungen:
lassen sich wie bei den Sassenfeldzahlen herleiten:

f(lc—l) ”

||:1: aposteriori

||3—:»_f(k)| < 1 e
< 1oia|| — :Y:'(O)H apriori

Diese Abschdtzung macht nur Sinn, wenn a < 1.
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4 Nichtlineare Gleichungssysteme

4.2 Das Newton-Verfahren

(konvergiert quadratisch)

/

X %

Tangente

(k)
$mmzﬂm_%m% (@)

Herleitung auch tber den Taylor’schen Satz mdglich:
0= f(§) = F(®) + LG (¢ - 20) + Ly (r — 202
fiir ein T € [£;2(0)]
“Ich kann die Indizees nicht lesen !”
“Fies, neh 27
Fiir |¢ — 29| < 1, d.h. (€ — 2(9)? <« |¢ — (9] vernachlissigen wir den letzten Term:
0~ f(2®) + f(z©) (€ - 20).
“=" gtatt “x”, z(1) statt ¢, auflésen nach (M)
= Newton-Verfahren (©).

Der Taylorsatz gilt entsprechend fiir FUnktionen von mehreren Veréinderlichen, gier (aus
iibersichtlichkeitsgriinden) mit 2 Variablen:
NLGS: F(£) =0

T = ( g ),d.h. f(& etha) =0, g(,n) =0, mit f,g: D CR2 - R

8

0) = ( 20 ) sei eine Nidherung, dann entsprechend wie oben
0

0= F(#) = F(z0) + ( (€ — zio) fe(€o5m0) + (1 — m0) fn (€0, m0) ) 4R
(&) = F(@) (€ = £0)9¢ (&0, m0) + (1 = 10) 95 (€0, 0)
Der Rest R enthéhlt partielle Ableitungen 2.0rdnung an einer Zwischenstelle.

() statt &,--- (s.0.)
ﬁ@@+(fﬂ h) W(FD — 70) = ¢
9 9n /[ S0
0

~

~~

=®(£o0,m0)
Dabei ist ®(&p,70) die Funktionalmatrix (Jaobimatrix).

Ist ® (&g, o) reguliir, so kann man obige Gleichung nach z(!) auflésen:
g+ = k) _ o(zk)) -1 F(z(V)
Entsprechende Formeln fiir £ x n-NLGS.
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4 Nichtlineare Gleichungssysteme

Bemerkungen zum Newton-Verfahren:

1. Newton konvergiert wesentlich schneller als Banach, wenn man bereits in der Nihe
der Nullstelle ist, aber oft fithrt er auch zu einem “Hin- und Herpendeln”, wenn
z.B. mehrere Nullstellen vorliegen und #(®) nicht sehr nahe an einer Nullstelle ist.

2. Vereinfachtes Newton-Verfahren:

Da ®(#(*))~1 oft mithsam zu berechnen ist, kann man eventuell stets ®(z(?)!

verwenden:
F(z®) 4+ o(z0)(z*k+) — k) =0
Dieses Verfahren konvergiert natiirlich langsamer.

4.3 Nichtlineare GSV, ESV und SOR-Verfahren

(GSV: Gesamtschrittverfahren von Jacobi)
(ESV: Einzelschritt-Verfahren von Gauf} -Seidel)

NLGS:
fl(&la"' afn) =0
: ;fi:DCR* =R
¢’
#0) = : € D gegeben.
(n)
n
Firi=1,---,n

fz'(do); . ,fi(g)p 550); 553_)1, e ;57(10)) = 0 nach &; auflosen (z.B. einfaches Newton-Verfahren

oder &hnliches), dann 51(1) = &; setzen.
)
1

2 = : und so fortiterieren.

o
Dies ist das nichtlineare GSV (Vorteil: jeweils eine Gleichung).
Nichtlineares ESV:
Entsprechend mit &; aus fi(fg), e ,{Z(i)l,fi,fz@l, e ,{éo)) < 0 ermittelt.
Und:
mgkﬂ) = (l—w)wgk)—l—wiz(.k_'_l) ist das nichtlineare SOR-Verfahren (51(0) = (1—w)£§0)+w£i).
Konjugierte Gradientenmethoden (CG)
A € R"™" gymmetrische positiv definite Matrix
flz)=42<Az,2>—-<bz>+c, TER", beR", c€R (0)
<bz>=b"%z =bzs +byzy+ -+ by,

Das Minimum von f: R” < R ist charakterisiert durch Vf(z) =0
——
=Az—b
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4 Nichtlineare Gleichungssysteme

of
oz
Gradient:Vf = :
of

Ozxn

= Minimum im Punkt z = A~1b

Definition: p,q € R", p # 0 # ¢ sind konjugiert beziiglich A & < Ap,q >=0Vp+#gq
A € R™ ™ positiv definit, symmetrisch

= A hat n orthogonale Eigenvektoren {z;} z = (z1,---,z,) (d.h. Az; = )\;X})

A1 0 A1 0
AX =X = XTAX = =:D= A=X=DX"

0 An 0 An
< Au,u >=< XDXTu,u >=< DXTu, XTu >=< VDXTu,vVDXTu >

——— ——

Annahme: Es sei p?, pt,--- ,p" ! eine konjugierte Basisw in R® beﬁﬁglich A.
Dann setze ¥t = 2% — ayp* wobei a; € R (1)
so gewihlt, daB f(z* — app?) < f(z* — ap*) Va € R (Methode des steilsten Abstiegs)
Dann gilt ay = 42222 (5 =0, ,n—1) (2)

Beweis: f(zF — ap*) = % < A(z* — apF), zF — ap® > — < b, zF — ap* > +c

!
0= % = % < A(—p*), 2% — pk > +% < A(z* — apk), —pF > — < b, —pF >
= — < ApF zk > 4+a < ApF.pF > + <bpF >=0 = (2)

Satz 4.1
Sei A symmetrisch, positiv definit, A € R**™ und {p* Z;é sei eine konjugierte Basis

beziiglich A und z*t! = 2% — app* mit ay aus (2). Dann gilt z™ = A™'b fiir ein m < n.

Beweis: < AzFt! — b, px >=< AzF — b — akApkan >
< Azk — b, p* > -
< ApF pl >
<A > ", p’

-~

Qg
:{ <Azk —b,p? > ;5 #£k

=< Azk —b,pj > —

0 =k
Folglich < Az™ — b,p? >=< Az" ! —b,p) >= ... =< Az7T! —b,p) >= 0 fiir j =
0, ,n—1
= Az™ = b (da {p’} linear unabhiingig) oder z" = A~!b.
Falls Az™ = b fiir m < n. Nehme a,, =0 = zm =gl =... =" O

Bemerkung: 2™ = z exakte Losung von Az = b, d.h. der Algorithmus (1),(2) stoppt
nach endlich vielen Schritten, falls exakte Arithmetik benutzt wird.

Methode des steilsten Abstiegs zur iterativen Losung von Ax = b:

mit

41— ok — ayph ©)

k _ <AzF—bpF>

x
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4 Nichtlineare Gleichungssysteme

wobei {p°,--- ,pF~1} eine konjugierte Basis beziiglich A; d.h. < ApF,p! >=0Vj #k
zF >z =A"Tp

Satz 4.2
Sei A symmetrisch positiv definit. A € RV™ {p°, .- p"~'} konjugiert beziiglich A und
oF L qus (Q).
Dann gilt
z™ = A"1b

(fiir ein gewisses m < n).

konjugierte Gradienten Methode (CG):
Gegeben z°, p°:
htl = zF — appF mit oy aus (VQ)
pk+1 = Aghtl _p— ’kak
wobei S so gewihlt wird, da < ApF*!l p* >=0.
<Azkt1_p ApF> (1 )'
<Apk pk>
denn 0 =< ApFtt pk >
=< phtl, ApF >
=< Azktl — b — Bppk, ApF >
=< Azktl — b, ApF > — B, < pF, Ap* >

Daraus folgt 8 =

Satz 4.3
Voraussetzung wie oben.
Behauptung: < Ap*,p? >= 10, i # j und die Behauptung vom vorigen Satz gilt.

Beweis:
ok, B sind wohldefiniert, da p* # 0. Sei p° # 0 (sonst fertig).
Wir nehmen an p* # 0 fir K < m — 1 und setzen ¥ := Az* — b fir | < m — 1.
Merke: ¢ # 0, denn sonst fy_1 =0 = pp = AzF —b—LrpF~1 =0
rk
Als néchstes schreiben wir
oIt = mj:lajpj als r7t! = 71 — a; Ap/ .
—b+ Az’ = Az? — a;Ap? — b= Az’ —b—a;A
(=b+ Az z! — aj Ap’ x a; Ap?)
ritt o o o
Dann nach Definition von o :<'r1+¥,p7 >=0(=<1r,p) > —a; < Ap’,p’ >
Mit 7"7: = A'Il?j —bund a; = % gilt somit nach Definition von f3;:
< ApPtl pl >=0.
Jetzt nehmen wir an
<Apk,pj >=0 (J:Oa ak_l)
<rkri>=0(=0,---,k—1)
Dies ist richtig fiir k = 1 (Beweis durch Induktion). _ _
Dann < 75t rd S=< 7k — qp Apk 17 >= < r* rI > —qy < ApF,p) + ﬂj—lpjfl >
—_—— ~ ~ .
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4 Nichtlineare Gleichungssysteme

=<kl pl >=0 ri=pl+Bj_1p!
und < kL pk s—o phtl gk 4 g skl s

S><rktl i >=0

Auch < ApFtt pl >=< phtl Apl >=< rktl _ gpk Ap) >=< rk+t1 Api >

:&_jL< pkt1 >_< rkt1 i >] =0

-~

=0 =0
und < Ap*t!, pF >= 0 durch Konstruktion.
Schliellich, angenommen p"™ =0, m <n
= 0=<p",p" >=< 1" = B 1V L™ — B 1 p™ L S>> ™ >= ™ =0
SrMm=Az" -b=0=2z"=A"1b O

Satz 4.4
Voraussetzungen wie oben. Dann gilt die Fehlerabschétzung (Az =b):

-1
lz — =¥l < 2(¥E)H|z — 2|
und k =Kondition der Matriz.

47



5 Approximation

5 Approximation

Interpolation lieferte zu gegebener Funktion f : T'— R (hinreichend glatt) ein p, € P,
mit || f — pl/1,00="klein”.

Frage: Kann man (unabhéngig von Interpolation) ein p € P, mit ||f — pl|r,00=“klein”
finden ?

Solch ein p heifit Approximation von f. Falls es existiert nenn man p mit minimalem
Ilf — pllr,c0 beste Approximation. Genauer, falls || - ||7,00 genommen wird, heifit dieses
Polynom die Tschebyscheff-Approximation (leider komplizierte Theorie.

Frage: Fehler in anderen Normen ?

llp — UHL2 (0,1) = fo ))2d:L' mit p = Zk 0 akzk
. . 1 <z<li
Beispiel: Approximiere u(z) = { 0 :20;;; -2
! 1 2
= fo o Oak:c —u(z))*dz
:f012( Zéakw —u(z))zldr mit 0 < j <n—1
V= Span{\ 1 ,,$,$2, Tt 7\$n_1,} = ]P)nfl
v1 Un

v; =it

. 1 -1 -1 . Z+1 1 1
<w,v; >= [y @ T de = T rlo = T

17, Igp — 212 — 19
< u,vj >= fouaﬂ dx = fa:f dz = $|0—j
1 1 1 _

L3 5 - 5 27!

1 1 19—2

2 nt1 2
H,=| 3 : :

11 1 1o

il SRR e s 52 n

ao al
f’5\ NN

)

3
T _ .
=>n=2:a = 173
n = 3 := dasselbe a
n=4:a =(0,8125 ; 3,75 ; —13,125 ; 8,75)

—— Y~ Y=

ao al a2 a3

o®) — U( ) e Py
v = ag + a1z + agx? + azz® € Py

Vorteil: Mann kann viele (néimlich alle L?-)Funktionen approximieren
Nachteil: Die Koeffizientenmatrix H,, (sogenannte Hilbertmatrix) ist schlecht konditioniert

Definition:
Ein Vektorraum U heift ein reeller unitirer Raum, falls ein Skalarprodukt < --- ,--- >:
U x U — R existiert mit
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5 Approximation

Vi,gheU; , peR: 0# f (5.1)
<fif> >0, <f,g>=<g,f> <f,Ag+ph>=A<f,g>+pu<fh>

In einem unitidren Raum koénnen wir eine Norm definieren:

1
VievllfIl:==<f, f >2
Es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

VigeU:| < fg>|<|fll*lgl
Beispiel:

1. R :<z,y >=2" < Vo,y e R®

2. we C(I) mit w> 0|;
Ly(I,w) :=={f : I = R| [, f2(z)w(z)dz < oo}
< f,y >:= [; f(z)g(z)w(x)dz (beide Réume vollstindig, Hilbertriume)

Sei V' C U ein linearer Unterraum von U. Zu u € U heifit v € V beste Approximation
6 Voev : [[u — vl < [Ju—w|

u

V=R, R=U

Satz 5.1 (Ezistenz und Eindeutigkeit der besten Approzimation)
Sei v1,- -+ ,v, € U linear unabhingig und v := span{vy,--- ,vp}.
Dann gilt:

1. Fir jedes uw € U existiert genau eine beste Approrimation v € V

2. YVweV: <u—v,w>=0,dh u—v1lV

3. Sei A e RY™™, A= (<v,vj >)i; und b € R* mit b; =< u,v; >
= detA # 0 wenn a € R" die sogenannten Normalgleichungen ldst,
d.h. Aa=b=v =737 aju,

Satz 5.2
Sei vy, ,v, € U linear unabhdngig und V = span{vy,--- ,v,}
mit U Hilbertraum. Dann gilt:

1. V u € U 3! beste Approzimation v € V.

2 YwelU: <u—v,w>=0,dh u—v L v
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5 Approximation

3. Sei Ae RV™™, A= (<wv,vj >)ij und b€ R* mit by =< u,v; > (1 <j<n)

= detA#0 (Sei z € R" Losung der Normalengleichungen Az = b) (5.4)
= v= )0 1 (5.5)
Definition: (5.1)
1
VfeU: [fll=<f[f>> (5.2)
1.0£feU = <f,f> >0
2. Vf,g,heU : < f,g>=<g,f>
. Mp€eER : <fAg+ph>=A< fig>+u<f,h>
Cauchy-Schwarz-Ungleichung: | < f,g > | < ||fllllgll Vf,g € U (5.3)

Notation: A heiffit Gramsche Matrix, detA Gram-determinante.

Beweis: c) Zeige zuerst detA # 0 (folgt aus {v1,- -+ ,v,} linear unabhingig)
Annahme: Spaltenvektoren von A sind linear abhéngig.
= JaeR, a; #0 (1<j<n): D0, jeq0aj <vi,v; >=0

= <,y av; > Vi fest
= < Z?:l a;vj, Z?:l a;jv; >= 0
unabhingig
= detA # 0. Folglich z = A~'b ist wohldefiniert. Losung von (5.4):
Seiy:=>" zv; €V

j=1
(vi:€>V)

(g) >-ajv; = 0 Widerspruch zu {v;} linear

n
<u—1yY,v >=<u,v; > — < Y, >:b¢—ij<vjv¢>:O,(d.h.u—yLV)
j=1

(AX);
SeiweV
%
(yé) llu —w|?’=<u—wu—w>=<u—y—(w-—y),u—y—(w—1y) >
~— ——
€v %
(5.1)

=<u—-y,u—y>-2<u—-yw—y+<w—-y,w-—y>
N——

ev

N J
~~

=0 (5.6)

= llu—yl* +llw =yl > |lu—y| fir w #y.

d.h. ||Ju — w|| minimal fiir genaueinw €V = a)w=y=v = v=> z;v;(wg.(5.5))
und es gilt (5.6) = b) O
Mit einem Orthonormalsystem (ONS) {l1,--- ,l,} als Basis von V wird die Approxima-
tionsaufgabe (Finde beste Approximation zu u € U) sehr einfach, nimlich:
Normalengleichungen (5.4):

I Einheitsmatrix (A=I) < [;, 1 >= { (1)’ ; f Z
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5 Approximation

Ir=b = z=0b v= Z?Zl < u,lj > l; beste Approximierende aus ONS
Approximationsfehler? u € U, v € V
lu = vl > Jlull® = [lv]|* v =371 <ul; >
v)|? =< v,0 >=< 30 <uylp > U, Yopq <uylp >l >
n

i=1

<ulp>< g, lp >
1
> lull® = Y0 <uyly >2=3T01 < w,ly >?

Bemerkung: In Ly [—1,1] erhalten wir durch Orthonormalisierung von {1,z,22,---}
die Legendre-Polynome [ (z) = %, lao(z) = \/g:p, Is(z) = %\/g(S:cQ —1),---

(u€ Ly [-1,1] :& [Yu?(z)de < o)

Behauptung;: f_ll Lj(z)lg(z)dz :{ 0, j#k

1, j=k
Approximationsfehler
uelU, veVCU
lu—v|]? =<u—vu—v>=<uu—v>— <v,u—v> =<uu>—<uUv>

=0 nach Satz 5.1
ONS {ei1,--- ,e,} Basis von V

v= Z?Zl <u,ej > e Beste Approximierende zu n in V
<u,v >=<u,y i <u,e>e>=3 0 <uej ><u,e; >=) 00 <u,ej >2

= |lu—]]? = ||Jul| - Yimi<ue > = l|lul|? > doie1 < uyej >2  Bessel-Ungleichung
[0l =< v,0 >=< 3T0_ <wu,ep > e, Y5 <u,ej >ej >

=D ko1 <u,ep ><egd i <u,e;>e;>=3 0 <u,ep ><u e >

= ||lu — v||? = ||ul|? — ||v||* wenn v Bestapproximierende

Satz 5.3 (Gram-Schmidt-Orthonormalisierung)

Zuui, - ,un € U linear unabhdngig definiere rekursiv e; = ”’;—1| Angenommen: k ortho-
normale Vektoren e1, -+ ,eg, k < n sind schon bekannt.

k o drt
dpt1 = Vk41 = Doyt < Vk41,€0 > €y Engl = oy (5.7)

Diese Rekursion kann immer durchgefihrt werden und liefert n orthonormale Vektoren
ey, v=1,---.n

Beweis: (Induktion iiber n) m =1 trivial

Angenommen: Behauptung gilt fiir m <n = ej,---, e, orthonormal

Aus (5.7) folgt: e, = 37/ avup

Angenommen: d, 11 =0 = vy, ,Vp41 linear abhingig (v hat Koeffizienten 1) Wi-
derspruch

= dm+1 #0 = emq1 # 0 wohldefiniert. Sei v < m :
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5 Approximation

m
< dmi1,er >< VUpi1,6 >= Zu:1 < Um+1,€u > €y ey > =10

<Vm+1;eu < ey, ey >
~————
=1

= <emt1,er>=0 Ywv<m = {ei, - ,emnt1} orthonormal = Behauptung. (]

Beispiel: vy =1 =¢;, vy =z =¢e3, v13=2°> <u,v>= fol u(z)v(z)dz U = L*(0,1)

e1(r) = — L =1 do(z) =ve— <wg,e1 >e1=z—<z,1>1= —w—folavdx: —%
fo (1dz)2
do]?> =< do,dy > — [y (z —vp)?dz = [y a® —z + 1 =L
es(x) = IIZEII =12(z — 1) usw.
{1 ,z,2%,2%,-.-} — orthonormieren bzgl. L?(—1,1), < wv,u >= f_llv(m)u(w)da:
v
_ 1 _ _rl _
L = Vol ”5—1” |lv1 ]| —lf_l 1dx —12 1
d2($):x—<w,% > —2:m1—f_1%dac*ﬁ:m
d2(z)|| =< da(z),da(z) >= [, z2dz = %
_ d(x) _ /3
B2(%) = [g@1 = V2%
> I3(z) = 5/3(32% ~ 1)
lj+1(z) Legendre-Polynom vom Grad j.
speziellerFall :x € U =R"  ||z|| puktia = /Y11 |Zi]?
IeR
Standard-Situaton: Gegeben z1,z9,- -,z € I (Knotenpunkte)
und v1,v9, - ,vp.l > R
Finde n: I — R, wobei nur Funktionswerte u(z1),- - ,u(zy) bekannt, d.h. u soll approxi-
miert werden durch v € span{vi,--- , v} bzgl. der Methode der kleinsten Fehlerquadrate,
d.h. mit v = {u(z1),--- ,u(z,)}
vl = {v,(z1), - ,v,(xn)} (1 v < n) finde v € span{vy,--- ,v,} mit
i (u(zi) — (i) = |lu — U||2Eukl. < lu— w||2Eukl. Vw € span{vi,--- v}
|
d.h. S0 (u(z;) — v(z;))? = min
Beispiel: (Kurvenfunktional mit least squares)
Gegeben n = 7 Punkte (z;,y;). Passe eine Gerade y = ko + k1 so an, daf§
S=3" (Y- ) = min Y; — y; heifilen Residuen (Y; = Y (z;))

. .. ds 9s __
S wird minimal, wenn by =05 g5, =0

!
36—,:0 = ?:1 Biko(ko + kiz; — yi)2 = ?:1 2(ko + k1z; —y;) *1 =0

!
o = nz?:l a%l(ké) + kiz — ) =0, 2(/‘32 + 1z —yi) ¥ 7, =0
S miyi = koY iy wi + k1Yo @
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Beispiel:

' ziyi | (z)?
0
3 1
10 | 4 42 = Tko + 21k

15| 9 164 = 21ko + 91k,

36 | 16 = ko=1,928571 = 27

40 | 25 ki =1,357143 = &

60 | 36

N OO R W NS
S oA wN o8
—

> 0 © ototw g

>2121(42|164 | 91
Fitten einer Datenmenge mit einem Polynom vom Grad m, n Punkte (z;, ;)
S=30 (Y —i—y)? =30 (ko + kazi + koaf + -+ + ko — i)

Forderung: S soll maximal werden = g—]fj 2o (0<j<m)
25 = S0 ko + ki + koal 4o Kzt — yi) # 1 =0
!
g_li = Z?:12(k0 +k1$i+k2$?+'--+kmx?‘ —y)*xx; =0
25 =30 2(ko + k1mi + kol 4 - - + kpnal™ — ;) * 2l 20

kon-l-klzl‘i-l-kQE.f?-F”"|‘km2$zm:Zyi
koY wi+ ki Y al ke Y mh + Ak Y 2] = miys

. =2

ko Nal 4k Nal 4+ ke o e b 27" = Yay,
= m + 1 Gleichungen fiir k1, --- , k,, Normalengleichungen

n 2T ko > Vi

2 m+
- o T; Ts T, - k1 o Tl

AR —f oA | ZToEA 2 2 I O I i

Yap Yalth e Yar ke 2Ty
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6 Numerische Quadratur

Trapez-Regel:

y f(x)
T L
f B T
jll l2
h

f(z) konvex in (zg,z1) = f"(z) > 0Vz € (20, 21)
fo=%
Iy = fo+ %f(l)
ly=f1— %11

Flache(Ty) = {02 + g% — fog + %fé 2
Fliche(Ty) = 2500 = (2f - 4 )4 = b f - B ff
f;ol f(z)dz ~ Trapezregel

Fliche(Ty) + Fliche(To) = 2 (fo+ f1) + 2(f5 — f1)
Diskretisierungsfehler:

\E(H)] =[5 fz)dz = §(f1 + fo)]

= |B()] < %1 - fil
(Ebenso giiltig fiir f”(z) < 0 Vz € (z9,71))

fab f(z)dz kann im Allgemeinen nur niherungsweise berechnet werden,
z.B. fir f(z) =e %", f(z) = sin(z?)
Quadraturfehler: E(f) := f: f(z)dz — Z wi fi

Quadratur formel

Dabei sind die w; die Gewichte.

Aufgabe: Bestimme zy, - - - ,z, Knoten und Gewichte wy, - ,wy, so, da} |E(f)| “klein”
wird.

2. Methode: Substituiere das Lagrange-Interpolationspolynom p,(z) = Y7 _ ful,(z) fiir
den Integranden f(x):
= n=1: [} f(@)dz ~ [[{folo(x) +1(z) 1}z
lo(z) li(z)
T—x T — xo
b — 41 -
fa rog — IT1 0+.’L‘1—.’L‘0

fildx mit zy =a, z1 =b, h=xz1 — x9
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6 Numerische Quadratur

= oz [—(x — z1)%fo + (z — o) f1] 525 Trapezregel
=L(fo+ f1)
=n=2: [} f(z)ds~ [[[lo(z)fo+h(z)f1+ la(z) foldz
:f:[ ( )(-’13—1172) f0+ (ff ig; il z;i f + i;c ;cg 22 m;l)fZ]

(o — 961)(300 — T3)

lo(z)
interpolieren in g, 1, zo mit Funktionswerten fy, f1, fo:

= g% o+ 51+ 50 )
= Lfo+ 451+ f2] Simson’s $-Regel (1710-1761)

BE(f) ="
Benutze “Interpolationsfehler”-Term:
fe Cral] o f(w) - palw) = 2 D) mit € € (a,b) = (o, ) und
w(z) = [Tiegle — 2,)
= [} f@)de — [} pae)dz = [} f0D(€) 2 Eyde

n = 1 :(Trapezregel):

E(f) = fab o ﬂ%(@%dw = f@(n) f; wdﬂ) = AL
nach dem 2. Mittelwertsatz.

2ter Mittelwertsatz (Differential-/Intergralrechnung):

f(x), g(x) stetig aufa <z <b f @
g(x) wechselt das Vorzeichen nicht

@gﬂl hat konstantes Vorzeichen in z € (a,b) = (z¢, z1)
Mit partieller Ableitung gilt:

2
b (o—a)(z— r—a)(x—> b (r—a)2 _a)? 3
fa de - ( 2 ) ( 2 ) I;:a o fa (wQ*g) dz = _(w3*i) g:a = }112

~ /
-~

=0

z)dz = f(n) [ g(x)dz, 1 € (a,b)

Newton-Cotes-Formeln:

\ | | | |
[ N N N \

axgph X; X, X3 b=xs+gh

Knoten z;, 1 =0,--- ,n, dquidistant

a = x9 + ph

b=2z0+¢gh, 0<p<qg<mn, pgeR
n

b
I (f) = [, > L) dz
—_—
Lagrangeinterpolationspolynom
q (zo+sh)—(xo+kh)
- Zg Of Hk 0 (zo+7h)—(zo+kh) thds
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6 Numerische Quadratur

e sk
=hY ", H]_ fids
k=0
k#j

1

il
q
=250 fi; O‘J—hf k Oj “ids

1. geschlossene Newton-Cotes-Formeln:
b—a=nx*xh, zg=a, z,=b, p=0, g=n

n=2: a; = h = i i=kds
2 (s—1)(s—2
ap=h [, (5( lgg‘e’_Q))ds
= ifog s —3s+2)ds
= 55— 37 290
a1 :hf2 f(i 3)
—hfo —52 4 25)ds
—h( “+s )5
= h
0522%

2. offene Newton-Cotes-Formeln:
Nehme Knoten T1,"** ,Tp—1

I(f) = X0 it ﬁz-—hf T —ﬁ

|
[
n=2: B = h [’ ds = 2h a x b

E(f) = [ f(z)dz — > wif;

——
I(f)

la] ,a>0

0 a<0 =1(la| +a), a € R

Definiere a4 = {
204 =|a|+a

Satz 6.1 Peano

SGifECm“( ), I=a,b], Vp € Py : E(p) =0

= E(f) = [} f™D(2)K (2)dz (6.3)
K(z) = B (@ = 1)1]™) per (Peano — Kern)

Beweis:
Taylor-Reihe: z € I = (a, b]
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6 Numerische Quadratur

:jﬂm=fmrux—@fmw~~+@ﬁﬂﬂmmrn%/“ﬂm”ww—wmﬁ

~

= f(’"“)(t)ﬁw — )4 Jmdt
——

=0<2z—t<0
et>c

E(p) =0Vp <Py,
= BE(f) = LB, [P D @)[(z — t)4]™dt
= L2 L2 pm D @) (2 — b)) dtdr — Sy wi( [ FOD @) (@i — t)4)™d)}

b n
= 4 SO (o= 041" = 3wl = 1))
a i=0

~ J
~~

=Eu([(z—1)4+]™)=:K(t)

=0
Ab jetzt, zur Vereinfachung:
J = [_578]7 s = IFTa
~ ~ | a+b b izx_aT-H) s N
9(%) = f@+5°) = [ fla)dz =7 [° g(2)di
2
| | | | | |
x x x x x x
a b S 0 S
R T Y E—
Ab jetzt: z; = —s + Qh—s * 1
Berechnung der geschlossenen Newton-Cotes-Formel auch wie folgt:
vi(z) =2, i=0,--- ,m, {vg, -+ ,vm} eine Basis von Py,.
Wir wollen: E(p) =0 Vp € Py,
dh. E(v;)=0Vi=0,--- ,m<&
[P atde =Y ) _qwyal, Vi=0,--- ,m
d.h.
wy + wy o+ e+ w, = 2s (1=0)
Towy + zTw1 + -+ Tw, = 0 i=1)
dwy + wiwy + -+ + 2w, = 2% (1=2)
gfwo + w4+ o 4+ wlw, = (1-(-1)0mtysn (i=m)
= LGS AT = g, fiir m = n ist A die Vandermondsche Matrix.
1 eeeenn 1
mO ------ :L'n
A= . . = eindeutige Gewichte w; !
gl e "

Beispiel: (Trapezregel)
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6 Numerische Quadratur

(=geschlossene Newton-Cotes-Formel fiir n = 1, hier: zy = —s, z, = 3)
wo + wy = 2s b—a 4.41_)
L : = = = —
GS —S’w() 4 sw1 -0 } = Wy w1 S 5 a b

f f()dz — 152(f(a) + £ ()
Frage E(z?) = 0? Nein, siche Ubung.

Beispiel: (Simpson-Regel)

(=abgeschlossene NCF fiir n =2, g = —s, 1 = 0,22 = 3)
wy +wy +we =2s
LGS: —swg+sws =0 = wo=we = 3, wy = %s
2wy + 2wy = %
= [, f(z)dz — b52(f(a) +4f (%5 = [, 9(x)dz — 5(9(—s) + g(0) + g(5))

Klar: E(z%) =0
Frage: E(z3) = 07 Ja! Siehe Ubung.
Fehler der Simpson-Regel ? [a,b] — [—s, s]

— =

I J
Beispiel: (Mittelpunktregel)
(=offene NCF, n =2, m =0, wy = 2s)

Quadraturregel mit Peano ausrechnen:
Trapezregel (m = 1)
EL[(z— £)4]' = [*.(z — ) pdo — s[(—5 — 1)y + (s — 1), L€ (—5,9)

—
0

= [ @~ o —sts - ) = 45— (s + ) = =52 = k(0

:—2—ts+ £
S BT(g) = 4 [, sg"(0) (&~ )t = ~3g"(n) [, (s — )t
>0
nach dem 2. Mittelwertsatz fiir Integrale

=—g"(n)3s%, 1€ (=s,5)
= ET(f) = mf"(é)( a)?, ¢ € (a,b)
Mit der Simpson-Regel folgt: ES(f) —%f(‘l) (f)(b_T“)5 = —ﬁf(‘l) €)(b—a)®
Mittelpunktregel: EM(f) = f(2 (b= a)3
(siehe auch Ubung 10, dort durch 24 mn
Simpson:
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6 Numerische Quadratur

=0

—
Bil(e 4" = [, ~ ), de — 50 0 + 4002 + (5~ 03
= Ji ( —t3d$ (P =) + (s = 1)°]

G TR
N —

4 3 )
<0, da‘rsftgs 20
S k/t) <0 firteJ
- . a + b o
l9(@) = (@ + ——) = [ f(z)dz = [°, g(3)d)
%,_/

X

E3(g) = [*, gW(t)k(t)dt (6.11)
= 4 )(n) f k(t)dt nach dem 2. Mittelwertsatz.

2.Mittelwertsatz:

r,s stetiginag <z <b

s(z) wechselt Vorzeichen nicht in [a, b]
=€b r(z)dz = r(¢) f: s(z)dz

mit ¢ € (a,b)

g s

f) = =g M), €€ [a,0] (6.12)
Quadraturfehler der Simpson-Regel

Entsprechend gilt fiir die Mittelpunktsformel:

b— 3
BY(f) = £ ()t
(siehe auch Ubung 10, dort durch 24 !!f)
Entsprechend gilt fiir die Trapezregel:

E'(f) = —15f"(€) (b ~a)’ (6.10)
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7 Zusammengesetzte Quadraturformeln

7 Zusammengesetzte Quadraturformeln

Bemerkung: Groflere Genauigkeit mit numerischer Intergration (bei dquidistanten Kno-
ten) kann nicht durch héhere Quadraturformeln erreicht werden (vgl. Interpolation)
Stattdessen: Partition des Integrationsintervalls

N
I
XX % X=b

f(b)
f(

z,:=a+vh, 0 <v <N mit h := ”‘T“ (dquidistant)
Mit der Trapezregel T' angewandt auf jedes Intervall I, := [z,-1,2,], 1 < v < N,
erhalten wir als Approximation von [/ b f(z
N
T(h) = Zle TI,, (h) = Zy 0 Q[f(‘rEI/ 1) + f(xu)]
=hlsfo+ fr+ fot-+ fvo1+ 5/N] (7.1)
Zusammengesetzte Trapezregel
(composite trapezoidal rule)
Entsprechend fiir die Simpson-Regel:
h
S(h) =301 S1,(h) = X0l §(f(@v-r) + 4f (mvs + 5) + f(a0))
— ——
=:fy_1 il fv
=if,—1
=01l fo+2fr+ fi+2fs+- 4 fno1 +2fy_1 + 5 /N (7.2)
2 2 2
zusammengesetzte Simpson-Regel
Aus (6.10) folgt

2 f@)da =T () = | S0 B f"(E) (7:3)
< (NB) i maacr—on)|f"(z)]
= S l00?

= O(h?)
mit &, € I, = (z,-1X,) und falls f € C?
[P f(@)dz — S(h)] = | 2N | o TARI3] (74)

(Nh) 25 gomaxzel‘fM) (.’E)‘
- 180 ||f(4 ||I 00( )

= O(h4)
falls f € C*
Falls f glatter ist, nehme asymptotische Entwicklung des Fehlers beziiglich h = I’_Ta
Satz 7.1
Sei f € C?**2(I). Dann ezistieren falls k klein genug (d.h. N grof genug) Konstanten
a1, a2, , ag+1 € R unabhdngig von h und b(h) € R mit

b
ET(h) :=T(h) — [} f(z)dz = a1h* + agh* + - -- + axh* + b(h)h, ay € R
mit [b(h)] < lag1 |17 521,00
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7 Zusammengesetzte Quadraturformeln

Merke:

Diese Entwicklung wird benutzt zur genaueren numerischen Berechnung. Man berechnet
T'(h) fur verschiedene Schrittweiten h und extrapoliert dann fir h = 0. (Richardson-
Extrapolation)

Oft gebrauchte Version: In der Romberg Integration beginnt man mit einer festen Schritt-
weite hy und nimmt nacheinander die Hilfte davon, d.h. h, =2""h (7.6)
und berechnet das zugehorige T'(h,) =: T)0.

nach (7.5) folgt die T,y also einer asymptotischen Entwicklung und mit I := f: f(z)dz
gilt:

Lo =T+ a1h®2™ + agh*2™% + - 4+ qxh**27%% 4 O(R?*1?) ©)
Wir sehen, dafl eine Linearkombination
Ty = (4T — Ty—1,0)
einen Nullterm vor h? bei © produziert.
4 % 2—21/ _ 2—2(1/—1)
3 )+

~ J
-~

=0
Tyr = I +a b +al B + -+ al'n0Y + O(n@+2)
(1)

Jetzt produziere man eine Null fiir a5 ’, u.s.w..

Tl/l =1+ a1h2(

Im Allgemeinen:

1 = Pl >, 1)
Jedesmal erhalten wir eine Entwicklung
Iu,u =1+ al(ﬁlzlhg(ﬂ‘i‘l) + -4 O(h(2k+2)

bis zu T}, ; = O(h?***2) einschlieflich.

Schema fiir (7.7)

To,0
¢
Ty — T
¢ ¢
Top — To1 — Top
¢ N\ ¢
T30 — 131 — T32 — T33
N ¢ ¢
Tk,O - Tk,l - Tk,2 - ... e e Tk,k

Gauf3-Quadratur

Newton-Cotes Formeln: dquidistante Knoten

Frage: Konnen wir Polynome selbst hoheren Grades durch geeignete Wahl der Knoten
exakt integrieren?

Optimale Wahl der Knoten wird in den Gau$l-Quadratur-Formeln gewonnen.
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7 Zusammengesetzte Quadraturformeln

Ji f@)de = 37, wifi (1)
G.Q.F. sind exakt fiir Polynome Ps,_1 vom Grad 2n — 1.

Lemma: Seien p1,p2,--- ,pm Polynome derart, da span{pi,p2,--- ,pm} = Pm—1.

Fiir paarweise verschiedene z, € R (v =1,--- ,m) sei
pi(z1) pi(z2) - pi(zm)

A= p2(.331) p2(z2) p2(ﬂ.vm) 2)
Pm(z1) Pm(T2) -+ Pm(Tm)

= detA#0 (3)

(d.h. {p1,p2, - ,pm} bilden ein Haar-System)
Nehme (von jetzt an) I := [—1, 1], Reduktion auf allgemeinen Fall. Spéter durch lineare
Transformation. Als eine Basis des Raumes P,;, 1 benutze jetzt (Grund wird klar durch

folgenden Satz) die normierten Legendre Polynome L;(z) = %, Lo(z) = \/gzv, -+ L.

Falls py € P, k Nullstellen y1,y2,- -+ ,yx € R hat (gezéhlt nach Vielfachheit), so hat
(v)

p;~ k — v Nullstellen € conv(yi,--- ,yx) v < k.
Satz 7.2
T1,T2, &y € I =[—1,1] seien Nullstellen von Lpy1 und w € R mit
V2
0
dw=| %)
0
mit A aus (2) und mit L, statt p, (v =1,--- ,n) Dann gilt: w; >0 firi=1,--- ,n ()
und Vp € Pop_1 f_llp(:zr)da: =" wip(zi) (6)

Beweis: Nach Lemma gibt es ein eindeutiges w aus (4), da detA # 0.

Nach dem Euklidschen Algorithmus (fiir Polynome) kann ein beliebiges

Polynom p € Py, 1 dargestellt werden als:

p=Lpt1q+7r mit ¢, € Py = span{Lq,--- , Ly} (7)
= q=p_gakly, r=30_, BrL (8)

= [,p(x)dr = [} Lnys(z)q(z)de + \/i/ILl(w) r(z)dz

(da Li(z)=)
=: < Lpg1,q > +V2 < Li,r> (9)
N ——

=0, daLny1Lspan{L;,,L,}€q)
z; Nullstellen von L, 41

> iy wip(zi) (:) > iy wir (i) (:) > k=1 B Doy wiLg(z:) (:) D k=1 Bev/2031
=\/§ﬁl@\/§<L1,T> (10)
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7 Zusammengesetzte Quadraturformeln

Kronecker Delta ;5 = {

WU (6)
Einsetzen in (6) fiir p die Polynome g¢;(z) = [Ty ji(z — zr)? € Pop_o

:>qi(mi)>0:>wi>0 O

n =1 xz; Nullstelle von Lo(z) = \/gx =1z1=0

(4) Lwl =v2 = w; =2 d.h.Y -+ =2%p(0) Mittelpunktsregel

n=2 1z,z9 Nullstellen von L3(z) = ‘f(3x 1) =>n = \_/—%, To = %

\/—wl—l- \/—wg = \/5

(1) @ (—%)lm\/g (%)Jw:o =

~~

( La(z2)
dh. > - ( )—I—lp( )exaktfﬁrpe]P’g
Fur das Intervall [a, b] nehme man eine lineare Transformation vor:
() = +a—}—b‘"“:zce[ab]fulr:I:EI—[1,1]
¢*1(t) =z = b(_b:a) € [-1,1] Riicktransformation
®
N
e

Fehler der Gaufl -Quadratur:
f:[a,b] > R
ECf(p(---)) =252 [1) f(g())dz — 252 S0 wif ($(i)) = [ F(B)dt — 252 S0 wif ()

Gaufl -Quadratur fiir beliebiges Intervall (exakt fiir Polynome vom Grad < 2n)

Lemma: Sei f € C?"(I). Dann existiert eine Konstante ¢, > 0, unabhingig von a, b, f
so, dafl
IBCL(BO)] < eald—a)® ™ fO 100
—_——

magge[— 1,171 ™) (z)|
Beweis:
Setze EY(f(4(-++))) == 52, E°(f(#(-++))) = FC(p) = 0, denn E%(p) = 0 Vp € Ropp 1
Nach dem Satz von Pezzmo gilt:
ECf(p(---)) = f 1{(752” f(#(s))}K (s)ds mit ||K|[[_11),00 =t Ko = const unabhingig
von a,b, f.

()| < Ko [1 (0 (0(5)] #1210 s
——
(b,TGQn
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7 Zusammengesetzte Quadraturformeln

< Kol £ |1,00(5%) M %2

= Behauptung mit C, = QKTQ

Beispiel:
Approximiere fil zsin(z)dz durch Gaul -Quadratur mit den Nullstellen von Lj.

(L4 hat die Nullstellen z; = 0,223 = :I:\/g)

Nehme L; = %, Ly = %, L; = % * g(3$2 -1)

/2 V2

2

0 Li(z1) Li(w2) Li(z3)

Aw = . A= LQ(Il) Lg(xg) L2(1‘3)
6 L3(z1) L3(z2) L3(x3)

%wl‘l‘%u&ﬁ—%w?,:\/i
0+\/§«/§5w2+\/§5«/§2w3=0
~V/B8uw1 +V/B8(3  § — wp +1/3(3% 3 — 1wz = 0
w1 + wy + w3z = 2
<~ wos—w3= 0 =
—w1+%w2+%w3: 0

f_ll zsin(z)de = Y5 wifi = & 0% sin(0) + 3+ /2siny /2 + 3(—1/2)(—siny/3
0

w2
w1

:w3

Rellelelle]

— 10 /3., 3 —
= 9\/;8’&71,\/;—

Der exakte Wert liegt bei 0,60234.

Romberg benutzt die zusammengesetzte Trapezregel: Ty, := T'(h,)
22T, 1 —Ty—1-1

Ty, = R Ny
To,0
¢
Tip — T
¢ N\
Ty — Top — Top
¢ N\ ¢
T30 — 131 — T30 — T33
TN\ N N\
Tk:,O - Tlc,l — CZ"k’2 - ... e e Tlc,k:

Beispiel: hp =1, k=2

2 do

1 =z

Too = %(1+%) =0,75
Tio=;(1+2%2+1)=0,70833

64



7 Zusammengesetzte Quadraturformeln

Tpo=g(1+2%5+2%7+3)=0,697024

Ty, = Z80Too _ 6999

Ty, = ZT0=Tho _ ), 693254
4
Tyo = 22101 — (69317604 F: D C R" — R*, F € C(D) gegeben.

Aufgabe: Finde alle z € D mit F(z) = 0.
Beispiel: (n = 2)
_( 10z1+ 2z +sin(zi+22) \ [ O 0
F(z) = ( x1 + 1029 + sin(zy —x2) /| \ O D =R
Hier existiert henau ein z* € R? mit F(z*) = 0, namlich z* = 0.

Im allgemeinen sind alle Sorten von Losungsmengen moglich (keine, genau ein, end-
lich viele, abziahlbar viele, unendlich viele Losungen).

Ublicherweise existiert genau eine Losung z* € D, falls nétig macht man D entsprechend
kleiner.

Numerische Methoden: Iterationsverfahren

Man benétigt einen Startwert z(9), eine Iterationsfunktion ® : R* — R™ und es gilt
ztD) = o)) Einschrittverfahren

Frage: Tmplizieren z(©) und ® eine (gegen z*) konvergierende Iterationsfolge ?

7.1 Picard lteration

Transformiere F'(z) = 0 in eine dquivalente Fixpunktgleichung:
f(z) =z, f:D —R"*. Nehme & := f = z*t1) = f(z)), v =0,1,2,--- (1)
Picard-Iteration
Beispiel:
_ 1 [ T2+ sin(z1 + z9) _ (™

1@ = (2T ) s P —0 e s =2 (2)
Definition:
DcR, f:D— R,

[ heiBt Kontraktion 3L € R, L<1:Vz,ye D |f(z)— f(y)| < L|lz -yl (2)
d.h. f ist Lipschlitz-stetig in D mit L < 1.

Fundamental fiir die Theorie von Iterationsverfahren ist der folgende Satz.
Banach-Fixpunktsatz:

D C R" abgeschlossen, D # ().

f: D — R” habe folgende Eigenschaften

1. f(D) C D (Abbildung auf sich selbst)

2. f ist Kontraktion
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7 Zusammengesetzte Quadraturformeln

= Dann hat f(z) = = genau eine Losung z* € D und die Picard-Iteration (1) konver-
giert gegen z* fiir beliebige Wahl de Startwertes z(*) € D.
Beweis:
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7 Zusammengesetzte Quadraturformeln

z(0 € D beliebig, z+D) = f(z() & 5 +0) € D fir alle v € N,
||36(”Jrl 2| = | f (&™) - f(at~ 1))|| < Ll|z® — 2@~V < 27)l2® — 2

wegen (2), (2.). (3)
Sei p € N. Mit der Dreieckungleichung folgt
lat+7) 2| < T8 o+ — g0+
®3) :
< ||37 _$(0 “ZP Lvti-1
= [l2® ~ ﬂU(O)IIL” Zp Lt (4)
= ||z — £ LY
R,_/
Ele Li—1

limy o0 | 2P — 3®)|| < limy oo |2V — 2@ 5 LY (1222 — 0
= {ac,(j'/:)g'),l,2 bilden eine Fundamentalfolge (Cauchy-Folge) v =0, 1,2

D abgschlossen = Limes z* € D existiert, z* = lim, ooz
z* ist Fixpunkt von f, da f stetig ist nach (2.), d.h.

z* = limy—eoz®) = lim,,+1_>oof(w(“+1)) stetig f(lim w(”_l)) = f(z*) = Existenz.
Seien z*, y* zwei Fixpunkte, dann gilt nach (2.):

lz* —y*|| = || f(z*) = f(y")| < L |lz*¥ —y*|| =0 = Eindeutigkeit O
<1
Korollar:
Unter den Voraussetzungen aus dem Banach-Fixpunktsatz gilt fiir v € N:
[2) — 27| < ]2t — 2O (5)
“a-priori”-Fehlerabschitzung
o) = & < tEpflat - o) (6)

“a-posteriore”-Fehlerabschitzung

Beweis:
(5) folgt aus (4) mit ym,,%oux("ﬂ) || < £ 2™ — 2O
)|
(6) folgt aus (4) durch dortiges Einsetzen von v = 1
und g1 W) ) g x(O) (D, g+,
2049) — o] < L) 20) = 2@ = []oe+#) - 2l#)| < IR Jal®) — 2te0)
dann limy 400 und p:=v O

Definition: D e R*, f: D - R"
f Kontraktion :& I L<1Vaz,yeD: |[f(z)— fy)| <Lz —1yl

Satz 7.3

D eR*, D#( konvez, f € CY(D) mitVz € D : ||f'(z)|]| < L mit L < 1.
( in einer Matriznorm induziert durch durch die Vektornorm in R™.)

= Dann ist f eine Kontraktion in D.
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7 Zusammengesetzte Quadraturformeln

Beweis: (f' := Funktionalmatrix von f)
D konvex, d.h. z,y € D = z+t(y—z) € D firt € [0,1], g : [0,1] = R* mit
git) = flz+tly—x)), t€[0,]]= ge€ 01[0, 1].
Fy) — f(@) = g(1) — g(0) = [ g'(s)ds "L [ f(z + s(y — 2))(y — s)ds
1£(y) = F @ < fil 1 (@ + s(y — ) (y — @) |ds
< [ If' (& + s(y — 2))Il |y — zllds
tsly o)

R €D )
<L
Sy ooy \
L. T2 + sin(z1 + w2 1471, T2
Beispiel: f(z) = _% ( z1 + sin(z1 — 1) ) @)= flo,m) = ( fa(w1,22) )
on 6_5 0\ 1+4cos(zy —z2) —cos(z1 — x2)

If'(2)llz < 15(1 +2) = 0.3 = L < 1 Kontraktion in Zeilensummennorm
(Banach-Fixpunktsatz)
D € R"™ abgeschlossen

f(D) C D, f Kontraktion } = a2l = f(x(y))
konvergiert gegen z* = f(z*) € D Vz(® e D
Hinweis: In Problemen im R ist speziell f(D) C D oft schwierig zu iiberpriifen, aber
sie ist -wie gesagt- né6tig fiir globale Konvergenz,
z.B. in Kugel K, :={z € R" : ||z — z*|| < r}.
Definition: (Konvergenzordnung)
Die Einschnittmethode z("+1) = ((z(*)),Startvektor z(?), heiBt konvergent von der Ord-
mngp €N & ImeN, M eR:|[z¢t) — 2% < M|jz™) — z*|P, v > m.

Satz 7.4

f € CP(Ks(x*)) fir einp €N, p >0 und

Vie| <p—1: D*flymge =0 O

Dann konvergiert die Picard-Tteration z(*+1) = f (:v(” )) von der Ordnung p.

Beweis: (p = 2) lokale Konvergenz (gesichert) <
37 > 0 mit globaler Konverglenz in KT(:E’;) Sei y € Ks(z*), g(t) 1::1f(w* +t(y — z%)).
fy)sz* =fly) « f(a*) = [y g @)t = [lg'(t) — ¢'(0) Jdt = [y [y g"(s)dsdt
N~
111z
——

=0, wg.Q
1 pl
<l o
<M wg. fEC?*(Ks(z*))

ly — *||?dsdt < M|y — z*|?
= Ify) —a*llz < Mlly —2*|3 (y:=21", f(y):=2""")
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7 Zusammengesetzte Quadraturformeln

7.2 Newton-Verfahren

F: DCR'— R, FeC?D), F(z*) =0

Finde z*. Hauptidee: Linearisiere F(x) im Punkt z(*) :

F(a*) = F(z®) + F'(z®)(z* — 2) + 0(|jz* — =) :
—_

2—te Abl. von F (Hesse—Matriz)

1=
o

Term 0(- - - ) vernachléssigen.

= Nehme F(z)) + F'(z))(z+1) — £()) = 0 statt volle Gleichungen F(z) = 0.

= F'(z)z+D) = (20 ™) — (™), v=0,1,2,. - (1) Newton — Verfahren
Lineares Gleichugssystem fiir z(*+1) gegeben: z(*

(1) benétigt detF'(z*)) # 0 Vv

Explizit: W) = () _ F’(I(U))_IF(;I;(V)) 2)
= 132 =50 - )

F:DCR' >R, FeC%D), F(z*) =
F'(z)g(r+1) :F’(:c(”)) W) —FzW) v= 0,1,2 3,

Satz 7.5 (lokale Konvergenz des Newton- Verfahrens)
D C R" offen, F: D - R*, F C C*(D),
det F'(z) # 0 Vz € D, F(z*) = 0 fiir ein z* € D
= 31 > 0 derart, daf das Newton- Verfahren konvergiert fiir jedes (0 ¢ K, (z*) und
falls F € C3(D) dann gilt:
ImeN, MeR: |zt — 2% < M||z®) — z*||? fir v >m

= Das Newton-Verfahren konvergiert quadratisch
Beweis: (n=1,nur)
v )
W) = ) _ ]{,((w(y))), (v=0,1,2,---), f:= { :c(’iEH) : z:ﬂ
Taylor: f(z) = f(zn) + f'(= )( Tn) + f”(nn)(w - $n) s M € (Tn, T)
Sei f(§) =0=0= f(zn) + f'(x )( ) 5[ (1) (€ — zn)”
= fl(zn)(§ — 20) = _f(wn) %f”(nn)(f — o)

=>E=x, — ( )) zfij(izv;) (€ —zp)?

mit £ — Ty == e, & — Tpy1 = €nq1

f’(zn n
= etil, < Lbimllie 2 < M
mit ‘en|2 = ‘5 - $n|2 0
F@=0 & hiey)=0 ) 4 1(EW) 4 fED) ED 20
=2: : 0=F V) 4 V)) 4 v v _ v
F=(zy)  fioy) =0 @)+ 1@) + @)@ )
o 0= f1( y(” ) + %(x(uﬂ) _ x(u)) + 3_];/1(y(u—|—1) _ y(u))

R YRENIERE ISR A
h = (:c(""'l) — @)
k= y(”+1) — y(’/)
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7 Zusammengesetzte Quadraturformeln

Aufgabe: Finde hk fiir jede Iteration !
n+ Gk = —fi(z),y™)
(siehe oben)
Lht Gk =—fo(a),y¥)
Cramersche Regel:

of  dh
J = g}g 59}{2 # 0 Jacobi-Determinante
oz dy
h = 1 _fl(w(y)’y(u)) 83_;:,1 k= 1 % _fl(w(u)ay(u))
T —fp@®,y@) 3 P ET I 000 )

= gt = 2) 4 p, y('/d/) =y +k
= nichste Approximation existiert.
Vorteil: Konvergenz zweiter Ordnung.
Nachteil: J # 0 schwierig zu iiberpriifen im laufenden Programm.
= im voraus wissen wir nicht, ob Methode funktioniert.

Beispiel:
_( 10zy + z2 + sin(z1 + x2) \ ¢
F(z) = ( z1 + 10xo + sin(zy — x2) | 0
F(z) = % g—% _ ( 10 + cos(xz1 + z2) 1+ cos(z1 + z2) )
g Sk 1+ cos(x1 —xz2) 10 — cos(z1 — z2)
1
(0) —
“-(1)
v | 0 | 1 ‘ 2 | 3 | oo

z(ny)

)

1 —0.1842 1.363 % 10~° —2.89 %1012 0
1 0.0409 4.164 x 10~* 9.13 % 10~13

Newton konvergiert also viel schneller als Picard !

Beispiel:
filz,y) =cosz —y =0
fa(z,y) =z —siny =0

—sinzx -1 . . x>0
J—‘ 1 _ cosy ‘—smmcosy—l—l#Oﬁsmxcosy#—l = falls y>0 =J#0
=COS(X)
x=sin(y)
0.765
0.695

Newton: im allgemeinen n gleichzeitige Gleichungen mit n Unbekannten

= n? partielle Ableitungen

= lose fiir n Inkremente (Zuwéchse) h, k

= suche einfachere Methode, die weniger schnell konvergiert, aber leichter zu anzuwen-
den ist
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7 Zusammengesetzte Quadraturformeln

= modifiziere Newton-Verfahren: besteht aus Anwendung von n-mal einwertiges Newton-
Verfahren, einmal fiir jede Variable unter Annahme, dafl die anderen Variablen festge-
halten werden.

Beispiel:
fl(xay) =0
f2($7y) =0
(z0,70) = £
Z0, Z1,
=7 =T — afll(oyo) oy =10 — 31;22( 1,%0)
W‘(woayo) a_y|(w1,110)
T bl z bl
=29 =11 — aj;ll( 1,91) L Y=y — affzz( 2,Y1) , etc...
W‘(mhyl) 6_y|(22‘y1)

Im Allgemeinen:

Man kann entweder f; oder fo benutzen um einen neuen z-Wert zu berechnen und die
andere Funktion benutzen um y zu berechnen.

Aber iiblicherweise wird eine Wahl konvergieren, die andere (je nach Problem) divergie-
ren.

Beispiel:
fl(x,y):cos:v—y %:—Sinﬁﬂ, (;_f};:l
folayy) =5 —siny | = 88 — —cosy
Nehme f; um néchstes = zu berechnen. Nehme fs um nichstes y zu berechnen.

. hlway) . coszi—ys
Titl =Ti — Tap; = Ti T ging,
oz
. fe(miga,yi) . mig1—sing;
Yit1 = Yi D) =Y oSy

By
1 T Y
0 1 1
1 0.4532 | 0.2823
2
3

1.86036 | 1.92929
0.45068 | 5.88268

8 —1336 | —19634
Nehme nun fs statt fi, fo berechnet nichstes £ und fi; das néchste y.

_ fa(miyr) T;—siny;
Tiqy1 = T; — g = 4 — S
(@)
o 1(Tig1,9i) _ . COSTi41—Yi
Yi+t1 = Yi — ﬁ,l =Y — l_1 *
9y

1 T Y
0 1 1
1 0.84147 | 0.66637
2
3

0.618134 | 0.81496
0.727699 | 0.746706

0.694896 | 0.768169
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7 Zusammengesetzte Quadraturformeln

7.3 Bisections-Methode

Annahmen: F' € Cla,b], F(a)* F(b) <0
ag :=a, by :=b (0BdA: F(a) < 0)
fapan, by e 4 [52500) falls F(#524) <0

R g, SEte) | falls F(%5%) > 0
Dies ist eine numerische sehr stabile Methode. Sie funktioniert selbst dann, wenn F € C°
(nur Konvergenz) ist allerdings sehr langsam.

Beispiel:

Lose F(z) =23 —2-1=0, F(1)=-1<0<5=F(2)

FeC'=3F() =0, £€[1,2] (F'(z) =322 -1>0Vz €[1,2)

F(1.5)=0875>0>—-1=F(1) = ¢ €[1,1.5]

F(1.25) = —0.296 < 0 < 0.875 = F(1.5) = £ € [1.25,1.5]

Fehler: \a:(’“) — z*| in Bisectionsmethode z(*) = %(ak +by), F(z*)=0

T e [ak,bk]

= z®) — 2% € [L(ar + be) — br, 5 (ak, bk) — ax] = [—5(bk, ar), 5 (bk, ax)]

= z®) — z*| < §|by, — ax

Ferner:
|bk71 B ak—l;rbk—1|

|bk — ak| = (Ode’f‘) = %|bk,1 — Q1| == 27k‘b0 — a0| = 27k|b — a|
|ak71’;nk71 _ ak—l‘

= |2k — | < 2-k+D|p — g

Beispiel:
Finde [ag, by| geeignet um ze® = 1 zu losen.
Wieviele Iterationen (der Bisection-Methode) sind nétig fiir 2,4,6,8,10 Dezimalen Ge-
nauigkeit 7
F(z)=ze®* -1, F(0) = —-1,F(1) =e—1 > 0 = [ag, bp] = [0, 1] geeignet.
Cenauigkeit bis auf p Digits < |z*) — z*| < 5% 10~(+1)
1

|zk) — z*| < 2=+ | — | < 5% 10~ (PHD)
——

1
:>k2_l095;1’—1_1:3.32193*p

log2
p |k
2|7
4 114
~ 6|20
8 | 27
10 | 34
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8 Matrix-Eigenwertaufgaben

8 Matrix-Eigenwertaufgaben

8.1 Vorbemerkungen, Eigenwertabschatzungen

A € R™*™ (oder € C™*™; in der Praxis selten)
z(# 0) € R (oder C" zugelassen, auch fiir A € R**") ist Eigenvektor (EV) zum Ei-
genwert (EW) X\ € C der Matrix A, wenn gilt
Az = Az (8.1)
EW-Aufgaben z.B. bei Schwingungsproblemen, DGL-EWA
numerische Losungsansitze = Matrizen-EWA
(8.1) = charDet = 0 losen.

a1 — A aig - ain
det(a — A\E) = : : =0 (8.2)

Gn1 p2 *** Gpp — A

Spektralradius o(A) := maz]_, ||, wenn Ay, --- , A, die Eigenwerte von A sind (gezahlt
entsprechend ihrer Vielfachheit)
Definition: Zwei Matrizen A, B € R"*" gind dhulich, wenn es eine Matrix T € R"*" (bzw. €
C™*") gibtmit A = T~!BT
Ahnliche Matrizen haben dieselben Eigenwerte:
det(A — AE) = det(T BT — AE) = det(T 'BT — XT 'T) = det[T (B — AE)T] =
detT ! xdet(B — \E)detT = det(B — \E) O
N——

_1
detT

Sei AX = Mz, d.h. (T7'BT)z =Mz = BTz = ATz = yist EV von B zum EW )
<~ =~
y y
(und umgekehrt).
Ist A € C EW von A € R**" 5o ist auch A EW von A:
AX =Xz = Az =)z (da A € R™")
= AEW zum EV z
Ist A= AT so sind alle EW von A reell:

zTAz  =)X3'g
¥
zlx | Ar = Mz —— o _
zlx A:E:/_\gz}:> ﬁf@ Tz p=> 0=(A-XNg'z => A=) & AeRD
AT o)z >0

=A
A = AT besitzt n linear unahiingige EV, die als ONB gewiihlt werden koénnen.
A1 0
B = (b1, ,by) B 'AB =D, so daBD = : ., \i EW zu b,
0 An
Ist A = AT positiv definit, so gilt: alle EW von A sind positiv:
Ax =Xz, z € R?
Az =)\ &T/@ = A > 0 (Entsprechend gilt Umkehrung)

——
>0, da #0 >0
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8 Matrix-Eigenwertaufgaben

Eigenwert-Abschitzungen:
(@) || - [|ar Matrix-Norm = |A| < ||Al|a fiir alle EW von A.
(#7) Abschitzung mit den Gerschgorin-Kreisen: Sei A = (a;k)i k=1,... n, die Mengen

Ky={z€C: |z—aul< 27321, v#u lap |} (n=1,---,n) (8.3)
heiflen Gerschgorin-Zeilenkreise.

Entsprechend

K, ={z€C: |[z—aw| < 22:1, p#v |aw [} (8.4)

Gerschgorin-Spaltenkreise.

Satz 8.1

1. Seien A1,--- , Ay € C die Eigenwerte von A (gezihlt entsprechend der Vielfachheit),
so gilt fiir alle k
A € UZZIKH’ A, € nglKL = )\k(UKH) N (UK})

2. Ist die Vereinigung von m(< n) Gerschgorin-Zeilenkreisen bzw. Spaltenkreisen dis-
junkt zu den ibrigen (d.h. Durchschnitt leer), so enthdlt sie genau m EW (entspre-
chend ihrer Vielfachheit).

Bemerkung: Numerisch brauchbare Werte i.a. nur bei diagonaldominanten Matrizen
zu erwarten.

1 2 -1
Beispiel: A= -2 3 1
-3 8 1

EW: XA12=0, \3=5

Gerschgorin-Zeilenkreise:

2—1] <3=[2[+| 1]

|z =3[ <3=]-2[+[1]

z—1] <11=|—3|+]3]

eventuell Verbesserung durch Ahnlichkeitstransformation mit Diagonalmatrizen; fiir obi-
ges Beispiel:

2 0 0 1 2 -2

T=|0 2 0 |, T'AT=| -2 3 2 | hat gleiche EW.
001 -3 4 1

Gerschgorin-Zeilenkreise:

|z —1| <4

|z —3| <4

|z —1] < 5,5

8.2 Die Verfahren von Wilkinson und Householder

Ziel: A durch Ahnlichkeitstransformation auf eine einfachere Form zu bringen, i.a. auf
sogenannte Hessenberg-Form
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8 Matrix-Eigenwertaufgaben

Definition: (Hessenberg-Matrix)
Eine Matrix H = (h; )i k=1,... n heifit Hessenberg-Matrix, wenn
gilt hjp =0firk+1<i (3,k=1,---,n)

( hii hig oo e hin \
ho1 haa han
0 h3,2 h3,n
H = . 0 .
0 0 T 0 hn,n—l hn,n )
Wilkinson

Schrittweise iberfithrung auf Hessenberg-form mittels Transformationsmatrizen E, , und

Cp (vergl. LR-Zerlegung).
(A :)A(O) S A 5 4@ 5.0 5 A2 —
—s ist Ahnlichkeitstransformation
Die Matrizen AU~ sind von der Form:

. :
0
AU=D =« - 2 = @)ipet
0 0 *
0 i 0 e e x x

(wobei die UnterNullDeterminante in der (j + 1)ten Zeile, bzw. (j — 1)-ten Spalte be-
ginnt).

8.2.1 Wilkinson-Algorithmus
AU=Y gei bestimmt.

1. ¢ ( +1 < ¢ < n) so bestimmen, da} gilt:
i—1 j—1
jag; | = maz;i<ucnlay;”)
(vgl. partielle Pivotwahl bei Gaufl , d.h. es ist in der j-ten Spalte unterhalb der
Hauptdiagonalen das Betragsgrofite Element zu suchen (bei mehreren, nehme z.B.

das mit dem kleinsten Zeilenindex))

2. Fiir ¢ # j + 1 vertausche die (j + 1)-te Zeile und Spalte mit der g-ten Zeile und
Spalte. '
AUTD — By gAVDE 4 = BU™D = (6 sk
Wegen E; ! = Ejy14sind AU=Y und BU=Y ghnlich.
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Ist bgﬂ_fj) = 0 (d.h. stehen unter der Hauptdiagonalen von AU~ nur Nullen), dann
néchster Schritt, sonst erzeuge Nullen:

(G=1)

Bestimme Matrix Cj11 = (cik)ix mit Cjjy1 = b—g,—l) (1>7+1)

sonst (andere %, k) wie Einheitsmatrix.

Dapn AU) = C'j;llB(J"—l)Cj+1 | |

AY) = C7  Bj1, AY™Y Bjyy 4Cjyr = AW st dhnlich zu AU~
—_— ———

=:F-1

=:F

J+1,j

Vertauschen von Zeilen und Spalten j + 1 <> ¢ bewirkt keine Verdnderung der

Nullstruktur wegen

1
Cjy1=
1
-1
= Cjn =
Beispiel:
1 -2 3
1 5 -1
= A0) —
A=A 2 3 2
2 -2 6

Cjt2,5+1

Chj+1

—Vit2,5+1

—Chjt+1

Pivot ist die 2 in der 1. Spalte, 3.Zeile.

Vertausche also die 2.und 3. Spalte bzw. Zeile.

Will AM) bestimmen
— Suche grofites Element

1 3 -2
2 2 3
0) —

=B 1 -1 5
2 6 -2

1 0 00

0 1 00

=19 05 1 0

0 1 01

S oo
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1 0 -2 -2

2 15 3 -2

0 —025 35 0

0 05 -5 -1
Pivot ist die 0.5 in der 2. Spalte, 4.Zeile.
Vertausche also die 3.und 4. Spalte bzw. Zeile.
1 0 -2 -2

2 15 -2 3

A — 02—13(0)02 =

(1) —
=B 0 05 -1 -5
0 —025 0 35
10 0 0
01 0 0
G=100 1 o
00 —05 1
1 0 -1 =2
2 1.5 -35 3
@ _—g—c-'BOC. —
4 H =03 B 0 05 15 -5
0 0 -1 1

8.2.2 Verfahren von Householder

entsprechend wie bei Wilkinson:
A—-AD ... 5 H (Hessenbergmatrix)

Transformationsmatrizen P = F — %WWT, WeR" CeR

Dabei gilt wegen des dyadischen Produktes WW7T ¢ R**n

W« WhT =wT" WT =wWw7T = p = PT

Es sei C = %WTW, dann ist
P2=(E—-{WWT)E - tWWT)=E-ZWWT+ LWW WWT =E-ZWwT 4+

2C

ZWww' =E

= P! = P (P symmetrisch und orthogonal =: P involutorisch)
Householder fiir 1.Schritt:

0
Wo

W =
Wi
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*
0 . . :
! . : -
AV =pAaP=| = . - - : :(ngl))i,k
0 0 =
0 0 * * K

(1)

Es gilt a1 = ai
Also: zu bestimmen ao1, Wy, - -+ , W,, — fiihrt auf NLGS, speziell gilt:

wy 1 an
2[W]l3 + o ,al
*
" a2 = A= 0 h. A h h iinschte F
1. Zj:2 aj; = 0, dann A = : .| d.h. at schon gewiinschte Form
0

= 1.Schritt iiberspringen.

2. 370 a?l > 0. Das Vorzeichen (£4/)_---) ist eigentlich beliebig, aber wegen Re-
chenstabilitidt so zu wéhlen, da§ |Ws| moglichst groB wird.
(Householder ist dann i.a. sehr rechenstabil)

Verfahren fortsetzen ~~ AN, A cdots
= Algorithmus:

A0 = 4

firk=1,--- ,n— 2

3_\/ZJ =k+1 ]k

ist s = 0, dann néchster Schritt (k ~ k + 1).
k

t:= a,(H_ll,)C, C :=s(s+|t|)

W.Y(k) =0 (-7 =1,--- ak)

ngk)l =1+ s * sgn(t)

W) = §’,Z V(G =k+2,,n)

p(k) = éw(k)W(K)T

AR) — p(k)A(k—l)P(k)

Vergleich der Rechenoperationen (Division/Plutimikation)
Wilkinson: 2n® + O(n?)
Householder: 2n3 4+ O(n?) (+(n — 2)xWurzelziehen)

Also:
Fiir allgemeine Matrizen ist Wilkinson giinstiger, Householder allerdings Rechenstabiler,
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aber: A = AT = AO" = (PAP)T = PT AT P =PAP = AQ),

d.h. auch alle “Zwischenmatrizen” A®) sowie H = A2 sind symmetrisch
* ok 0
—H=|" " Tridiagonalmatrix
- '- *
0 * %

Fiir A = AT miissen die P%*) nicht explizit berechnet werden:
C,W®) wie bisher,

uh) = %A(k—l)W(k)

k) = (k) _ %W(k) s« W 4 (k)

= Ak) = Ak=1) — (B (R)T _ yp7 (k) (k)
In diesem Fall werden nur 2n3+0(n?) Divisionen/Plutimikationen (+(n—2)*Wurzelziehen)
benétigt, d.h. schneller als Wilkinson.

T

8.3 Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren von
Hessenberg-Matrizen

H = (hzk) € Rnxn (H - )\E)x =0
Charakteristisches LGS:
(h11 — AN)z1 + higza + -+ -+ hipzn, =0

hoi1x1 + (h22 — /\)CCQ + -4+ hopxy, =0
. ; (8.7)

hn,nflxn,nfl + (hnn - A)xn =0
Charakteristische Gleichung:
hip — A - hin

h21 !

0 hn,n—l hnn - A

1. Esgibtein k (1 <k <n—1) mit hyy1, =0 = LGS (8.7) zerfillt in 2 getrennt
LGS
= det(H — \E,,) = det(H — AE,) x det(J — AE,_,)
d.h. weiter mit 2) bei geringerer Reihenzahl.

2. firallek (1 <k<n-—1) hgii1x # 0 (im folgenden stets erfiillt)

a) Entwicklung der k x k-Unterdeterminanten in der linken oberen Ecke der cha-
rakteristischen Determinante nach jeweils letzter Spalte:

(fo(A) :=1) f1(A) = (h11 = A)fo(N)

hi1 — A h
fa(A) = 1}11 L 2 N (ha2 — A) f1(X) = higha
21 2 —
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hiit—X  hio hi3
fa(A) = ha1 haa — X has
0 hga  h3z — A

1

—~ =~
= (hs3 — A)f2(A) — hashsa f1(A) + hizhazhar fo(X)
und so fort (vollstindige Induktion).

fo(A) =1

fiA) = (e = N fi—1(A) + @, fj—2(A) + -+ + g f1(A) + a1 fo(A)
(Gj=1,---,n)

ajj = hj; (8.8)

agj = (1) K hpwhj ;1 xhj 1ok xhgprg (K=1,---,5—1)

Fa(\) = det(H — \E)

b) Bestimmung von Eigenvektoren von H (zum berechneten Eigenwert A
Das charakteristische LGS (8.7) hat eine nicht-triviale Losung.

i. ¢, = 0 setzen in letzte Gleichung. = =, 1 =0
in vorletzte Gleichung = z,_2 =0

in 2. Gleichung = 1 =0
Insgesamt also: kein Eigenvektor mit z,=0.

Daher:
ii. £, #0 (0.B.d.A.) z,, = 1 setzen.
= Tp_1,'*+,21 sind eindeutig bestimmt.

(d.h. jede nicht zerfallende Hessenbergmatrix hat genauso viel linear un-
abhingige Eigenvektoren, wie sie verschiedene Eigenwerte hat)

Beispiel:
1 0 -1 -2
2 15 -35 3
0 05 15 -5
0o 0 -1 1
= 1 (gesetzt )

H =

() =

(A =

fo(N) = (15—,\) 1(A) —0%2=22—-25)1+15

() = (1.5 = A) fa(A) = (=3.5) * 0.5f1(A) + (=1) ¥ 0.5 %2+ 1 = = X3+ 422 —7TA + 3
) = (1 =A)fs(A) = (=5)(=1) fa(A) + 3 % (=1) % 0.5f1(A) — (=2)(—=1) % 0.5 * 2f(N\)
=X —5A3 +6A2 +4X—8

f1(0) =0

Losungen: A123 =2, Ay = —1
Beispiel:

obige Matrix H, (8.7) fir A =2, x4 = 1 gewéihlt,
1. Gleichung wegen linearer Unabhéngigkeit weglassen.
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2z, —0.5zy —3.5z3 = -3 _Sl)
0.529 —0.5z3 =5 =T = 1
—XI3 =1 1
=2
A~
Dies ist der einzige Eigenvektor von H zu A = 2 (H= X E)x=0
2
~ 0
entsprechend: A = -1, x4y =1= 2 = 9
1
1 -2 3 =2
1 5 -1 -1
A= 2 3 2 =2
2 -2 6 -3
Wilkenson-Algorithmus:
1 0 -1 =2
2 15 -35 3
H= 0 05 15 =5
0o 0o -1 1
Transformationsmatrix:
1 0 0 0
0 05 —-05 1
T—EQg*CQ*E34*Cg— 0 1 0 0
0 1 1 0
( 1 0 00
0 1 00
“2=10 051 0
0 1 01
( 10 0 O
01 0 O
“=lo0 1 o0
0 0 -05 1
-1 —
=T * _Sl) = ist einziger Eigenvektor von A zum Eigenwert \ =
1

Entsprechend: T Eigenvektor von A zum Eigenwert A = —1

~ L 0O o =
Il
DO O N
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8.4 von Mises‘sche Iterationsverfahren (1929)

Ziel: Bestimmung einzelner Eigenwerte, z.B. dem betragsgrofiten

A symmetrisch & A = AT
=

1. Es existiert eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren z(1), ...

2. Die Eigenwerte sind reell

|A1] > |A2] > --- > |An| Ordnung der Eigenwerte
entsprechend der Vielfachheit auffiillen.

Z0) ¢ R* Startvektor

Z(O) = Cl.’L'(l) =+ CQ$(2) + .-+ Cn.’ll'(n)

Z(li = A20 = ;02 + coX0z® + - 4 Az

z('j) = Az(”fl) (]/

Z@ = Az(0 = ;2320 4 coX\32@) 4o 4 e N2
2¥ = AV = aXz(V) ez ® 4o 4 ey AL ()
———
dominiert fir v—oo
fir v — oo:

2) s cl)\’f:c(l)
2t 01/\51/“):1:(1)

Definition:
(v+1)
qz('jﬂ) = EZW i-te Komponente, zg/) #0,i=1,---,n
2
q§u+1) = A firv — oo

Sinnvoll fiir Rechnung: Normierung der z(*):
2) = Ap(v-1)

w) _ _2»
z QI

(Konvergenz statt asymptotisch wegen Normierung)

Beispiel:
A= AT) | 20| 200 | z) | 20 | z@ | 20
5 -2 -4 1 | 5 | 1 9 1
222 | 0 | —2|-04|-44]|-0.489
425 | 0 | —4|-08]|-88]|-0.978
1
2 =5 | —05 (v — 00)
1
¢ =9.9888
&Y =10.0086
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8 Matrix-Eigenwertaufgaben

Y =10.0085
qj(,”“) —10=X (¥ = o0) (A2 = A3 = 1 K 10, daher hier gute Konvergenz)
Aus (Q) folgt

A= d TV = 12+ 0(1) (8.12)
(d.h. Konvergenz (v— oo) fiir |A2| &~ |A1] méBig gut)
(V+ v41 ( ) v+1 v+1 (n)
+1) c1{ RS T ST v A
A — (U = 1x - (u) = [\ - ; | <e|32]

c1AY 51)—{-62)\” 52)4— ‘Cn Y, ;n)
da |A1| > |)\2| >

Bemerkung: von Mises auch fiir A # A" moglich, entscheidend ist nur, daB A n
linear unabhéngige Eigenvektoren besitzt.
Verbesserung fiir A = A" mit Rayleighquotient:
X € R" beliebig, = # 0.
Die Reelle Grofie
R[z] = ’”;T—A; heifit Rayleighquotient. (8.13)

Satz 8.2
Fiir A = AT nimmt der Rayleighquotient sein Mazimum bzw. Minimum fiir einen zum
grofiten bzw. kleinsten Figenwert gehdorenden Eigenvektor an.

Beweis:
0#£zeR", z=cz)+... + ¢,z Entwicklung nach Eigenvektoren von () von A.

T Az = Mc - + Ayc? O g = § 1 7=k
' Az = ey + -+ + Apc;, wegen V) { 0 . sonst
o=+ + c
A An
Amin < R[w] % < Anaz O

Berechnung des R[z(")] fiir von Mises ohne Mehraufwand

R[Z¥)] := 2T 4200 _ 0T st
T Z0T W) 2T ()

A 2v
aus Q folgt [\, — R[z()]| = (A_) +0(1) (8.14)
also Verbesserung gegeniiber (8.12).
T
Siehe obiges Beispiel R[z)] = 2% 2

2(3)Z ,(3)

=9.9997 (< A; = 10, da Amaz = A1)

Weitere Bemerkungen zu von Mises:

LoSei Ay =+ =Xp, [Mp| > [Appa| 2+
Z(O) e flx(l) + e _I._ Cpx(p)l + Z‘;L:p-f—]_ c]x(])

=y EV zum EW A(==Xp)
Z(U) = Ify_f_z‘?:p—kl CJ)\‘I;iU(])
qZ(V) — A1 asymptotisch — Ay
d.h. praktisch keine Verinderung des Verfahrens.
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2. A1 = — X9 aus © ergibt sich sogenanntes “Oszillieren” der Iteration, aber A ist aus
von Mises bestimmbar. (entsprechend \; € C fiir A # A7)

3. Inverse Iteration
In vielen Fillen (Schwingungen) interessiert der betragskleinste
Eigenwert (i.a. # 0)
Az = Az = im = A 'z, d.h. es ist der BetragsgroBte Eigenwert k, (= /\%) von
A~ zu bestimmen, von Mises:
2t = A-12() d.h. Az(+1) = z()
Die Losung eines LGS ist notig, aber es gibt jeweils nur fiir eine neue rechte Seite
fiir jede Iteration.

4. Vielandt-Korrektur fiir Eigenwerte
[ sei Naherung fiir \; (1 <j <n), A—[FE hat Eigenwerte \; —[ (i =1, ,n)
Az = iz = (A—IlE)x =)\ — )z
Ist | “gute” Ndherung fiir A;, so ist A; — [ betragskleinster Eigenwert von A —[E.
sihe 3. Inverse Iteration (A — [E)z#+1) = z(*)

8.5 Das Jacobi-Verfahren (1846!)

A=AT
Sogenannte Jacobi-Gievens-Matrizen

[ \

Oy, = : : (8.14)

Dabei steht —s in der j-ten und +s in der k-ten Zeile.
c=cosp, s =sing, -5 <P < 4, Q]Tijk =F

Ziel:
A— A(l) P kaAQ]k N A(2) = Q};k’A(l)Qj’k’
A1
ws.f. mit A®) - D=

An
Wobei \; die Eigenwerte von A sind. (ohne von Mises-Anwendung)
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z.B. (Jacobi): das Betragsgrofite Element in A auflerhalb der Hauptdiagonalen suchen:
ajr = agj (j # k)

“Drehwinkel ¢” in € so gestrichen, daf aﬁ) =0= a,(clj) gilt, Verfahren fortsetzen. Eine
erzeugte “0” kann dabei wieder durch eine Zahl # 0 ersetzt werden, aber die Konvergenz
148t sich nachweisen.

(Formel fiir A = (aj; — AY = (af,):
(numerisch stabil; bei (4, k) werden 0 erzeugt.)
6 := UL_kk (= cot 24) (8.15)
2ak

5(6) _ 1 ,6>0
evige (= tan ¢) mit s(0) = {—1 ,0<0

t
(fiir sehr groBe 6, d.h. Diagonalmatrix schon niherungsweise erreicht)

= ta (oo )

=1 (=tan 3)

ayj = @ = arj + s(ark, — Tarj) -
;o ) T #J

ay = ay, = arp — S(ar; + Tapy)

“ = a] j + tajk
ajk = ak] =0
a’;ck = Qg — ta]k
Bemerkung:
Wegen A dhnlich zu D liefert das Produkt der Transformationsmatrizen €2 eine Or-
thonormalbasis von Eigenvektoren von A.

Allgemein gilt: Jakobi ziemlich rechenaufwendig, aber sehr stabil.

8.6 QR-Verfahren (Francis, 1961)

A € R"™"™ zunichst beliebig.

det A 0= PxA=Lx*R LR-Zerlegung von A

Hier: Matrix @ mit Q@ = QT (orthogonale Matrix) bestimmen mit A = Q * R, R =
o Q0 9

Q@

Q@
QR-Zerlegung von A 148t sich fiir jede beliebige Matrix durchfiihren (z.B. @ als Produkt
von Householder-Matrizen).
Iterationsverfahren:
A; = Q;R; (A1 = A, Q;, R; wie oben)

Ait1 =R, Qz QT4 Qi (Qf Qi=E)
—— ~~

R; _Q*
dh. A =QF---QTAQ; -- = | Aiy1 = UTAU; | (UT +U; = E)
W—/
=U;
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(alle Tterationsmatrizen sind “orthogonal”-ahnlich)
Durchfithrung der QR-Zerlegung mit Jacobi-Gievens Drehmatrizen (8.14). Der Aufwand
fiir allgemeine Matrizen ist sehr grofl , daher meistens nur fiir Hessenbergmatrizen

0 Q
V) bzw. im Fall A = AT bei Tridiagonalmatrizen

sinnvoll.

(Frau sollte Wilkinson bzw. Householder zuerst anwenden, dann das QR-Verfahren, da
diese Methoden fiir grofle Matrizen numerisch oft instabil sind.

Semester ENDE !
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