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1 Grundbegrifte, Kolmogorov-Axiome

1 Grundbegriffe, Kolmogorov-Axiome

1.1 Einfiihrung

Stochastik (Wahrscheinlichkeitstheorie und mathematische Statistik) beschéftigt sich
mit Zufallsexperimenten, bei denen das Ergebnis nicht durch die “Randbedingungen”
des Experiments festgelegt ist.

Der Ergebnisraum (2 ist eine Menge, die die moglichen Ergebnisse(Resultate) des Expe-
riments enthélt.

Ereignisse werden durch Teilmengen von €2 beschrieben.

Beispiel 1.1.1

1. Wiirfelwurf Q@ = {1,2,3,4,5,6}, das Ergebnis “eine gerade Zahl erscheint” ist
A={2,4,6}.

2. Fine Miinze wird n-mal geworfen. Schreibt man 0 fir Kopf und 1 fir Zahl, so ist
Q= {(7;1’ e ain) : Z.j € {Oa 1}Vj}(: {Oa l}n)
ein geeigneter Ergebnisraum. Hierbei bedeutet w = (i1,--- ,4,), daff im
j-ten Wurfi; erscheint, 1 < j < n.
Das Ergebnis ”in allen n Wiirfen erscheint dieselbe Seite” wird beschrieben durch

{(()’... ’0)’(1’... ’1)}.

A
N

O =27z, 0 <z <1 Winkel bei Stillstand
Q:=1[0,1)
”Zeiger stoppt im rechten oberen Quadranten“ = (0, %)

Ein Ereignis A mit exakt einem Element, also A = {w}, hei}t Elementarereignis.
Kombinationen von Ereignissen konnen durch mengentheoretische Operationen beschrie-

ben werden:
ANDB: Aund B treten beide ein

AU B: A tritt ein, oder B tritt ein, oder A und B treten ein
A¢: A tritt nicht ein
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Beispiel 1.1.2 Kombination von mehr als zwei Ereignissen

1. ”Genau eines der Ereignisse A,B,C tritt ein“
ANB‘NC+A°NBNC+ A°NB‘NC
(A + B steht fir AUB im Falle ANB=10)

2. Es sei Ay, Ao, --- eine Folge von Ereignissen.
Dann wird das Ereignis "unendlich viele der Ay, s treten ein “ durch den Limes superior
der Mengenfolge beschrieben:
‘ lim supp—ooAn = ey Upnep Am ‘
w € lim supp_o0o An
eVneN:we U, Am
& Vn €ENTpp>p s w € Ay
S #{neEN:we A} =

Die Menge der Ereignisse (eine Menge von Mengen !) bildet ein

Mengensystem 24(C PB(£2), Potenzmenge von §2).

Bei endlichen oder abzdhlbar unendlichen 2 kann man mit 2 = PB(Q) arbeiten, bei
iiberabzéhlbaren 2 st68t dies auf Schwierigkeiten (spiter mehr.)

Definition 1.1.1
A C P(Q) heifit o-Algebra iber Q, wenn gilt:

1. Qe
2. AeUA=> A
3. Al,AQ,"'EQLiUZOZIAnEQ[

(Das System 2 enthdlt die Ergebnismenge und ist abgeschlossen gegeniber Komplement-
bildung und abzdhlbarer Vereinigung.)

Was ist nun “Wahrscheinlichkeit” ? Dies ist streng genommen keine mathemati-
sche Frage.

(vergleiche: “Was ist eine Gerade ?7” “Was ist eine Menge 7”)

Als “mathematischer Gegenstand” ist Wahrscheinlichkeit eine Funktion, die Ereignissen
Zahlen zwischen 0 und 1 zuordnet und dabei gewissen “Axiomen” geniigt.

Die Axiome werden durch den umgangssprachlichen Wahrscheinlichkeitsbegriff moti-
viert.

Betrachte zur Erlduterung die Aussage “das Ereignis A hat Wahrscheinlichkeit p” (z.B.
“beim Wurf eines Wiirfels erscheint mit Wahrscheinlichkeit % eine gerade Zahl”.)

Es gibt zwei hauptséchliche Interpretationen:

1. Die Haufigkeitsauffassung(~~ Frequentisten)
Es sei N, (A) die Hiufigkeit des Auftretens von A bei n Wiederholungen des Zu-
fallsexperiments, < * N,,(A) ist die relative Héufigkeit von A. Bei grofiem n sollte
die relative Haufigkeit von A in der Nédhe von p liegen.
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2. Die Glaubens- oder Plausibilitidtsauffassung(~~ Subjektivitisten)
Der Wert p gibt auf einer Skala von 0 bis 1 die “Stdrke meines Glaubens” an das
Eintreten von A wieder. Diese Auffassung kann iiber Wetten formalisiert werden.

(2) ist im Gegensatz zu (1) auch bei nicht-wiederholbaren Experimenten anwendbar,
aber eben subjektiv.
Diese Auffassungen sind nicht disjunkt.

Fiir relative Hiufigkeiten gelten folgende Regeln:
1. LxN,(Q) =1

n

2. Lx N, (A) >0vVA e

n

3. LaNp(Ar+--+Ag) = LNy (A1) +- -+ 2 % Ny (Ay) fiir alle paarweise disjunkten

n

Al,"'aAkEQ(

1.2 Das mathematische Modell fiir Zufallsexperimente

Definition 1.2.1 Die Kolmogorov-Aziome

Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (2,21, P), bestehend aus einer nichtleeren
Menge Q (dem Ergebnisraum), einer o-Algebra 2 iber Q (dem Ereignissystem) und
einer Abbildung P : A —R mit den Eigenschaften:

1. P(Q) =1
2. P(A)>0VA e

3. ‘ P(Ziil An) = ZZ‘Ll P(An) ‘
fiir alle paarweise disjunkten A1, Ag,--- €2

Eine Abbildung mit diesen Eigenschaften heifit Wahrscheinlichkeitsma#f .
Eigenschaft (3) nennt man auch o-Additivitét.

Q) # () Ergebnismenge, (2,2, P) Wahrscheinlichkeitsraum
A, o-Algebra iiber €2, Ereignisalgebra
P : A —R, Wahrscheinlichkeitsmafl P(} >0 | Ap) = > oo P(Ap)

Beispiel 1.2.1

1. Ist Q endlich, so wird durch
P(A) = i—éVA cQ P({w}) = &, wenn N = #Q ein Wahrscheinlichkeitsmafs
auf (Q,B(Q)) definiert.
(Hier, bei endlichem oder abzihlbar unendlichen 2, arbeiten wir mit A = P(Q))
Diese werden haufig durch Symmetrieiberlegungen nahe gelegt, wie im Beispiel auf
Seite 6.
Beim Wurf eines fairen(symmetrischen) Wiirfels ergibt sich als Wahrscheinlichkeit
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dafiir, daf$ eine gerade Zahl geworfen wz;lrd
2,4,6
P(4) = P({2,4,6)) = B =8 =5
(Anzahl der “ginstigen” Fdlle, dividiert durch die Anzahl der mdglichen Fille)

FEin Ezperiment, das deterministisch ist, in dem Sinne, dafi nur ein Ereignis wg
maoglich ist, kann als Zufallsexperiment (Q,2U,0y,) betrachtet werden:

Q ist hierbei irgendeine Menge, die wy enthdlt, A irgendeine o-Algebra iber €2, &,
ist das Dirac-Maf§ in wg (auch: Einpunktmafl ):

duwo (A) = { L5 wed (0w, ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf )

O ;o W ¢ A
6w0 (22021 An) = Z'?Lozl 6w0 (An)
wo € Yooy Ay 2 trivial ja !

Folgerungen aus den Axiomen

Satz

1.2.1 Rechenregeln

Es sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Dann

1.

gilt:

P(@)=0
P(A) <1 firalle Acd

P(A%) =1—P(A) fir alle A

(endliche Additivitit)
P(A1U---UAg) = P(A1)+ - -+P(Ag) fir alle paarweise disjunkten Ay, --- , Ay € A

(Monotonie)
ACB=P(A)<PB)VA,Be

(Boole’sche Ungleichung)
P(A1 U"'UAk) < P(A1)—|-"' +P(Ak) VAl,--- ,Ak e
(die A;’s brauchen hier nicht disjunkt zu sein)

= P(A;)+ P(A3) wenn A1N Ay =10
(P(Al U A2) { < P(A1)+ P(Ay) sonst

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

(Formel von Poincaré, auch Einschluf-AusschlufSformel, Siebformel,--- )

P(AjU---UAg) = ZHC{L...,k},H;e@(_l)#H_l * P(Nicpr Ai) ‘
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Beweis:

1. B e 2, da Q € 2, und A abgeschlossen gegeniiber Komplementbildung ist.
Verwendet man die o-Additivitit mit 4y = Ay = --- = (),
so folgt P(0) = P(0) + P(0) +---, also P(0) = 0.
P(A) <1 folgt aus P(Q2) = 1 (Bestandteil der Axiome)

2. AUA®=Q, An A¢ = (), verwende nun die endliche Additivitét.

(P(AU A°) = P(A) + P(A9))

N———
—P(Q)=1
3. Setze Ay = Agyo =+ =0, verwende o-Additivitit und P() =0
4. B=A+ BN A¢ also P(B) = P(A) + P(BN A°) > P(A)
——

>0(Azxiom)
5. Im Falle k = 2 folgt dies aus (6) und P(A N B) > 0. Ansonsten Induktion.
6. A=ANB+ ANB¢ also P(A) = P(ANB)+ P(AN B°)

Q

a
L o

" mn?

AUB =B+ AN B¢, also: P(AUB) = P(B) + P(AN B°)
Insgesamt: P(AU B) = P(B) + P(A) — P(AN B)

7. Im Fall k = 2 erhilt man (6). Induktionsschritt: Ubungsaufgabe.
0

Beispiel 1.2.2 Finfache Anwendung
Mit welcher Wahrscheinlichkeit erscheinen beim n-fachen Wurf einer (fairen) Miinze
Kopf und Zahl beide mindestens einmal ?
Bezeichnet A das Ereignis, so gilt:

A¢ = {(0,---,0),(1,-- ,1)}

man erhdlt also

P(A)=1-PA9)=1-2#L=-1_ 2 -1 _1

on—1

10
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Warum o-Additivitat ?

Grundbegriffe, Kolmogorov-Axiome

Wiirde endliche Additivitdt nicht reichen ?
o-Additivitit kann als Stetigkeitseigenschaft aufgefafit werden:

Satz 1.2.2

Sei A eine o-Algebra iiber Q(# 0) und P : A =R eine Abbildung mit:

1. P(Q) =1

2. P(A) >0VAe

3. P(A1+---+ Ag) = P(A1) + -+ + P(Ay) fir Ay, , Ag € A paarweise disjunkt

Dann sind dquivalent:

1. P ist Wahrscheinlichkeitsmaf (also sogar g-additiv)

2. P ist stetig von unten, d.h. fir jede Folge A1, As,--- von Ereignissen, die isoton

ist im Sinne von A, C Apy1 Vn €N, gilt:
limp—o0oP(An) = P(Up2, An)

3. P st stetig von oben,

d.h. fiir jede Folge A1, As,--- von Ereignissen, die antiton

ist im Sinne von A, D Ant1, Vn €N, gilt:
limp 0 P(An) = P(Np21 An)

4. P ist stetig in (), d.h.

An 10

Beweis:
(1)=(2)

limp—o0oP(Ay) = 0 fiir jede Folge (Ay,) C A mit n €N und

(d.h. Ap D Api1 Y0, 2, An = 0)

Q8

Essei By = Ay, By =A,NA;_; Vn>1
Klar: B, € 2 fir allen €N, A, =B1+---+ B,
Die o-Additivitit liefert:

P(UpZ, An)

= P(Uﬁo:l Bn)
= P(fozl Bn)
= fozl P(Bn)

= liMp 00 Y1 P(Bn)

»_1 Bm) (endliche Additivitét)

= limp 00 P(A4n) (2)—(1):
Wir verwenden die umgekehrte Konstruktion:

11
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Ist (A,) mit n €N eine disjunkte Mengenfolge in 2 und setzt man
By =Y Am, so gilt B, T Uy, Ap, also
P(Z;.Lozl Ap)= P(Uii":l By)
2) ..
@ limy— 00 P(By)
= limn e P(h, )
endlzcheéddzthtat limn—)oo 2%21 P(Am) _ Ezozl P(An)
Rest: Ubungsaufgabe ! O

Also:
endliche Additivitit ist eine natiirliche Minimalanforderung.
o-Additivitét ist eine (zusétzliche) Stetigkeitseigenschaft.

Was ist “Hyperadditivitat” ?
P(Uier Ai) = > i1 P(A;) auch fiir tiberabzéhlbare 1.

/ Q=[0,1)
N
“Gliicksrad” P({w}) =0 0 # {0}
P(Q) = P(Uyeqfw)) TP S o P{w}) =0
=0

Der Zeiger hilt also nirgends an !

12
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2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhangigkeit
2.1 Einfiihrung

Es seien A, B Ereignisse in einem Zufallsexperiment, dal durch einen Wahrscheinlich-
keitsraum (2,2, P) beschrieben wird.

Was ist die Wahrscheinlichkeit von B unter der Bedingung, dafl A eintritt ?

Bei n Wiederholungen tritt A N,,(A)-mal ein, unter diesen ist N, (AN B) die (absolute)
Héufigkeit von B.

Fir die relative Hiufigkeit von B unter den Experimenten, die A liefern, gilt:
Nn(ANB) _ 2xNn(ANB) (~P(ANB))
No(A) 7 LuN,(4) (~P(4))
Dies motiviert

Definition 2.1.1
Es sei A ein Ereignis mit P(A) > 0.
Die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses B unter A wird definiert durch

P(B|4) = T500)

Man sieht leicht, da B — P(B|A) ein Wahrscheinlichkeitsmafl ist (A € 2 fest).
(Q,2(, P(x|A)) reprisentiert das gegeniiber (2,2, P) dahingehend verinderte Experi-
ment, da} das Eintreten von A bekannt ist.

Satz 2.1.1

1. Die Multiplikationsregel
Es seien Aq,--- , A, Ereignisse
mit P(A;--- Ay) Ereignisse mit P(A1 N---NA,) > 0.
Dann gilt:
P(Alﬁ- . -ﬂAk) = P(Al)*P(AQ|A1)*P(A3|A10A2)* . *P(An|A1ﬁ . 'ﬂAnfl)

2. Das Gesetz von der totalen Wahrscheinlichkeit
Es sei Aq,--- , Ay, eine Ereignispartition von S,
dh. Ay, JAp e, U Ai=Q, AiNA; =0 fiiri # 3.

iy
SLE

Dann gilt fir alle B € 2
P(B) = }_iy P(B|A;) x P(A;)
(Wir lassen P(A;) =0 zu und setzen dann P(B|A;) * P(4;) =0)

13
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3. Die Formel von Bayes
Es seien Ay,--- , Ap, B wie in (2) und es gelte P(B) > 0.
Dann folgt: P(B|4;)

P(BA;)+P(4;
P(AilB) = s pigtag-pia

Bewelis:
1. Einsetzen der Definition

2. Einsetzen liefert: .
2?21 P(BN4;) = 2?21 P(BNA;) = P(U?ZI(B NA4;)) =P(BnN U A;) = P(B)
=1

——
Q

3./
O

Beispiel 2.1.1 Ein bestimmter medizinischer Test ist zu 95% effektiv im Erkennen
einer bestimmten Krankheit, liefert allerdings bei 1% der gesunden Patienten einen
“falschen Alarm”.
Angenommen 0,5% der Bevélkerung leiden unter dieser Krankheit.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat jemand die Krankheit, wenn der Test
dies behauptet ?
Sei:
A: die getestete Person hat die Krankheit
B: der Test zeigt das Vorliegen der Krankheit an
Wir setzen die obigen Annahmen ein:

P(A) = 0,005
P(B|A) = 0,95
P(B|A®) = 0,01

Bayes liefert nun:

_ P(B|A)xP(A) _ 0,95%0,005 g
P(A|B) = P(BIA)*P(A) + P(BIAT)sP(A°) — 0,95+0,005+0,01+(1—0,005) ~~ 0> 323

Beachte: Die Ubersetzung von Prozentzahlen in Wahrscheinlichkeiten liegt bestimmten
Annahmen iiber die Auswahl der Testpersonen, etc. zugrunde.

Obiges Beispiel zeigt auch, dafi es nicht immer nétig bzw. sinnvoll ist, (2,2, P) explizit
anzugeben.

14



2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhéngigkeit

Einer der zentralen Begriffe der Stochastik ist der der (stochastischen) Unabhingig-
keit.

Die mathematische Definition sollte das “intuitive Konzept” wiedergeben:

B wird von A nicht beeinflu3t, wenn sich die Wahrscheinlichkeit von B nicht durch die
Information dndert, dal A eingegeben ist.

Dies fithrt auf die Forderung P(B|A) = P(B) (e Z5G = P(B))

Definition 2.1.2 Zwei Ereignisse A und B heiflen stochastisch Unabhdingig, wenn gilt:
‘ P(ANB)=P(A) x P(B) ‘

Vorsicht bei mehr als 2 Ereignissen:

Definition 2.1.3 FEine Familie {A; : i € I} von Ereignissen heif$t paarweise Unabhdngig,
wenn

Sie heifit unabhdngig, wenn fiir jede endliche Teilmenge H von I gilt:

‘ P(nieH Ai) = HieH P(4;) ‘

unabhdngig j{ paarweise unabhdngig

Beispiel 2.1.2 FEine (faire) Miinze wird zweimal geworfen (siehe auch Beispiel 1.1.1.2
auf Seite 6).
Wir haben ein Laplace- Ezperiment iber Q = {(0,0), (0,1), (1,0),(1,1)}

Es sei

A {(0,0),(0,1)} (“Kopf im 1. Wurf”)

Ay :={(0,0),(1,0)} (“Kopf im 2. Wurf”)
A { 1,0)} (“Resultate verschieden”)

P(A1NAy) = #4042 — 1 — P(A;) x P(Ay)
analog:

P(A1 N A3) = P(Al) * P(Ag)

P(A2 n A3) = P(AQ) * P(Ag)
Die Familie {A1, Az, A3} ist also paarweise unabhdingig.
Aber:

P(AlnAgﬂAg) :P(Q)) :07& % :P(Al) *P(AQ) *P(A3)
Die Ereignisse sind also nicht unabhdngig !

Beispiel 2.1.3 Funktion von Netzwerken
Typische Fragestellung der angewandten Wahrscheinlichkeitsrechnung:
Funktion von Netzwerken
Wir betrachten einen einfachen Fall: Ein System bestehend aus 5 Elementen
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2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhéngigkeit

Wir nehmen an, dafi die Komponenten unabhdngig von einander mit Wahrscheinlichkeit
p funktionieren.
Das Gesaminetzwerk funktioniert, wenn es einen Pfad funktionierender Komponenten
vom Eingang zum Ausgang gibt.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit funktioniert das Gesamtsystem ?
Sei A; das Ereignis, dafl Komponente i funktioniert, sei B das interessierende Ereignis.
Dann gilt B = B1 U By mit:

By := A4 N A5 (unterer Pfad passierbar)

By := A1 N (A U As) (oberer Pfad passierbar)
Dann ist

P(Bl) = P(A4 N A5) = P(A4) * P(A5) =p2

P(BQ) = P((A1 ﬂAQ) U(A1 ﬂAg)) = P(A1 ﬂA2)+P(A1 ﬂAg) —P(AlﬂAgﬂﬂﬂAg)

= p? + p? — p? (unabhingig)
P(B1NBy) = P(A4NAsNA1NAg)+P(A4sNAsNA1NA3)—P(A4NAsNA1NAsNA3)
=2xp* —pd
Insgesamit:
P(B) = P(B1) + P(By) = P(B1NBy) =p> + 2% p> —p* — 2% p* +p°
=p’*(3—p—2%p°+p’)
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3 Laplace-Experimente

3 Laplace-Experimente

3.1 Allgemeines

(2,2, P) : Q # 0, endlich, % = P(Q), P(4) = £5
Laplace-Experiment; wird durch  festgelegt.
Taucht auf bei:

e Werfen eines symmetrischen Gegenstandes (faire Miinze, Wiirfel, alle Seiten haben
dieselbe Wahrscheinlichkeit oben zu landen)

e Mischen von Karten oder allgemeiner: Herstellen einer zufélligen Reihenfolge (alle
Permutationen gleiche Wahrscheinlichkeit)

e Entnahme einer Stichprobe festen Umfangs aus einer Grundgesamtheit (alle Teil-
mengen dieses Umfangs haben dieselbe Wahrscheinlichkeit)

Wir betrachten nun “Kopplungen” von solchen Experimenten:
Sind (2;,2;, P;), 1 < i < n, Laplace-Experimente, so kann die Ausfithrung aller dieser
Experimente als neues Zufallsexperiment betrachtet werden.
Ein geeigneter Ergebnisraum ist

Q=X 0, =01 X+ X

={w= (w1, ,wp):w; €Q; fuiri=1,--- ,n}

Dies ist eine endliche Menge, wihle also 2 = ().
Wie sieht ein geeignetes Wahrscheinlichkeitsmafi P hierauf aus ?
Wenn die Experimente unabhéngig voneinander ausgefithrt werden, dann sollten fiir alle
w= (w1, ,wp) € Q die Ereignisse

A; : im i-ten Teilexperiment erscheint w;, 1 <17 < n,
im Sinne von §2 stochastisch unabhéingig sein. Wegen

A= X oo X Qi1 X {wi} X Qiqq X -+ x Q, fithrt dies auf

P({w})=P(Niz, 4i) = [[}; P(4i) = [Iin, Pi{wi}) =11 ﬁ :ﬁ

{wi} x {wa} x - - x{wn} = {w}
Also:
Alle Elementarereignisse haben dieselbe Wahrscheinlichkeit.
Die unabhénige Kopplung (auch: das Produkt) von Laplace-Experimenten ist wieder ein
Laplace-Experiment.
Bei dieser Konstruktion sind die Ereignisse, die sich auf verschiedene Teilexperimente
beziehen, stochastisch unabhingig im Sinne von Definition 2.1.2 (siehe Seite 15).

Beispiel 3.1.1
Zwei Miinzen werden gleichzeitig geworfen. Als Model hierfiir wiirde das Laplace- Experiment
dber Q = {wo, w1, ws} mit:

wo: beide Kopf

wi: beide Zahl

wo: 1*Kopf, 1*Zahl

17



3 Laplace-Experimente

auf P(Ergebnisse verschieden) = % fiihren.

nicht gleichzeitig:
Q= {(0’ O)’(Oa 1)’(1’ 0)7 (17 1)}
.. 2

Dies widerspricht der Erfahrung.
Das “korrekte” Modell fiihrt auf das Laplace-Ezperiment diber Q = {0,1}2 und die Wahr-
scheinlichkeit %

Wichtig:

Die Bestimmung des korrekten Modells ist kein rein mathematisches Problem, es muf3
sich aus der “Auflenwelt” ergeben. Wir gehen davon aus, dal die Miinzen unterscheidbar
sind. Die Elementarteilchenphysik liefert Beispiele mit “ununterscheidbaren Objekten”

3.2 Etwas Kombinatorik, oder: die Kunst des Zahlens

#A =7
#Q =7
Zwei elementare Regeln:

1. 3¢ : A — B bijektiv = #A = #B
2. ANB=0= #(AUB) = #A+ #B

Die Verallgemeinerung auf mehr als zwei Mengen fiihrt auf die folgende Aussage:

Ist fiir jedes z € A B, eine Menge mit n Elementen, so gilt:

#{(z,y) : 2 € A,y € By} =n* #A
Spezialfall: #(A x B) = (#A) * (#B) (Ax B =Uycs{z} xB)
—

=4 B
Wir schreiben abkiirzend M, = {1,--- ,n}. Regel (2) liefert:

#ME = #{(in,+ ix) 1< iy <nfiinj =100 k}=nt

Die Elemente von M* werden auch k-Permutationen von M,, mit Wiederholung genannt.

Interpretationen:

1. Einer Menge von n Elementen kann man n* Stichproben vom Umfang k
mit Zuriicklegen bei Beriicksichtigung der Reihenfolge entnehmen.
Das Element (%1,--- ,i) steht hierbei fiir die Stichprobe, bei der im [-ten Zug das
Element mit Nummer #; erscheint.

2. Es gibt n* Moglichkeiten, k& Objekte auf n Plitze bei méglicher Mehrfachsetzung
und Beriicksichtigung der Reihenfolge zu verteilen. Hierbei steht (i1, ..., ) fiir die
Verteilung, bei der das Objekt mit Nummer [ auf dem Platz mit der Nummer ¢;
gelegt wurde.
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3 Laplace-Experimente

Satz 3.2.1 Firl <k <mn gilt:
#{ (i, i) € M < ij £y fiir § # 1} = 5%

Beweis:

Es gibt n Moglichkeiten fiir 71, bei gegebenem i, bleiben (n — 1) Mdglichkeiten

fiir i9, bei gegebenem (i1,42) bleiben (n — 2) Moglichkeiten fiir i3 etc.,

d.h. man hat nach Regel (2)

nx(n—1)*%(n—2)%---x(n—k+1) :(nﬁ—!k)!

Moglichkeiten. 0
Als wichtiger Spezialfall ergibt sich mit k& = n:

Es gibt genau n! Permutationen einer Menge mit n Elementen
Die Elemente der Menge aus Satz 3.2.1 (auf Seite 19) heifien auch

k-Permutationen von M,, ohne Wiederholung.

Interpretationen:

1. Einer Menge von n Elementen kann man (nﬁ—'k, verschiedene Stichproben vom
Umfang k£ ohne Zuriicklegen bei Beriicksichtigung der Reihenfolge entnehmen.

2. Es gibt (nf—'k), verschiedene Mdoglichkeiten, k Objekte auf n Plitze ohne Mehrfach-

besetzung bei Beriicksichtigung der Reihenfolge zu verteilen.

Satz 3.2.2 Firl <k <mn gili:
#{(i1,- - ig) € MF iy <ip <o <} = (})

Beweis:
Zu jedem Element dieser Menge gehoren genau k! Elemente der Menge
aus Satz 3.2.1 (auf Seite 19), namlich alle die k-Tupel, die durch
Permutation der Koordinaten aus dem geordneten Tupel hervorgehen:

#L-- D K = 5% 0

Die Elemente der Menge aus Satz 3.2.2 (auf Seite 19) heiflen
k-Kombinationen von M,, ohne Wiederholung.
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3 Laplace-Experimente

Wichtige Anwendung:

Eine Menge mit n Elementen hat (2) Teilmengen mit

@

O,

P k=0 (2) =2"

Interpretation:

genau k Elementen.

(a+b)" =% (%) ak x bnk]

1. Es gibt (}) Moglichkeiten aus n verschiedenen Objekten k herauszugreifen (ohne
Beriicksichtigung der Reihenfolge, ohne Zuriicklegen)

2. Es gibt (Z) Moéglichkeiten k& Objekte auf n Plitze ohne Mehrfachbesetzung zu
verteilen, wenn die Verteilungsreihenfolge nicht beriicksichtigt wird.

Kombinatorische Grundformeln

Permutationen Kombinationen
(Reihenfolge wird beriicksichtigt) (Reihenfolge wird nicht beriicksichtigt
ohne #{(il,"',’ik)EMg:ij#’il fﬁrj#l} #{(’il,---,’L'k)EMrllc:Z'1<---<Z'k}
Wieder- = (nf’k)! — (M)
holung (1,3,7)
mit #MF #{(i1,-- ,ix) € My 4y <ip <--- < ig}
Wieder- = nk _ (n+llz—1)
holung (1,1,7)
Satz 3.2.3 #{(i1, - ,ix) € M iy <ip <. <iy) = ("ﬂ’g*l)
Beweis:
Wir definieren eine bijektive Abbildung
¢ {(i1, - k) € MF iy <or <} o {(in, - i) € MELL i <o < g}
durch
d((ir,--- ,ix)) = (1,92 + Liz +2,--- ip + k= 1)
Verwende nun Regel 1 und Satz 3.3.2 (Seite 19). O

Die Elemente der obigen Menge heiflen auch k-Kobinationen von M,, mit Wiederholung.
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3 Laplace-Experimente

Interpretationen:

1. Einer Menge von n Elementen kann man ("+£_1) verschiedene Stichproben vom

Umfang k entnehmen, wenn zuriickgelegt wird und die Ziehungsreihenfolge nicht
beriicksichtigt wird.

2. Es gibt ("“,;71) Moglichkeiten, k£ Objekte mit moglicher Mehrfachbesetzung auf
n Plitze zu verteilen, wenn die Verteilungsreihenfolge nicht beriicksichtigt wird.

Bild fiir n =10, k = 4:

4+ 0+ 3+ 3 =10
X

X X| X
X X| X
X X] X
ONONORO,

Anwendung:

Es gibt (”ﬂ’;*) Méglichkeiten, die natiirliche Zahl & als Summe von 7 nicht-negativen
Zahlen zu schreiben:

#{(il,-.. ,in) E]Ng i it i, = k} — (n—HIz—l
Hierbei ist 4; die Anzahl der Objekte auf Platz [, 1 <1 < n; ein leeres Fach beispielsweise

entspricht einem Summanden 0.
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3 Laplace-Experimente

3.3 Einige typische Probleme
3.3.1 Geburtstagsproblem

In einem Raum befinden sich n Personen, n < 365.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit haben mindestens zwei am selben Tag Geburtstag 7
Vereinfachende Annahmen:

e kein 29. Februar
e Zwillinge werden vernachlissigt gewagte These, anm. des Autors
e saisonale Schwankungen der Geburtenrate werden vernachléssigt

Dann ist ein Laplace-Experiment iiber
Q= {1, - ,in) : 1 <1, -+ iy < 365} (={1,---,365}")
plausibel, wobei i; = k bedeutet, dal Person j am Tag k Geburtstag hat.
Es geht um
A= {(in,+ yin) €Q:T U4 1iy = iy}
Man hat
Ac:{(il,--- ,in) €N #ij furl;é]}

Also gemifl des vorigen Paragrapheg
c T
P(A) = 1-PA)=1-2F =1- 50

1 — 365,364 ., 365-n+l
365 * 365 365
Dies ist eine in n steigende Folge, ab n = 23 ist dies > 0,5, bei n = 50 hat man bereits
P(A) = 0,97
3.3.2 Bridge

Beim Kartenspiel “Bridge” werden 52 Karten (die iiblichen) an 4 Spieler (Nord, Ost,
Siid und West) gleichmissig ausgeteilt.
Wir wollen die Wahrscheinlichkeit der Ereignisse

A: einer der Spieler erhilt alle 4 Asse

B: jeder Spieler erhilt ein As
bestimmen.
Das Mischen der Karten liefert eine zufillige Reihenfolge, also ein Laplace-Experiment
iiber

Q' = {(w1,- ,ws2) € {1,---,52}°? : w; # wj fiir i = j}
V' ist die Menge der Permutationen von {1,--- ,52}.
A und B hingen nicht von der Reihenfolge ab, in der die Karten bei den Spielern an-
kommen, man kénnte also auch mit

Q:={(D1,D9,D3,Dy) : D; C {1,--- ,52}, #D; = 13, paarweise disjunkt}
rechnen.
Hierbei ist D; die Menge der Karten von Spieler 4, i = 1,--- ,4.
Die Austeilreihenfolge definiert eine Abbildung von Q' nach €, die jeweils (13!)* Elemen-
te auf ein Element von (2 abbilden, d.h. wir haben wieder ein Laplace-Experiment iiber
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3 Laplace-Experimente

). (Bei Beispiel 3.1.1 auf Seite 17 war dies anders.)

Dies liefert auch

o !
7 = (31‘;;!)ZI = (1532!)2I

Alternativ:
#Q =(Moglichkeiten fiir Dq)* - - - *(M6glichkeiten fiir Dy)

52 39 26 13
#0 = (33) * (33) * (33) * (13)
Es sei A; das Ereignis, dal Spieler 7 alle 4 Asse erhilt (0BdA: diese haben
die Nummern 1 bis 4).

Dann:

also

Al = {(Dl, ,D4) € N: {1,2,3,4} C Dl}
Fiir D := D1 N{1,2,3,4}¢ bleiben () Méglichkeiten (9 Karten aus der Menge der 48
Nicht-Asse)
Die Anzahl bei D2, D3, D4 bleibt unveréndert, also
P(A)) = #A _ (:gj)*(zg)*(zg) — (:9;3) _ 13x12x11x10
#2 (13)*(33)*(33) (13) 52+51x50x49
Dieselben Argumente funktionieren bei Ay, A3, A4 und liefern dasselbe Ergebnis (auch
aus Symmetriegriinden klar), also:
P(A) = P(Ay) + P(Ag) + P(A3) + P(Ay) (da die A;’s paarweise disjunkt sind)
— 4 Bl S 0, 01056
(in einem von 100 Spielen hat ein Spieler alle 4 Asse)
Bei der Behandlung von B kann man ganz analog verfahren, oder das Ganze etwas
abkiirzen. (B: jeder Spieler hat (genau) ein As)
Es gibt 4! Moglichkeiten die 4 Asse so an die 4 Spieler zu verteilen, dal jeder Spieler
genau ein As bekommt.
Sind die Asse verteilt, so bleiben
(12) * (32) * (32) * (33) = iy ((33) = 1)
Moglichkeiten fiir die tibrigen Karten. Also

415 A48 4
_ #N _ (20f _ 4%(13) -~
P(B) = HFQ T T 520 T 52xbl#b0%49 0,1055
(1314

(in ungefihr einem von 10 Spielen sind die Asse gleichmdfig verteilt.)

3.3.3 Postbote

Ein Postbote verteilt n Briefe zufillig auf n Briefkisten (einen pro Kasten); zu jedem
Kasten gehort genau ein Brief.
Wieviele Personen erhalten den fiir sie bestimmten Brief 7
Wir nummerieren die Briefe und Briefkisten so, dafl Brief ; in Kasten ¢ gehort, 1 < ¢ < n.
Die moglichen Austeilungen entsprechen den Permutationen von 1 bis n. “Zufillig” soll
heilen, dafl ein Laplace-Experiment iiber

Q= {(wi, - ywp) tw; € {1, ,n}Vi,w; # wj fiir i # j}
Sei Ay == {w € Qp:w; #ifiri=1,--- ,n} die Menge der fixpunktfreien Permutatio-
nen, Bp; := {w € Qy : w; = i}. Dann AS = {J;_, By, also
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3 Laplace-Experimente

folgt mit Satz 1.2.1(7) von Seite 9:
P(An) = 1= P(A5) = 1= Soets. m (~D* P((c, Bu)

Klar: ﬂZEJ ={weQ, w=ifiralle: E J}
Fiir ein w aus dem Durchschnitt sind #J Positionen festgelegt, die iibrigen n — #J
konnen beliebig permutiert werden, also # ();c; Bni = (n — #J)!

Schliefllich ist die Anzahl aller J C {1,-- ,n} mit k Elementen gleich (})
also

P(An) =1- ZJC{I,---,n},#J;éO(_l)#J_l * w
~ D) - e
=1+ Zk 1 v)
= Zk =0 1')k

Was passiert mit n — oo 7
Aus der Analysis bekannt:
T _ Zoo zk
= 2.k=0 !
also: die Wahrscheinlichkeit definiert, dafl das Ereignis, dafl keiner der n Briefe beim
korrekten Empfinger landet, mit n — oo gegen

=~ 0,3679
geht.

Da eine alternierende Reihe vorhegt hat man sogar eine Fehlerabschitzung:
‘ |Pn(An) — 671‘ < (n+1)

Gleichzeitig haben wir eine Aussage bewiesen, die nicht auf Wahrscheinlichkeit bezug

nimmt:

Die Anzahl der ﬁxpunktfrezen Permutationen einer Menge von n Elementen ist

. ‘ DY 0 k' ‘
Sei nun
Xn 4 Qn — NN,
Xnw)=#{1<i<n:w; =1}
die Anzahl der Fixpunkte (richtig zugestellte Briefe)
Es gilt
=1 , 1€J
Xn(w)zk(:}ElJC{l,---,n},#JZk:ni{#Z. i¢J

o

Die Anzahl aller w € Q,, mit X, (w) = k ist das Produkt der Anzahl der Méglichkeiten fiir
J und der jeweiligen Anzahl der fixpunktfreien Permutationen der Menge {1,--- ,n}—J
(Regel (2) aus §3.2 von Seite 18):
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3 Laplace-Experimente

_ #{weQ,: Xy (w)=k}

Po(X, = k) S
1 n —k (=1}
= =« (1)t —me g
N~
Qp J ]
Z%*Z?;éc%z,ﬂﬁkén
Im Limes erhélt man
| limp oo Pr(Xn = k) = gy xe ! VEk €N |
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4 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume und Zufallsgréfen

4 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume und ZufallsgroBen

4.1 Aligemeines

Wir nennen (2,2, P) einen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum, wenn € endlich oder
abzidhlbar unendlich ist und 20 = P(Q) gilt. Aufgrund der o-Additivitit ist P dann
durch die zugehorige Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion p, p : Q@ =R, p(w) = P({w})
eindeutig festgelegt:

P(A) =3 cap(w) fiiralle A €2 (A CQ)

(A= ealw})

(P(A) = P(X2) =>(P))
Bei Laplace-Experimenten: p(w) = ﬁ
Auch hier lassen sich Produkte bilden: das Produkt von endlich vielen diskreten Wahr-
scheinlichkeitsrdumen ist wieder ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Miinze zweimal

werfen

Kein Laplace mehr !
Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion nicht konstant !

beide Kop] {
beide Zah

Ergebnlsse verschled en

Definition 4.1.1
Es sei (2,2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, S eine nichtleere Menge. Dann
heifit eine Abbildung X : Q — S eine (S-wertige) diskrete Zufallsgrife,
im Falle S =R Zufallsvariable (ZV)
Bei S =R%: Zufallsvektor:
Mit w ist i.a. auch X (w) zufallig.

Es wird bei der Behandlung von Zufallsgréfien also nicht darum gehen kénnen, welchen
Wert X annimmt, sondern darum, mit welcher Wahrscheinlichkeit X in einer Teilmenge
von S liegt.

Satz 4.1.1 (und Definition)

Es sei (0,2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — S eine diskrete
Zufallsgrofe.
Dann wird durch
PX:=%B(S) — R

PX(A) := P(X"Y(A)) firalle ACS

mit X 1(A) :={w € Q: X(w) € A} ein Wahrscheinlichkeitsmafy definiert.
PX heifit die Verteilung von X, alternative Schreibweise: £(X) (“Law” of X ).
Wir schreiben auch P(X € A) fir P(X~1(A)).
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4 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume und Zufallsgréfen

Beweis:

1. PX()=P{weN: X(w) €S}) =P(Q) =1 Vv

2. Sind Aq, Ay, --- C S paarweise disjunkt, so sind auch die Mengen By, Bs,--- C )
mit B; := {w € Q: X(w) € 4;} (= X~(4;)) paarweise disjunkt, und es folgt:
PX(32 1 A)
=P(X~' (3%, 4))
= P(X%, X' (4))
B;
o— Addzthtat von P Z

= Zi:l P X(Ai)
Also ist PX g-additiv O

| P(XH(A)

1=

Beispiel 4.1.1 Minzwurf
Wie oft erscheint “Zahl” beim &5 maligen Wurf einer fairen Miinze ¢

Das Ausgangsezperiment ist ein Laplace- Experiment iiber Q = {0,1}° (0: Kopf, 1:Zahl).
Die Anzahl der Zahlwiirfe ist

X(w) =wtwy+ -+ ws Vw= (wl,--- ,(U5) €N
Als Bildbereich kommt beispielsweise

S= {0,17"' ’5}
in Frage.
Als Wahrscheinlichkeitsmafl auf eine endliche Menge wird L(X) wieder durch die zu-
gehorige Massenfunktion beschrieben, wir bendtigen also die Werte

PX =k =PHwe: X(w)=k}) = P(XL({K}) firk=0,1,---,5

P({w € Q: X(w) = k}) = #le@X(@=k}

_ #{(wr, 7W5)€{0 1}5 Yo wi=k}

= (Z) 32,furk—0,1, --,5
(Es gibt ( ) Méglichkeiten,
die k Zahlwiirfe auf

die 5 Maéglichkeiten zu verteilen)
z.B. k=3:

URCVRTREDRED
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4 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume und Zufallsgréfen

Agenommen, Y ist die Anzahl der Kopfwiirfe.
PY =k)=(})*35,k=0,--,5.
X und Y haben dieselbe Verteilung (!!!), aber X und Y sind nicht gleich.

Zufallsgrofie=Abbildung

X: Q>R
L(X), Verteilung von X

4.2 Einige wichtige Verteilungen
4.2.1 Binomialverteilung

X heifit binomial verteilt mit Parameter n(€IN) und p(€ [0, 1]), wenn
‘ P(X - k) - (Z) *pk * (1 _p)nik,k =0---,n ‘

Die Zufallsvariable X aus Beispiel 4.1.1 (s. Seite 27) ist Bin(5, 1)-verteilt
(kurz: £(X) = Bin(5,3),X ~ Bin(5,3)).
Diese Verteilungen tauchen auf, wenn man bei n unabhéingigen Versuchswiederholungen
zahlt, wie oft ein bestimmtes Ereignis, das in jedem Einzelexperiment die Wahrschein-
lichkeit p hat, auftritt.
Begriindung;:
Jedes Ereignis

AXAXA X - X AXA“X--- X A

insgesamt n Faktoren, davon k mal A
(p*p*(1=p)---P(L=p)---p) =p*(1—p)"*
im Produktexperiment hat die Wahrscheinlichkeit p¥(1—p)"*, und es gibt (%) Moglich-
keiten, die k “Erfolge” auf die n Positionen zu verteilen.

Spezialfall: n =1
P(X=1)=p, P(X=0)=1-p
heifit auch Bernoulli-Verteilung (mit Parameter p).

4.2.2 Poissonverteilung

X heifit Poisson-verteilt mit Parameter A(> 0) wenn

P(X = k) = e+ A7 fiir alle k €N |

und spielt eine wichtige Rolle als Grenzverteilung (s. z.B. 3.3.1 auf Seite 22, Anzahl der
Fixpunkte einer zufilligen Permutation, bei n — oo erhidhlt man die Poisson-Verteilung
mit Parameter 1).
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Poisson-Verteilungen treten auch als Grenzwerte von Bin(n,p) bei grofien n und kleinem
p auf:

Satz 4.2.1 (Gesetz der seltenen Ereignisse)
Ist (P,) C [0,1] mit n €N eine Nullfolge mit
limp 00 x pp = A(E (O’ OO)),
so gilt fiir alle k €Ny

. _ _ k
lzmn%w(Z)*pﬁ*(l—pn)" k—e ’\*),‘c—!
Bewelis:
A egal
_ nx(n—1)%-*x(n—k+1) (nxpy)* 7 * _
(&) plix (1—pa)™* = o e A
[N\ ~ e’
—1 Ak

~ (L= e
In Worten:
Bei einer grofien Anzahl von Wiederholungen (n) und kleiner Erfolgswahrscheinlichkeit
(p) ist die Zahl X der Erfolge niherungsweise Poison-verteilt (mit Parameter A = n xp).
Zahlreiche Anwendungen:

e Anzahl Druckfehler pro Seite

e emittierte Partikel

4.2.3 geometrische Verteilung

Angenommen, wir werfen einen (fairen) Wiirfel solange, bis eine ’6’ erscheint, sei X die
hierfir nétige Wurfzahl (einschlieflich der 6).

Offensichtlich gilt X = n genau dann, wenn die ersten n — 1 Wiirfe keine ’6’ liefert.
Aufgrund der Unabhéingigkeit der Wiirfe hat dieses Ereignis die Wahrscheinlichkeit

(1—%)*---*(1—%)*%

~ J
~”

n—1—mal
Allgemeiner, wenn X nur Werte aus IN annimmt und
P(X =n) = (1 —p)" ! xp fiir alle n €N gilt, dann heifit X geometrisch verteilt
mit Parameter p(€ (0,1]): Anzahl der Versuche bis (einsclieBlich) zum ersten Erfolg bei
Erfolgswahrscheinlichkeit p.
Wartet man bis zum r-ten Erfolg (r = 2,3,---), so erhélt man eine Zufallsvariable X,
die nur Werte > r annimmt, mit

PX =k) = (A1) s (1 —p)f " xp
Dies ist die negative Binomialverteilung mit Parameter 7(€IN) und p(€ (0, 1)) (der Faktor
(k_l) ist die Anzahl der Moglichkeiten, die ersten r—1 Erfolge auf die k—1 Moglichkeiten

r—1

zu verteilen.) (Mathematische Subtilitat: Was ist Q 7
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Eine Moglichkeit:

Betrachte unendlich viele Wiederholungen, also: QON, wobei 2y das “Basisexperiment”
repréasentiert.

Wichtig: dies fiihrt auf iiberabzihlbare Ergebnisrdume.

Alternative: Q = {(0,---,0,1) € 0, 1%,k €IN})

4.2.4 Hypergeometrische Verteilung

Eine Urne enthilt N Kugeln, M weifle und N — M schwarze. Es werden n Kugeln ohne
zuriicklegen entnommen (n < N.M < N). Sei X die Anzahl der weilen Kugeln in dieser
“Stichprobe”.

Dann gilt:

fir k=0, --- ,min{M,n},
mit:

. (A];I ): Moglichkeiten fiir die weiflen Kugeln in der Stichprobe

° (A; :]]\c/" ): Moglichkeiten fiir die schwarzen Kugeln

° (ZX ): Anzahl der méglichen Stichproben

Dies ist die hypergeometrische Verteilung mit Parametern n, N und M.
Diese Verteilung ist in §3.3.2 auf Seite 22 aufgetaucht. (Die Anzahl der Asse von Spieler
Nord ist hypergeometrisch verteilt mit Parametern n = 13, N = 52 und M = 4).

Ein weiteres typisches Beispiel:
6 43
Die Wahrscheinlichkeit fiir k¥ Richtige beim Zahlenlotto ‘6 aus 49’ ist W Dies ist
(

6
eine hypergeometrische Verteilung mit Parametern n = 6, N =49, M = 6.

4.2.5 Multinomialverteilung

Es sei (2,2,B) ein Zufallsexperiment und Aj,--- , A, eine Ereignispartition

von Q, p; = P(4,). mto+pr=1
Dieses Experiment wird n-mal (unabhingig) wiederholt, X = (Xy,---, X,) sei der Zu-
fallsvektor, dessen [-te Komponente zihlt, wie oft das Ereignis A; eingetreten ist.

Q

R
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Dann gilt, in Verallgemeinerung von §4.2.1 auf Seite 28 (r = 2)

P(X = (k1,--- k) = kl'*ni'*kr' *Plfl *pIQW $oex phr
fiir all ky,--- , ky €Ng mit &y + - + ky = n. (,?) (”;k) ("*’;13*’“2)
Man nennt diese Verteilung die Multinomial-Verteilung mit Parametern p = (p1,--- ,p,)

und n €N; es mufl p; >0, p1 + -+ pr = 1 gelten.
Zihlt man beispielsweise beim n-fachen Wurf eines fairen Wiirfels, wie oft die Augen-

zahlen 1,--- ,6 eingetreten sind, so erhihlt man die Multinomialverteilung mit
Parametern n und p = (g, ¢, ¢, 6> 6> §)-
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4.3 Erwartungswerte

Vorgeplidnkel

({0, 13,

X

g

PB({0.1}°) Gleichverteilung)

X(w) =wi + ws + w3 + wg + ws

9(z) = (z - 2)°

Massenfunktion zu Y

Mit:

X: Anzahl der Kopfwiirfe
Verteilung von X: Bin(5, 3)

Massenfunktion zu X:

,_.
b=
—
b=
oy
Bl o

Diagramm:

EX =0%3+1x3+2x19

(Stab mit Massen)
+ 3 * é—g

Massenfunktion zu Y:

P(Y _0) P(X =2) =

P(Y =1)=P(X €1, 3}):%—3
P(Y:) P(Xe{04} =3
PY=9)=P(X =5 =%
01 4 9

32
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Wabhrscheinlichkeitsraum fiir den 5-maligen Wurf einer fairen Miinze
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(EX = Schwerpunkt)
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Definition 4.3.1 Erwartungswert
Es sei X eine diskrete Zufallsvariable auf einem diskreten
Wahrscheinlichkeitsraum (Q,2(, P) mit Massenfunktion p.
Der Erwartungswert von X wird definiert durch
BX = e X (@) * P({w})
vorausgesetzt die Summe konvergiert absolut, d.h. ) o |X(w)| * P({w}) < oo (sonst:
Erwartungswert ezistiert nicht).

Satz 4.3.1
EX =3 crz*px(z), wenn px die Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion zu X bezeich-
net.
Ist f :-R—TR eine Funktion, so ist auch y := f(X) eine Zufallsvariable und es gilt
|EY =Y gy *py(y) =Y ,er f (@) xpx() |
vorausgesetzt, die beteiligten Summen konvergieren absolut.

Beweis:
Die Mengen A, :={w € Q: X(w) = z},z € Bild(X),
bilden einen Partition von €2, also

—
Ywea X (w) * P{w}) = EweBz’ld(X) Z X(w)*P({w})

wEAL

J

P(Aq)=P(X=x)=px (z)
Umordnungen wegen absoluter Konvergenz erlaubt
= ZweBild(X) T *px(T) =Y er T * px(T)

EY =3 ueaY (W) * P({w})

=Y wea (X (w)) * Pw})

= ZmEBild(X) ZweAm f(X(w)) *P({w})

f(x)
=D eenid(x) f (@) *px(2)
Wichtige Konsequenz:

EX hangt nur von der Verteilung von X ab.

Beispiel 4.3.1 Frwartungswert der Binomialverteilung
Im Falle X ~ Bin(n,p) erhalten wir
EX =%} o k+xP(X =k)
= Sk (7)< (1
—1)! - —1)—(k—
=nAP* Y (k_1)!*(g2—1§—(1€_1))! #pt e (1= p)(n =D

n—1

-1

=nxpx Z (n & ) * pk x (1 —p)("fl)fk Binomische Formel !
k=0

J

=(p+(1-p))!
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Definiert man Y durch Y := X (X — 1), so ergibt sich
EY =37 okx(k—1)*(})#pf«(1—p)n*
=Y o kx(k—1)x(}) xpFx (1 —p)nk
=nx*(n—1)x*p?

Satz 4.3.2 Rechnen mit Erwartungswerten

Es seien X und Y diskrete Zufallsvariablen mit existierendem Erwartungswert
und ¢ €R.

1. Dann ezistieren auch E(X +Y),E(c* X) und es gilt
E(X+Y)=EX+EY
E(cxX)=cxEX “der Erwartungsert ist linear”

2. X<Y=FEX<LEY “der Erwartungswert ist monoton”
X <Y heift: X(w) <Y (w)Vw € Q
Beweis:
Fiir den Nachweis der Existenz von E(X +Y') ist die absolute Konvergenz
der Reihe ) (X +Y)(w) * P({w}) zu zeigen:
Ywea (X +Y) (W) * Pw}) <3 cq(X (W) + 1Y (w)]) + P({w}) < oo
(X (w) +Y(w))
Auflerdem:
E(X+Y) =) caX(w) +Y(w)) x P({w})
=Y wea X (W) * P({w}) + Xope Y (w) * P({w}) = (EX) + (EY) O

Wichtiger Spezialfall:
X<|X| = EX < E|X|
-X<|X| = E(-X)<EX| = -EX<EX|

} S[[EX]<EX]|

Definition 4.3.2 k-tes Moment
Das k-te Moment einer Zufallsvariablen X ist EX* (vorausgesetzt, er eristiert).
Ezistiert das zweite Moment, so nennen wir
var(X) := E(X — EX)?, o(X) = (var(X))?
die Varianz bzw. Standardabweichung von X.

(Varianz = Streuung)
(Beide messen die Variabilitit in der Verteilung von X, bei der Standardabweichung hat
man dieselben Einheiten wie bei X; der Erwartungswert bescheibt die Lage)

O.ﬁ TO.S
EX var>0

]
EX var=0

(Erwartungswerte gleich, aber Varianzen unterschiedlich !)
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Lemma 4.3.1 Varianz
var(X) = E(X?) — (EX)?

Beweis:
var(X) = BE(X — EX)?
= E(X?+ (EX)?2 - 2% (EX) * X)
E(X?))+ E(EX)?+ E(-2x (EX) * X)
= E(X?) + (EX)? - 2% (EX) x (EX)
= E(X?) - (EX)? O
(wesentlich: nimmt X nur den Wert ¢ €R an, so gilt EX = ¢)

&

—

Beispiel 4.3.2

1. Im Fall X ~ Bin(n,p) gilt EX =nx*p
E(X(X —1)) =n*(n— 1) * p? (— Beispiel 4.3.1),
also EX? =EX(X —1)+EX =nx(n—1)*p>+nx*p

und damit
var(X) = EX? —(EX)?’=nx(n—1)*p’+n*xp—(n*p)2 = —n*xp’ +nxp=
nxp*(1-p)

2. Ist X Poisson-verteilt mn't Paramter X\, so gilt
EX =Y 2ok*e ™« gy

EX(X -1 =R k*x(k—1)xe ’\—’,c = A2, also
varX = EX(X — 1)+ EX — (EX)?
=X+ A=A =)
Bei der Poisson-Verteilung stimmen also Erwartungswert und Varianz iberein.

Bemerkung 4.3.1 Indikatorfunktion
Ist M eine beliebiege Menge und A C M, so heifst

14: M >R, lA(:z;)::{ L, zed

0 , sonst
die Indikatorfunktion zu A.

Ist (Q,%, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und A C Q ein Ereignis,
so ist X := 14 eine Zufallsvariable; diese zeigt an, ob ein Ereignis A eingetreten
ist (Wert 1) oder nicht (Wert 0).
Klar:
L(X) = Bin(1,p) mit p = P(A)
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Mit dieser Konstruktion sieht man auch, dafl Erwartungswerte Wahrscheinlichkeiten

verallgemeinern:
Ely=0xP(14=0)+1xP(14 =1) = P(A) P:A SR
A ~» Funktionen raum
A— 14

4.4 Bedingte Verteilung und Unabhidngigkeit

Sind X : Q@ —» 51, Y : Q —» Sy ZufallsgroBlen auf einem diskreten Wahrscheinlichkeits-
raum (2,2, P), so ist
Z:Q— 51 %82, Z(Q) = (X(w),Y(w))
mit Werten in S7 X Ss.
Die Verteilung PZ von Z nennt man die gemeinsame Verteilung von X und Y.

Beispiel 4.4.1

In der Situation von Absatz 3.8.2 auf Seite 22 (Bridge) sei X die Anzahl der Asse von
“Nord”, Y die Anzahl der Asse von “Sid”.

Dann ist Z .= (X,Y) eine Zufallsgrifie mit Werten in {0,1,2,3,4} x {0,1,2,3,4} und

e gzlt (4)*( 48 )*(4—k)*(35+k)*(26)
P(Z — (k’ l)) — k 13—k (512!) 13-1 13
(1314
Tabelle der mit 20825 multiplizierten Werte:
v\ X 0 1 2 3 4 | Zeilen-),
0 1150 2600 1950 572 55 6327
1 2600 4225 2028 286 O 9139
2 1950 2028 468 0 0 4446
3 572 286 0 0 0 858
4 55 0 0 0 0 55
Spalten-)" | 6327 9139 4446 858 55 20825

Die Nullen unten rechts ergeben sich, da es nie mehr als 4 Asse geben kann !

Aus der gemeinsamen Verteilung kann man die Einzelverteilungen zurickerhalten:
PY=0=PY=0,X=0+PY=0,X=1)+---+PY =0,X =4)
Umgekehrt geht es nicht (zumindest nicht ohne Zusatzvoraussetzungen,):
aus den Werten
P(X =1),P(Y =j),4,j=0,--- ,4
lassen sich die Werte
P(X =1i,Y =35)
nicht ermitteln.
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Die gemeinsame Verteilung enthilt “mehr Informationen” als die Marginalverteilungen.
Man kann die Wahrscheinlichkeit von Ereignissen bestimmen, die von beiden Zufallsva-
riablen abhéngen, z.B.:
PX=Y)=P(X=0,Y=0)+P(X=1,Y=1)+---+P(X =4Y =4)
_ 11504+4225+4684+04+0 0. 2805
- 20825 ~

Man kann mit der gemeinsamen Verteilung von X und Y auch den Erwartungswert einer
Zufallsvariablen Z = f(X,Y’) bestimmen, die von X und Y abhéngt

S1
X
a
Q X —f>]R
y
¢
Sa

|EfXY)=3,, &y «PX =z,Y =y) |
P(X ==z,Y = y) gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion zu X und Y
Z=XUY

Zur Motivation:
Wenn X eine Zufallsvariable mit endlichem zweiten Moment ist, dann ist fiir jedes a €R
die mittlere quadratische Abweichung

¢(a) = E(X —a)2
wohldefiniert.
Bei welchem a ergibt sich die minimale mittlere quadratische Abweichung ?

#(a) = EX? -2 % ax EX +a?
<~ <~

i . const . const
¢ nimmt sein globales Minimum in ¢ = EX an.

Satz 4.4.1 (bedingte Verteilung, bedingter Erwartungswert)
(Q,2,P),S1,S2, X, Y wie oben.
Dann gilt fir alle z € S; mit P(X =z) > 0:
Durch
A P(Y € AIX =) (= PUuCOY WIAK=s)))
wird ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (S2,9(S2)) definiert,
die bedingte Verteilung von Y unter X = z, PY|X==
Ist Sy =R und 3" |y| * PYX=%({y}) < oo, so nennen wir
BIY|X =2 = ¥y + P2 ({y)) (= 70tz Sy * P(X =2,Y =y))
den bedingten Erwartungswert von Y unter X = x.

Fiir die Verkniipfung der Abbildung X : @ — S; und z — PYX=% bzw. s E[Y|X = 2]
schreiben wir kurz:
PYX bzw. E[Y|X]
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Spiter:
Die Funktion ¢, ¢(z) := E[Y|X = x|, minimiert die mittlere
quadratische Abweichung E(Y — 1(X))? unter allen
Funktionen ¢ :R—R.
Beweis:
Klar ! O

In der Situation von Beispiel 4.4.1 von Seite 36 ergibt sich beispielsweise als beding-
te Erwartung der Anzahl der Asse des Partners, wenn man selbst zwei Asse hat,

E[Y|X =2]
_P(Y=0,x=2) _ 35
TUPx=y T Mg

=0« P(Y=0/X=2) 4+1+P(Y =1X=2)+---+4xP(Y =4/X = 2)

_ 1950 2028 468 0 0
=0x + 1« Tag6 2% 726 +3* 115 T4 * s

Beachte:
EY =0«P(Y=0)+---+4xP(Y =4)=1
E(Ynorda + Yost + Ysiqd + Ywest) = 4
Symmetrieiiberlegungen:

EYNora = EYs3q =+ = EYwest
Linearitét:

E( .. ) = FEYNorda + EYsiq + - -+ EYwest
Insgesamt:

Beispiel 4.4.2 Es sei (', ', P') das Modell fiir ein Zufallsexperiment, in dem ein be-
stimmtes Ereignis A mit Wahrscheinlichkeit p > 0 eintritt. Unser Modell fir das n-

malige unabhdngige Wiederholen dieses Exzperiments ist
(Q,Q{, P) mit Q = Q'" (: QA x.oo % Q/’ n Fakto,,.en)7 Y = gB(Q)

P({(w1,+++ ywn)}) = P'({wi}) * - % P'({wn})
Es sei X(w) :=#{1 <i<n:w; € A} die Anzahl der Versuche, bei denen A eingetreten
ist, und Y : Q — P{1L,--- ,n}),Y(w) == {1 <i < njw; € A} die Menge der Versuchs-
nummern, in denen A eingetreten ist.
Die gemeinsame Verteilung von X und Y ist offensichtlich auf
{(k,B) : k€ {0,--- ,n},BC {1, -+ ,n} mit #B =k}
konzentriert und fir jedes Element dieser Menge gilt:
P(X =k,Y = B) =[ljepp*[Ljgp(1 —p) =pF(1 —p)* *
Aus Absatz 4.2.1 von Seite 28 ist bereits
P(X =k) = (})*pF = (1 —p)n*
bekannt, also folgt

und
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pYIX=k(fgy) — __p*C0-p)"* _ 1 B =
({ }) (Z)*pk*(lfp)"_k (Z) (wenn # k}
Die bedingte Verteilung von Y wunter X hdngt nicht mehr von p ab; man erhdlt die
Laplace- Verteilung auf der Menge aller Teilmengen vom Umfang k von {1,--- ,n}:
Alle méglichen Anordnungen der k “Erfolge” auf die n moglichen Positionen

sind gleich wahrscheinlich.
Wir dehnen den Unabhéingigkeitsbegriff auf ZufallsgréBen aus.
Definition 4.4.1 (stochastisch unabhingig)
Fiir jede i € I sei X; : Q — S; eine diskrete Zufallsgrife. Die Familie {X; : i € I}
heifit stochastisch unabhdngig, wenn fir jede Wahl von A; € S;,1 € 1, die Ereignisfamilie
{X;l(A,-) 11 € I} stochastisch unabhingig ist im Sinne von Definition 2.1.8 von Seite 15

Satz 4.4.2 (stochastische Unabhdngigkeit)
Eine Familie {X; : © € I} von Zufallsgrifien auf einem diskreten Wahrscheinlichkeits-
raum ist genau dann unabhingig, wenn fir alle {i1,--- ,in} C I gilt:
P(Xi1 = Tiy, Xiy = Tiy, -+, Xj, = wln) = P(Xil = xil) koo X P(X’tn = xln)
fir alle z;, € Siy,--+ ,zi, € Si,-
Beweis:
Wire A; = {z;}, um zu sehen, da§ die Bedingung notwendig ist.
(X; 1 (A) = {w: Xi(w) = z3})
Fiir beliebige A; C S; und {i1,--- ,i,} C I gilt:
P(N, X5, (43))
= Dwi € Aiy min e Ay, DXy = iy, Xy = i)
= Dwi € Aiy in e Ay, DXy = i) %o % P(X, = @i,
= D €Ay, 2umi €Ay " 2aay, ey, P Xiy = Tiy) %ok P(XG, = 24,
= (T e, PRy =) oo (X, ca, P(Xi, = 3,))
= ]D(_Xi1 € Azl) *ooee ok P(in € AZn)

>0
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Bei einer endlichen Familie X7, --- , X,, hat man also Unabhingigkeit genau dann, wenn
die gemeinsame Massenfunktion p, p(z1,--- ,z,) = P(X1 =1, -+ , X, = z,), das Pro-
dukt der marginalen Massenfunktionen py,--- ,pn, pi(x;) = P(X; = x;) ist:
‘ p(z1, -+ s xn) =p1(z1) * -+ * pr(zy) ‘fﬁr alle z; € S;
X
01234 ,
0| X £
S
JYox >
2 x| &
30 ) JgE
4 IS=

“marginale Vertei-

lung von X

Bei unabhdngigen X,Y steht

in Position 1, j das Produkt

der Randverteilungen

Bei unabhéingigen Zufallsgréfien ergibt sich die gemeinsame Verteilung aus den Rand-
verteilungen.

4.5 Reellwertige diskrete ZufallsgroBen

Satz 4.5.1 (Multiplikationsregel fir Erwartungswerte)
Sind X und 'Y unabhdngige Zufallsvariablen mit ezistierendem Erwartungswert, so
eristiert auch der Erwartungswert zu X xY, und es gilt:
| E(X*Y) = (EX) * (EY) |

A~ X =1y
Ely=0xP(1l4=0)+1xP(1ly =1)=P(A)
———
P(A)

Elslp = Elynp = P(AN B)
I
Els+ Elg = P(A) + P(B)
Beweis:
Die Menge Agy := {w € Q: X (w) = z,Y (w) =y},
z € Bild(X),y € Bild(Y), bilden eine Partition von 2, also

Ywea | X Y (w)] * P({w})
=Y semiax) || * |y| *f(X =z,Y = y)J

yEBIld(Y) ~
P(X=z)xP(Y=y)

= (X sepidcx) |7 * P(X = 2)) * (X e puaery 1yl * P(Y =)
= E|X|* E|Y| < o0,
d.h. der Erwartungswert zu X * Y existiert.
Dasselbe Argument, nur ohne Betragsstriche, beweist die Gleichheit:

40



4 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume und Zufallsgréfen

EXY

=Y wea X *Y(w) * P({w})
= Y szeBiax) Txy* P(X =2,Y =y)

y€EBild(Y)
EX EY
=( Y zxPX=a)x( » yxPY =y) O
z€Bild(X) yEBild(Y)

Satz 4.5.2 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

Ezistiert zu den Zufallsvariablen X,Y das zweite Moment, so existiert auch EXY und
es gilt:

| (EXY)? < (EX?) x (EY?) |

Beweis:
X Y ()| = | X (w)] * Y ()] € X(w)? + Y (w)? Yw € Q
Es gilt also:
Toen X #Y (@) $ PU&}) € ¥ X ()2 PU{w}) + e ¥ ()2  P({w})
=EX?+ EY? < o0,
also existiert EXY.
Fiir ein beliebiges ¢ €R existiert dann auch das
zweite Moment zu X + ¢ * Y und ist > 0:
0<EX+txY)2=EX?+t2+EY?+2%t+x EXY Vt €R.
Fall 1: EY?2 =0
Dann steht rechts, als Funktion von ¢, eine Gerade mit
Funktionswert > 0 Vi, also mufl die Steigung 0 sein,
und das heifit EXY = 0.
Fall 2: EY? > 0
Berechne den kleinsten Wert der Parabel rechts (Schulmathematik),
man erhalt
5vz (EX?x EY? — (E(XY))?). O

.

>0(muBl gelten)

Bemerkung 4.5.1
Ist (Q,2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum mit der
FEigenschaft P({w}) >0 Yw € Q, so ist

H:={X:Q—>R: EX? < 00} Vektorraum
mit mit Skalarprodukt
< X,Y >:=FEXY bilinear
ein Hilbert-Raum. “Im Krieg, in der Liebe und im Hilbert-Raum ist alles erlaubt”

(ein zentraler Gegenstand der Funktionalanalysis 3)
Ist Z irgendeine Zufallsgréfle mit Werten in irgendeiner Menge S, so wird durch

H=(Z)={X€H:3¢:5 >R mit X = ¢(2)}
ein Unterraum definiert.
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o % s
¢
X | v
R
Die Abbildung
H - H(Z)
X v E[X|Z]
ist die Orthogonalprojektion von H auf H(Z) (~ Ubungen)

Dies ist einer der Punkte, in dem die Verbindung Stochastik «~~» Funktionalanalysis deut-
lich wird.

Definition 4.5.1 (Kovarianz)
Es seien X, Y Zufallsvariablen mit endlichem zweiten Moment und Standardabweichun-
gen oz, oy.
Dann heifit
[ cov(X,Y):=E(X —EX) * (Y —EY) |
die Kovarianz von X und Y .

(das meint:
cov(X,)Y)=E(X —EX)x(Y — EY)))
Im Falle cov(X,Y) = 0 nennt man X und Y unkorreliert.
Ist o * 0y > 0, so nennt man

p(X,Y) — cov(X,Y)

Og*0y
den Korrelationskoeffizienten zu X und Y.

Satz 4.5.3 (Aquivalenzen)
Es seien X und 'Y Zufallsvariablen mit existierendem zweiten Moment. Dann gilt:

1. cov(X,Y) =EXY — (EX) % (EY)

2. X,Y unabhdngig = X,Y unkorreliert

3. =1 < p(X,Y) < +1 (wenn definiert)
Beweis:

1. Mit der Linearitit des Erwartungswertoperators folgt
cov(X,)Y)=E(X*Y —(EX)*xY — X *x (EY)+ (EX) * (EY))
=E(XY)—- (EX)*(EY)— (EX)*(EY)+ (EX) % (EY)
=FE(XY) - (EX)*(EY)

2. Verwende (1) und Satz 4.5.1 von Seite 40

3. var(X) *var(Y) * p(X,Y)?
cov(X,Y)
= (E(X - EX)*(Y — EY))? 0z = \/var(X)
X' v
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Cauchy—Schwarz
< (E(X — EX)?) + (E(Y — EY)?)

= var(X) xvar(Y)

= p(X,Y)* <1

Multiplikationsregel: X,Y unabhingig & EXY = EX x EY
cov(X,Y)=EXY — EX xEY

Insbesondere: X,Y unabhingig Z X,Y unkorreliert.
cov(X,X) = EX? — (EX?) = var(X)

Satz 4.5.4 (Gleichheit von Bienaymé)
Es seien X1, -+ , X, Zufallsvariablen mit existierendem zweiten Moment.
Dann gilt:
var (3o, Xi) = Yoty var(Xi) 4 30,4 cov(Xi, X;)
Sind speziell X1,- -+ , X, unabhingig (unkorreliert reicht), so gilt
‘ var (3o Xi) = Y1 var(X;) ‘
Gleichheit von Bienaymé

Bewels:

var(31 X)) = EQCr, Xa)? — (B, Xi))?

= B(Y7 (X x Xj) = 3721 EXi + EX;

= ZZ]:l(EXZX] — EXZ * EX])
=Y (BX? — (BX:)®) + 3, (EXiX; — EX;  EX;) O
D Y —— N ~ /
var(X;) cov(X;,X;)

Beispiel 4.5.1
In einem Zufallsexperiment sei A ein Ereignis mit Wahrscheinlichkeit p. Das Experi-
ment werde n-mal unabhdngig wiederholt; X; zeige an, ob A im i-ten Durchgang einge-
treten ist (X; = 1), oder nicht (X; =0).
Dann sind X1,--- , X, unabhdngig mit
da X; nur die Werte 0 und 1 annimmt gilt ferner
var(X;) = EX? — (EX;)?=p—p*=p=* (1 —p)
Also gilt fir Sp:==> 1 1 X;
ES, =nxp, var(S,) =nx*px* (1 —p) (Bienaymé, Seite 43)

Bereits bekannt:
Sp ~ Bin(n,p) (Anzahl der Erfolge bei n Wiederholungen)
also hat man einen neuen Beweis fiir die Formel aus Beispiel 4.3.2(1) von Seite 35
p:R—[0,1],p(z) = P(X = z)
Z (pk)a k ez
Weitere Spezialisierung: Zufallsvariable mit Werten in Z,
schreibe py, fiir P(X = k), k €Z
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Satz 4.5.5 (und Definition) Faltung

1. Es seien P,QQ Wahrscheinlichkeitsmafe auf 7 mit Massenfunktionen p,q.
Dann ist auch v :Z—R,
Tn =D pezPk * dn—k VN EZ (Cauchy- Produkt)
eine Wahrscheinlichkeitsmassenfuntion.
Das zugehirige Wahrscheinlichkeitsmafi R nennen wir
die Faltung von P und Q, R=P%xQ

2. Sind X undY unabhdngige Zufallsvariablen mit Verteilung P bzw. Q, so ist Px(Q
die Verteilung von X + Y.

Beweis:

1. Offensichtlich hat man r, > 0 fiir alle n €Z, sowie
Znez Tn = ZHEZ Zkezpk * Qn—k

=D kez 2onez Pk * dn—k Rechtfertigung:
=D kezPr * (Xmez m) grofer Umordnungssatz
=D kezPrx1 (~ Analysis)
=1

2. Wir zerlegen nach dem Wert von X:
PX+Y =n)=) 1, P(X+Y =nX=k)
=Y ke PY =n—k X =k)
=Y 4z PY =n—k)+« P(X =k)
= EkeZ,k:Opk *dn—k
=7y, O

(general abstract nonsense: “x” ist eine kommutative Verkniipfung von Wahrscheinlich-
keitsmafBen auf Z.)

(Px?=P 7= 4y, das im Punkt 0 konzentrierte Wahrscheinlichkeitsmaf} )

Beispiel 4.5.2
Seien X,Y unabhdngig und poisson-verteilt mit Parameter X\ bzw. p

pk:ei)\*)]\c_li,kzo

k
gp=eHMxbr k>0
o Ak _ (n—Fk)
=N A A uTR)
=2 k=o€ * qrxe o

— e (Atu) # % z": (Z) * \F % unfk

. J

v
Binomische Formel
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= o OFn) 4 ()\ﬂ't)”

n.
Also ist X +Y wieder poisson-verteilt, und zwar mit Parameter X\ + pu.

(g9.d.h.n.: die Poisson-Verteilungen bilden eine Faltungshalbgruppe)
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4.6 Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion

Ist (an),n €Ny eine Folge reeller Zahlen, so nennt man

‘ d(Z) = Zfzozoan*zn ‘ &(O) :ao,d,(O) = a1,
die erzeugende Funktion zu (a,),n €Ny.
Gilt suppen,|an| < 1(< 00), so kann a in {z €C: |z| < 1} beliebig oft “unter dem Sum-
menzeichen” differenziert werden; insbesondere:

-

[ an = a1 * w(2)], g |
Manche Probleme, insbesondere die Behandlung von Differentialgleichungen, kénnen
durch den Ubergang zu erzeugenden Funktionen vereinfacht werden. (“Transformati-
onsmethode”)

Beispiel 4.6.1 (Ein Ruin-Problem)
Spieler I besitzt nDM, Spieler II (N —n)DM. In jeder Runde gewinnt I von I1I 1DM
mit Wahrscheinlichkeit p und verliert sonst 1DM an 11.

Kapital von Spieler 1

Runde

1 Ruin 7

Das Spiel wird fortgesetzt, bis einer der Spieler sein gesamies Geld verloren hat. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt I das Spiel ?
Sei N €N fest,
A, I gewinnt, bei Anfangskapital n
B: I gewinnt die erste Runde
Sei pp, := P(Ap)
Das Gesetz von der totalen Wahrscheinlichkeit (Satz 2.1.1(2), Seite 13) liefert
P(A,) = P(A,|B) x P(B) + P(A,|B°) x P(B°)
also:
Pn = Pnt1* P+ pn-1* (1 —p)
firt<m<N-1
Randbedingung: po =0, py =1
Nochmal- Diﬁereni{ialgleichung: Pn=D*Ppt1+ (1 —p) *pp_1
Randbedingung: po=0,py =1
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Umformung:
Ti= 11,%1’, wir setzen (zundchst) r # 1 voraus (also p # %) Lést man nach pp41 auf, so

erhdlt man

‘ Pns1=(1+471)*xpp —1T*pp1 ‘
und damit fir p(z) ==Y oo oPn * 2" 1 P(2) —p1xz = (L+7) % 2% p(2) — 7 % 22 x p(z)
Multiplizieren mit 2™, iiber n €N
summieren, pg = 0 anwenden

Auflésen nach p:

geomn.Rethe  geom.Reihe

1 1
~ _ P1*2 — P
&)= mermr =i (T, 1725 )

Partialbruchzerlegung
Also:
Pn = 7«p__11 * (r" —1)
Die iibrige Randbedingung py = 1 liefert py = /}V;_ll , also insgesamt:

_ =1
pTL - TNfl

Ahnlich (oder auch direkter) erhdlt man im Falle r =1 (also p = 3):
pn = § fiirn=0,--- ,N.

Anwendung;:
Ich betrete ein Kasino mit 100DM Kapital und setze beim Roulette in jeder Runde 1DM
auf Rot.

Rot erscheint mit einer Wahrscheinlichkeit von é—g und bringt 2DM.

Ich hore auf, wenn ich 100DM gewonnen, oder aber alles verloren habe.

Dieses Experiment pafit in obige Situation mit p = %, N = 200,n = 100. Die zugehorige
191100

Erfolgswahrscheinlichkeit ist % ~ 0,0047
19200

Moral:
Es ist offensichtlich geschickter, alles auf einen Schlag
auf Rot zu setzen. (Erfolgswahrscheinlichkeit: $5 ~ 0, 4865)

Definition 4.6.1
Ist X eine Wy-wertige Zufallsvariable, so heifit

Px(2) =Yoo P(X = k)2* (=EzX)
die Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion zu(r Verteilung von) X.

Warum lohnt sich der Ubergang in die “"-Welt” ?
Satz 4.6.1

1. Ist X eine No-wertige Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitserzeugender Funkti-
on p, so gilt fiir alle kK €EN:
das k-te faktorielle Moment
EX(X—-1)x---x (X —k+1)
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existiert genau dann, wenn limz11p® (Z)
ezistiert, dann gilt: (k) meint die k-te Ableitung)
EX(X = 1) %---% (X —k+1) = lim1p%)(2)

2. Sind X undY unabhdingige Wo-wertige Zufallsvariablen mit Wahrscheinlichkeitser-

zeugenden Funktionen px(z), Py (z), so gilt fiir die Wahrscheinlichkeitserzeugende
Funktion

| x4y (2) = Px (2) * Py (2) | fiir alle z mit |z| < 1.

Beweis:

1. Innerhalb des Konvergenzradius darf man Summe und Differentiation vertauschen,
d.h.

Qn
.

ﬁ(k)(z) = E;’Lo:kgz* mn—1*---x(n—k+1)x P(X = nY*z"_k/
>0
P(2) =Y kx P(X =k)*2F!
Nach dem Satz von Abel (~ Analysis) gilt fiir Potenzreihen > »° ; an2™ mit nicht-
negativen Koeffizienten
Limgr Y ond o n % 2" =3 0 an,
wobei sogar bestimmte Divergenz zugelassen ist.
Damit:
limpp®)(2) = 32 gnx (n—1)*--- % (n —k+1) * P(X =n)
(oder ab n=k, egal)

=EX(X-1*---x(X—-k+1)
(Satz 4.6, Seite 33)

2. Priifungsrelevanter Ansatz
Pxiy(z) = EzXTY = E2X % 2Y¥ = (E2X) % (E2Y) = px(2) * Py (2)
Da z¥ und z¥ wieder unabhingig sind.
(nach Stundeniibung 14: X, Y unabhingig = f(X), ¢(Y) unabhingig) O

Beispiel 4.6.2
Ist X Poisson-verteilt mit Parameter A\, so erhalt man

Axz
/—eH
. k 2 (A x2)k
Px(z) =Y poe M ),‘c—, x 2k =e A x Z 0= exp(A * (z — 1))
k=0
Hieraus folgt:
P'(2) = A xpx(2), Pk (2) = A % px(2),
also
EX =limiy1p'x(2) = Axpx (1) = A
und

EX (X — 1) = )2 (vergleiche Beispiel 4.3.2(2), Seite 35)
Ist Y eine weitere, von X unabhdngige Zufallsvariable, Poisson-verteilt
mit Parameter u, so erhdlt man
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Px+v(2) = Dx (2) ¥ Py (2) = 7Y x et = eap((A + p) * (2 — 1))
Da p durch p festgelegt ist, folgt hieraus, daff X +Y Poisson-verteilt ist mit Parameter
A+ p (in Ubereinstimmung mit Beispiel 4.5.2, Seite 44).

4.7 Das schwache Gesetz der groBBen Zahlen

Seien X1, --- , X, unabhingig und identisch verteilt mit Erwartungswert u
und Varianz o2.

Sei X,, := % * > v, X; der Mittelwert dieser Zufallsvariablen.
EX, = % * D i Xi = u,

var(Xy,) = 5 * U“T(Z?_zl X;)
— L« 3" var(X;) (Bienaymé, Seite 43)
1,42

Fiir grofe n ist die Verteilung des Mittelwerts mit kleiner Variabilitdt um ihren Erwar-

tungswert herum konzentriert.

Satz 4.7.1

1. (Die Markovsche Ungleichung)
Es seip >0 und E|X|P < oco. Dann gilt fir alle a« > 0
| P(X[> o) < 5 * BIX] |

2. (Ungleichung von Chebychev)
Es sei EX? < co. Dann gilt fir alle o > 0:
| P(IX — EX| > a) < % xvar(X) |

Bewels:

1. Priifungsrelevanter Ansatz
>
Sei a > 0,Y (w) := { o Xw)>a

0 ,sonst
Offensichtlich gilt
Y (w)|P < | X (w)P fiir alle w € Q
Die “Monotonieeigenschaft des Erwartungswertoperators” (Satz 4.3.2, Seite 34)
liefert
EYP < E|X|]P
Da Y nur die beiden Werte 0 und « annimmt, folgt mit Satz 4.3.1 (Seite 33)
EYP=0P+P(Y=0)+?*PY =a)=ac?+«P(|X| > a)
Zusammen:
o x P(|X| > a) < E|X|P

2. Sei Y := X — EX, verwende Teil (1) mit p = 2:
P(X - BX]| > a) = P(IV| > )
L x EY[?
1 s« EY?
1« B(X - EX)?
% * var(X) O

I IA
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Satz 4.7.2 (Das schwache Gesetz der grofien Zahlen - genauer: eine einfache Version)

Es sei X1, Xo,--- eine Folge von paarweise unkorrelierten Zufallsvariablen mit Erwar-
tungswert p und Varianz 02; X, 1= % * Y Xi.
Dann gilt
‘ limy o P(| Xy —p| >€)=0Ve>0 ‘
(€€
L )
3,5
Beweis:
Bienaymé liefert var(X,) = 1 * o2,
also folgt mit Chebychev
P(| X, —pul>e < %2 * var(X,) — 0. O

Wichtiger Spezialfall:
Ein Zufallsexperiment, in dem ein bestimmtes Ereignis A mit Wahrscheinlichkeit p auf-
tritt (0 < p < 1), wird unabhingig wiederholt.
Fs sei X; — 1 , A tritt bei i-ter Wiederholung auf
0 ,sonst
In dieser Situation ist voriger Satz anwendbar:
EX;,=0xP(X;=0)+1xP(X;=1)=p
also:

Xn
/—’%

limy 00 P —*ZX p| > €) =0 Ve > 0.

Interpretation von X ni
relative Hiufigkeit von A in den ersten n Versuchen.
p: Wahrscheinlichkeit von A
relative Hdaufigkeiten konvergieren gegen Wahrscheinlichkeiten

Beispiel 4.7.1 (Fine Anwendung dieser Ideen in der Analysis)

Der Approximationssatz von Weierstrafi besagt, dafi eine reellwertige Funktion auf
einem kompakten Intervall [a,b] CR gleichmafig durch Polynome approzimiert werden
kann.

Wir wollen diesen Satz mit Hilfe der Stochastik beweisen - sogar konstruktiv (!). Wir
kénnen [a,b] = [0,1] annehmen:
Sei
w: [0,1] SR, po(z) = Ty F(E) 5 (1) x5 (1 - ) F

das n-te Bernstein-Polynom zu f.
Wir behaupten:

| Ve >0 3ng €N Vn > ng Vz € [0,1] : [f(z) — pn(z)] < € | Q
Sei € > 0. Stetige Funktionen sind auf kompakten Intervallen sogar gleichmdfig stetig,
d.h. es ezistiert ein 6 = 6(e) > 0 mit

Vo,y € [0,1]: |z —y| <d = |f(z) - f¥)] <5
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Auferdem sind stetige Funktionen auf kompakten Intervallen beschrankt, d.h. es gibt ein
k mit
[f(z)| <k Vz €0,1]

Verbindung zur Stochastik:

Wir betrachten den n-fachen unabhdngig wiederholten Wurf einer Miinze, die mit Wahr-
scheinlichkeit x das Ergebnis “Kopf” liefert.

Sei X; = { 1 ,“Kopf” im i-ten Wurf

0 ,sonst

Xn = % * Z?:l Xi

Bekannt: n * X, ~ Bin(n,z), also

B f(Xn) =Xi=of(%)*PnxXn=k) =pn(z)
n (n) kx(1—g)n—k
FEY X ’
i=1

N——

2

Wie im Beweis zu Satz 4.7.2(Seite 50) erhalten wir

%02  — 4xnxd2
nach Chebychev. zx(l—z)< i
Wihle nun ng €N so grof , daf$ fir alle n > ng gilt:
xk €
4*2n*<52 < 2
Fiir alle solche n gilt dann:_ o
[f(z) = pn(2)| = |[Ef(Xn) — f()] (L E[f(Xa) - f(z)
S E[f(Xn) = f(2) [* 1x, _gjcoy T EIf(Xn) = F(2) [+ 1%, o156
S——r N—— -
<£ <2xk
< §5*P(|Xn —2[ <0)+2xk* P(IX, — 2| >0)
1 < Tnes?

<e
Da diese Oberschranke nicht von x abhingt, ist (V) damit bewiesen.
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5 Aligemeine Wahrscheinlichkeitsraume

5.1 Vorbemerkungen

Warum reichen diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume nicht ?

Fiir viele ZufallsgroBen ist der natiirliche Wertebereich iiberabzihlbar (Lebensdauer,
Mesfehler,- - - )

“Innermathematisch” gibt es Parallelen zum Ubergang von @ auf R.

Was erhéilt man als limes der Gleichverteilung auf {%, %, S "T_l, 1} mit n — o0 7
Auflerdem: die Idealisierung eines unendlich oft unabhingig wiederholten Zufallexpe-
riments spielt in der gesamten Theorie eine grofie Rolle. Selbst im einfachsten Fall
(Miinzwurf, nur zwei Ergebnisse, 0 und 1) wird man auf iiberabzihlbare Ereignismengen
gefithrt (die Menge {0, 1}¥ aller 0-1-Folgen ist iiberabzihlbar). Will man Satz 4.7.2 von
Seite 50 ohne implizit anwesende, iiberabzihlbare Ergebnisrdume formulieren, so miifite
man eine Folge ((Qy,2,, P,)) mit n €IN von diskreten Wahrscheinlichkeitsrdumen ver-

wenden (unésthetisch).

\ (| U] !

0 ab 1
In Beispiel 1.1.1(2) auf Seite 6 haben wir ein Experiment genannt, das eine “Gleichver-
teilung auf Q = [0,1)” erfordert:

Rotierender Zeiger

6=2mw
No\«%l
S

Forderung 5.1:

P(z+ A) = P(A) fiir alle z € [0,1), A € 2,
wobei “4+” modulo 1 zu verstehen ist.

(x+A={zx+y:yec A}

Satz 5.1.1
Es gibt kein Wahrscheinlichkeitsmfi auf B([0,1)) mit der Eigenschaft (5.1)

Beweis: (unter Verwendung des Auswahlaxioms)
Auf [0,1) wird durch
‘ T~y —yYEeQ ‘
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eine Aquivalenzrelation definiert.
Das Auswahlaxiom erlaubt es, aus jeder Aquivalenzklasse ein Element auszuwiihlen,
sei A die so erhaltene Menge.
Da, die Aquivalenzklassen disjunkt sind, enthilt A von jeder Aquivalenzklasse
genau ein Element.
Wir behaupten:

1. (A+z)N(A+y) =0 fiir alle z,y €QN[0,1),z # y

2. UmEQﬂ[O,l)(A + "E) = [Oa 1)

zu 1. Angenommen, man hat ¢ + x = b+ y mit z,y €QN|0,1),z # y,a,b € A.
Wegen = — y ¢7 bedeutet dies a # b, wegen a — b €Q wiirde A also
im Widerspruch zur Konstruktion zwei Elemente einer

Aquivalenzklasse enthalten.

zu 2. “C” ist klar, da die Addition modulo 1 geschieht.
Ist andererseits z € [0, 1), dann existiert ein ¢ € A mit a ~ z, d.h.

EQ. (mit dem “iiblichen” -)

Ersetzt man gegebenenfalls « durch x + 1, so enthdlt man die gewiinschte
Darstellung von z, also (2).
Ist nun P ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf 93([0, 1)) mit Eigenschaft (5.1) von
Seite 52, so mufl P auch der Menge A einen Wert zuordnen.
Mit (5.1),(2),(1) und der o-Additivitit wiirde nun folgen:

1=P([0.1) 2 PWU, e g 0,1)(4+2)) (A + z) disjunkt, (2)
—_—

abzahlbar
o—Add.

=" Yeeqnp,y) P(A+ 1)

(5.1)
= z€QN[0,1) P(A)

Dies ist unméglich.

(P(A) =0 wiirde 1 =0, P(A) > 0 wiirde 1 = oo liefern) O
Die Potenzmenge ist also zu grofl , wir werden uns mit einer kleineren o-Algebra zufrie-
den geben miissen.
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5.2 Mengensysteme

Man wird zumindestens gewisse Mengen, beispielsweise den Intervallen im Falle Q2 =R,
Wahrscheinlichkeiten zuordnen wollen.

Definition 5.2.1
Es sei Q # 0 und € C P(Q). Dann heift

U(Q‘f) = n%l o’;él)lgebra Q«[
die von € erzeugte o— Algebra; € nennt man ein Erzeugendensystem (zu o(€)).

Implizit wird hierbei verwendet, dafli der Durchschnitt beliebig vieler (!) o-Algebren
wieder eine o-Algebra ist.
(AeA= A% €U etc.)
(einfach zu iberprifen)
Auflerdem taucht rechts auf jeden Fall die Potenzmenge von 2 auf, d.h. der Durchschnitt
ist nicht leer.

Interpretation:
o(€) ist die kleinste o-Algebra, die alle Mengen aus € enthélt.
Besonders wichtig: 2 =R.

Definition 5.2.2
Die von den LORA-Intervallen (a,b],—o0 < a < b < oo erzeugte o-Algebra heifst die
o-Algebra der Borel-Mengen von R.
Schreibweisen:
%a %(R), Br
(=o({(a,b]: —c0 <a<b< o0}))

Eine o-Algebra (wie BRr) kann durchaus verschiedene Erzeugendensysteme haben.
( trivialerweise gilt: o () = 2 fiir jede o-Algebra )

Satz 5.2.1 (Erzeugendensysteme fiir Borelmengen)
B(R) wird erzeugt von den Mengensystemen
¢ :={[a,b): —c0 <a<b< oo} (“ROLA-Intervalle”)
€y := {(—00,a] : a €R}
€3 :={U CR: U of fen}

Beweis:
Es sei € := {(a,b] : —00 < a < b < c0}.
Zum Nachweis von
(B(R) =)o (€) = o(&)
reicht es jeweils
&; C B (das impliziert o(&;) C B)
und
¢ C o(&;) (dies impliziert (B =)o (€) C o(&;))

zZu zeigen.
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Hierbei konnen wir die “mengenalgebraischen Abgeschlossenheitseigenschaften”
von o-Algebren (gegeniiber Komplementbildung, endlichen

und abzdhlbar unendlichen Verinigungen und Durchschnitten) verwenden.

In diesem Sinne ergibt sich o(€;) = B aus

o 1 1
_ [ee)
[a'a b) - nnzl ngl(a’ - Eab - E]
~(a=1)
a b
( \
1\ )
( \
\ )
1
a- b

(a,6] = UpZy Nomala + 5504 13)

arl  ar}

al o]

Analog folgt (&) = B(R)
(—00,a] = Uzo:1(a —n,d]
(a,b] = (—00,b] N (=00, al®
Bei €3 verwenden wir, dafl es zu jedem x aus einer offenen Menge U
ein z enthaltendes Intervall (a,b] C U gibt - wir kénnen sogar a,b €Q annehmen.

U

Damit:

U = U(ap)cox@:(abicvy (@ B]
(a,b) Paar, keine Intervalle
Jede offene Teilmenge von R kann als abzihlbare Vereinigung von LORA-Intervallen
geschrieben werden und ist somit eine Borel-Menge.
Dies liefert o(€3) C B, die Gegenrichtung folgt mit
(a'a b] = n;z.o:l(a’ b + %)
(a,b+ %) offene Mengen
O

Dieser Satz impliziert, da8 die Intervalle [a,b), (—00, a] Borel-Mengen sind, ebenso offe-
ne Mengen.
Wegen

{a} = MZi(a — 7.a]

sind auch alle Einpunktmengen, und damit alle endlichen und abzihlbar unendlichen
Mengen wie Q Borelmengen, auch alle kompakten Intervalle,
die irrationalen Zahlen, etc - - .
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Grob:
B(R) ist fiir alle praktischen Zwecke reichhaltig genug.

$B:0-Algebra der Borelschen Teilmengen von R.

o
=

Ist A eine nicht-leere Teilmenge von R, so wird durch B4 := {BN A : B € B} eine
o-Algebra iiber A definiert (Stundeniibung 21), die Spur von % auf A. Die Elemente von
6 4 heiflen Borel-Mengen von A. Der folgende Satz wird in der Mafitheorie bewiesen:

Satz 5.2.2 Gleichverteilung auf dem Finheitsintervall

Es gibt ein Wahrscheinlichkeitsmafi P auf ([0,1),Bq,1)) mit (5.2, Seite 54)
P(la,b)) =b—aVa,be [0,1) mita<b

(“Gleichverteilung auf dem Einheitsintervall”)

Bemerkung 5.2.1

1. Man kann zeigen, daff (5.1, Seite 52) auf (5.2,Seite 54) fihrt (Ubungsaufgabe).
Gegenrichtung: spdter: Satz 5.2.2 zeigt also, dafy durch die Verkleinerung des
Definitionsbereichs (die fiir praktische Anwendung akzeptabel ist) das Problem aus
§5.1, Seite 52 geldst werden kann.

2. Man kann P auf (R,B) fortsetzen durch
Pr(B) :=P(BNJ[0,1))VB € B

(ist wieder ein Wahrscheinlichkeitsmafl ). Umgekehrt erhdlt man aus einem Wahr-
scheinlichkeitsmafi P auf (R,B) ein Wahrscheinlichkeitsmaff Py 1y auf [0,1)
durch Py ,)(B) = P(B) fiir alle Borelschen Teilmengen von [0,1), wenn nur
P([0,1)) =1 gilt.
Dies lafst sich verallgemeinern von [0,1) auf beliebiges A € B.
Man kann das P aus Satz 5.2.2 also auch als WahrscheinlichkeitsmafS auf R oder
(0,1] oder [0,1] oder (0,1) auffassen:

P({z}) = limp00 P([z, 2z + %)) =0

——— —/

1 -1
$+n =

Wahrscheinlichkeitsmafe sind
stetig von oben

0 1

Also: einzelne Punkte spielen keine Rolle.

3. In der Maftheorie nennt man ein Paar (Q,2A) mit Q # ) und A o-Algebra iiber Q
einen mefbaren Raum, und eine Abbildung
p: A — [0, 00]
ein Mafl , wenn

n(@) =0
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p(o2y Ai) = 30720 p(As)
fir alle paarweise disjunkten A1, Ag,--- € U gilt.
In diesem Sinne sind Wahrscheinlichkeiten einfach normierte Mafe.
Die geometrische Variante des Problems aus §5.1 (Seite 52) lautet:

Lipt sich allen Teilmengen von R (RY) ein Linge (Volumen) zuordnen ?
Es ist wieder eine Finschrdankung des Definitionsbereichs notig, man erhdlt:

Es gibt ein Maf | (das Lebesgue-Maf auf (R,B) mit l((a,b]) = b—aVa < b.
Man kann unif(0,1) als “Spur” von | auf dem FEinheitsintervall auffassen.

Was ist Eindeutigkeit 7
Hilfsmittel:

Definition 5.2.3 (Dynkin-System)
Q£0. D C P(Q) heifft Dynkin-System, wenn gilt:

1. Q€D
2. A= A€
3. Al,AQ,EQ,AZQAJIQVZ?éj:}USilAZED

3P : B,y — [0,1) mit--- P((a,b]) =b—a
Qe‘B
unif(0,1)(Q) =0
Gegeniiber o-Algebren wird also die Forderung “abgeschlossen gegeniiber abzihlbaren
Verinigungen” auf disjunkte Verinigungen abgeschwécht.
Der Durchschnitt von (beliebig vielen) Dynkin-Systemen iiber einer festen Menge ist
wieder ein Dynkin-System, wir kénnen also von
5((’3) = n@DG,D Dynkin—System (Y
als von dem von €& erzeugten Dynkin-System sprechen.
Wir nennen ein Mengensystem & durchschnittsstabil (kurz: N-stabil), wenn gilt:
Al Be&€=ANBec¢E

Satz 5.2.3

1. Ein N-stabiles Dynkin-System ist eine o-Algebra
2. Ist € N-stabil, so gilt

§5(€) = o(€)
Beweis:
1. Es seien Aj, Ag,--- € D (nicht notwendiger Weise disjunkt), z.2. [ J;2; A, € D
S t B1 = A1
I B, = A nASn---nAC,

N-Stabilitdt und Eigenschaft (2) liefern B,, € DVn €N.
Auch klar: die B,,’s sind paarweise disjunkt.
Eigenschaft (3) liefert daher |J;2, B, € D

Beachte man noch: ;2 By, = U, 2, Ax,

(siche auch den Beweis von Satz 1.2.2 (Seite 11)).
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2. Da jede o-Algebra ein Dynkin-System ist, folgt
d(€) C o(€)
unmittelbar aus den Definitionen.
Es sei nun, fiir jedes A € §(€)
‘ Dp:={BCN:BNAcE)} ‘
Dann ist ® 4 ein Dynkin-System:
1) ist trivial
2) folgt mit BENA=(A°+BNA+Q°+Q°+---)° Q=0
abzdhlbare Vereinigung paarweise disjunkter Mengen

A

also € C D und damit 6(&) C DVE € €
denn Dp ist ja ein Dynkin-System.
Dies heifit
Deé(€),Ece&=DNE€ie)
also E € Dp fiir alle E € €, D € §(€)
Dies wiederum liefert & C © p, also
d(€) C DpVD € 6(€)
und damit
Ae€d(€),Dei(E)=AND e e
Damit ist §(€) N-stabil und (1) kann verwendet werden.

O\

=

Anwendung dieser Konstruktion:
Die Mengen [a,b),0 < a < b < 1, bilden ein N-stabiles Erzeugendensystem von B 1)
(Aufgabe 21(ii) in Verbindung mit Satz 5.2.1 (Seite 54)).

Satz 5.2.4

Es sei A eine o-Algebra mit N-stabilem Erzeuger €. Sind dann P und Q Wahrschein-
lichkeitsmafe auf A mit der Eigenschaft P(E) = Q(E)VE € €, so gilt P = Q (d.h.
P(A) = Q(A)VA € ).

(Stimmen zwei Wahrschinlichkeitsmafe auf einem N-stabilen Erzeuger iberein, so sind
sie gleich.)

Beweis:
Essei®:={AecA: P(A) =Q(A)}
Dann ist ® ein Dynkin-System.
Qe®D,daP(2)=1=Q(2Q),
Ay, Ay, .-+ aus D, paarweise disjunkt
P(UZ, Ai) = 222, P(A) = 2272, Q(Ai) = Q(UZ, 4i)
also: 2, 4; € D
klar: €C D
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Satz 5.2.3(2) (Seite 57) liefert ® D §(€) = o(&) = 2. O
Insbesondere gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf 8o 1) mit der
Eigenschaft (5.2) (Seite 54)

5.3 ZufallsgroBen und Verteilungen

]

J

0=2%7m+*w, we [0,1]

B ALO LYY

Bio,1)

Wie im diskreten ist oft nicht w € €2 selbst, sondern nur der Wert X (w) einer Funktion
X : Q — ' interessant.

Definition 5.3.1
Es seien (Q,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (', 2") ein mefbarer Raum.
Eine Abbildung X : Q — Q' heift Zufallsgrife (auf (Q,2A, P) mit Werten in (Q',2)),
wenn X (A, A')-mefbar ist, d.h. wenn gilt
XA (={weQ: X(w) € A'})e AVA' e A

(Urbild von A" unter X )

(Grund: damit ist P(X € A') fir A’ € A’ definiert.)
(Wenn X beispielsweise eine Lebensdauer bezeichnet, so soll P(X > 100) etc. natiirlich
definiert sein.
Hier hétte man A’ = (100, 00).)
Analogie zur mengentheoretischen Topologie:
Man hat auf einer Menge M ein System { offener Mengen und nennt f : M — M’ stetig,
wenn Urbilder offener Mengen offen sind, d.h.
fHU) e WU e
Klar:
Im Falle 21 = () ist X ~1(A’) € A automatisch erfiillt. (Dies ist der Grund dafiir, daB
MeBbarkeit in der diskreten Situation nicht explizit auftaucht.)

Satz 5.3.1 (und Definition: Verteilung von X )
Ist X ein (Q,A")-wertige Zufalssgrofe auf (2,2, P), so wird durch
WAsA—»PXeA)(=Plwe: X(w) e A'}))

eA
ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (', ") definiert, die Verteilung von X.

(2,2, P)
1 X

59



5 Allgemeine Wahrscheinlichkeitsrdume

(',

Schreibweise: PX oder L£(X) “law”

Beweis:
identisch zum diskreten Fall (Satz 4.1.1, Seite 26)
{0,1}1° (Laplace)
X(w) = 21121 !
{0,1,---,10}
PX = Bin(10, 1)
Beim Nachweis der Mefbarkeit kann man sich auf Erzeugendensysteme beschrinken:

Satz 5.3.2 (Erzeugendensysteme und Mefbarkeit)
Es seien (Q,2) und (¥,2") mepbare Riume, X : Q — Q' eine Abbildung.
Ist &' ein Erzeugendensystem von A' und gilt
| X '(F) eWE e¢ |
so ist X (A, 2A")-mefbar.

Beweis:
Es sei o := {A' C @ : X 1(4) e U}
Ziel: Ao DA
( bekannt: Ay D & )

Dann ist 20y eine o-Algebra:
LX) =0Qe, also Q€
2. Es sei Ag € o, zu zeigen: Af € Ay
X HA§) ={weQ: X(w) & Ap}
={w e N: X(w) € Ap}°
= (X_I(AO))C € Q’[a
—

e
also hat man auch A§ € 2y
“Sorry, so trivial is nu auch wieder nich”
3. analog.

Ao o-Algebra
Ao D ¢ =2 D A’
o(&) =2

Beispiel 5.3.1 Es sei (2,1, P) = ([0,1),Bg,1),unif(0,1)).
Fiir jedes x € Q werde Ty, : Q — Q definiert durch
_Jy—= , Wenn y > T
Tx(y) = { y—xz+1 , sonst
Fiir alle A € A gilt
T, ' (A)={yeQ:y—xcAodery—z+1€ A} =2+ A mod 1

T
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Insbesondere : )
_1 ) ylz,x+a ,wennz+1<1
Iz ([O,a))—{ 0,z +a—1)U[z,1) , sonst €
Linge: x+a—1 bzw. 1 — x
a
— ) )
g%////////////% ) :
also ist Ty, (A, A)-mefbar (die Mengen [0,a),0 < a <1, erzeugen By 1))-
Auferdem:
P(T,'([0,a))) = a = P([0,a))
Da P'z ynd P somit auf einem N-stabilen Erzeugendensystem tibereinstimmen, gilt nach

Satz 5.2.4 (Seite 58) [ P> = P |,

und somit
P(z+ A) = P(A) fiir alle A € U, d.h. unif(0,1) ist
translationsinvariant (modulo 1, d.h. hat die Eigenschaft 5.1 (Seite 52)).

|_\\

Satz 5.3.3 (“Verkniipfungen mefbarer Abbildungen sind meflbar”)
Es seien (Q,20), (2,2, (Q",A") mefbare Riume,
X :Q— Q ,A)-mefbar,
Y:Q = Q" (A, A")-mepbar
dann ist
Z =Y o X (als Abbildung von Q in Q")
(A, 2A")-mepbar.

Beweis:

Fiir alle A" € 2" gilt
Z7HA") = {weN: Z(w) € A"}
={weN:Y(X(w)) € A"}
=X 1({w e :Y ()€ A"})
=X

Ly=1(A") e da Y (A, A")-mefbar
——
e
Z=YoX

5.4 Reellwertige ZufallsgroBen

(Zufallsvariable, kurz: ZV)
Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : & —R. Auf R verwenden wir (wenn nicht
explizit anders vereinbart) die o-Algebra % der Borel-Mengen.
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Ist X (2, B)-meBbar, so nennen wir X eine Zufallsvariable.
Hierfiir reicht

X7Y(~00,a]) (={w € N: X(w) < a}) € 2 fiir alle a ER
Allereinfachster Fall:

X (w) = ¢ (konstante Abbildung)
Q ,c<a

Q

P
P v

0 a C 1
! )
—
a

Also: konstante Abbildungen sind grundsétzlich mefibar.

Was passiert mit Indikatorfunktionen ?
Sei A eine beliebige Teilmenge von 2, X := 14.

Q ,1<a
X 1(~00,a]) = A¢ 0<a<1
0 ,a<0

Also: 1,4 ist genau dann mefibar, wenn A € 2.
(Einbettung: A — 14)
Ist mit X beispielsweise auch X? eine Zufallsvariable ?

Satz 5.4.1 (Mepbarkeit von Funktionen)
Ist g :R—R stetig, oder (schwach) monoton steigend, oder (schwach) monoton fallend,
so ist g (°B,B)-meflbar (kurz: Borel-mefbar).
Beweis:
Ist g stetig, so ist g~ (U) offen fiir alle offenen Mengen, also in B.
Hieraus folgt die Behauptung mit Satz 5.2.1 und Satz 5.3.2 (Seite 54 und 60).
Monotone g’s: Ubungsaufgabe. O

Also: Mit X ist auch X? (als Verkniipfung der (2, B)-mefibaren
Abbildungen g :-R—R, g(z) = z?) eine Zufallsvariable.

Satz 5.4.2 (Verknipfungen von Zufallsvariablen)
1. Sind X undY Zufallsvariablen auf (Q,2, P), so liegen die Mengen

{X <Y} {X <Y} {X=Y}und {X #Y} in 2.
(Hierbei steht {X <Y} fir {w € Q: X(w) < Y(w)} etc.)
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2. Sind X undY Zufallsvariablen auf (Q,2, P), mit a, 8 €R, so sind auch
axX+8,X+Y,X+Y,XAY,XVY
wieder mefbar (also Zufallsvariablen).

3. Ist (Xp)nen eine Folge von Zufallsvariablen auf (2,2, P), so sind auch
SUPReNXn, N freNXn, lIMSUPn 500 Xn, limin fr_y0oXn
Zufallsvariablen (vorausgesetzt, sie sind R-wertig).
Gilt Xp(w) = X (w) fiir alle w € Q, so ist auch X eine Zufallsvariable.

Beweis:

1. Priifungsrelevant
{X <V} =UpofX <a}n{Y >q} e

nu
b.<
L
=
g
m
2

{X <Y}={Y < X}°
{X=Y}={X<Y}In{X <Y}

(X #£Y}={X =Y}

also liegen alle diese Mengen auch in 2.

(@20 % ®,%8) 5 (8,)

ax X+

L: stetig, also (%B,B)-mefbar

Hintereinanderschaltungen von mefibaren Abbildungen sind mefibar (Satz 5.3.3,
Seite 61).
{X+Y <a} ={X <a—-Y} €2AVa €R nach (1).

a — Y : affine Transformation von Y, also mefSbar
Also: Urbilder eines Erzeugendensystems in 2, somit mef3bar.
Priifungsrelevant:
X*Y =1+ ((X+Y)?— (X —Y)?) (Polarisationstrick)
Die rechte Seite zeigt, dal X *x Y durch Operationen erhalten werden kann, die
die Mefibarkeit nicht zerstoren, also ist auch X * Y mefbar (Zufallsvariable).
{XVY <a}={X<a}nN{Y <a} e

~— ——

e e
XANY <al={X <AlU{Y <a}l e
{ <ap={X <AyU{Y <a}
eA eA
Auch hier wurde verwendet, dafl es reicht zu zeigen, dal die Urbilder eines
Erzeugendensystems in 2 liegen.

3. {suppenXpn <a} =g {Xn <a}ed
(Beachte: hier wurde verwendet, dafi die Familie, iiber die das Supremum gebildet
wird, abzihlbar ist)
Damit: X, ZG
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in fnenXy = _suanN(_Xn) = —-X, ZG
limsupn 0o Xn = Z."’Lf'nENS'U'pmznAXm = sup(—Xn) zGq
limin frn 0o Xn = S'U'pneNinfmZnXm = —sup(—X,) ZG

= infX, ZG

Konvergiert X,, punktweise gegen X mit n — 00, so gilt X = limsup,—c0Xn, also
ist X mefbar. O

Bei Teil (3) existieren Varianten, bei denen die Werte oo erlaubt sind.
Auf R :=RU{—00} U {+00} erhilt man eine o-Algebra durch

B(R) = o(B(R) U {{oo}, {-o0}})

(0,00] = (0,00) U {oo} € B(R).

(Q,20) (¥,2") meBbare Riume.
X : Q —  heifit (A, 2')-meffbar, wenn

—1/ a1 , , ( meBbar: Maftheorie
X7 (A) evd e ( Zufalsgrofe:  Stochastik

Formale Analogie zur mengentheoretischen Topologie:
o-Algebra, ~» System der offenen Mengen
mefibar ~ stetig

Motivation: Ist P ein Wahrcheinlichkeitsmaf auf (©,2(), so soll P(X € A’) fir A’ € A
definiert sein.
{X e A} =X 14"

5.5 Verteilungsfunktionen

Die Verteilung einer reellen Zufallsgrofie (Zufallsvariablen) ist ein Wahrscheinlichkeits-
mafl auf (R,®), also durch seine Werte auf dem N-stabilen Erzeugendensystem

€ = {(—o0,z]: z €R}
festgelegt.

Definition 5.5.1 (Verteilungsfunktion)

Die Verteilungsfunktion F zu einem Wahrscheinlichkeitsmaff P auf (R,B) wird defi-
niert durch F :R—R, F(z) := P((—o0,z]) Vz €R.

Ist P die Verteilung einer Zufallsvariablen X, so nennen wir F' die Verteilungsfunktion
von X.

Satz 5.5.1 (Eigenschaften von Verteilungsfunktionen)
Ist F' Verteilungsfunktion (zu einem Wahrscheinlichkeitsmafi P auf (R,B)), so gilt:

1. limgy F(z) =0, limy oo F(z) =1
2. F ist (schwach) monoton steigend

3. F ist stetig von rechts
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Beweis:

1. Sei (x5 )nen eine gegen —oo konvergierende Folge (“bestimmte Divergenz”)
(klar: Ve < 03ng ENVn > ng : z, < )
Setze yp, == sUPm>nTm, klar: y, | —oo (Yn+1 < Yn)
also (—oo,yn] | 0, also:
1 2

0 < F(on) < F(ya) = P((=00, ya)) —— P(0) =0

: Wahrscheinlichkeiten sind > 0
sda xy, < yp

: Stetigkeit von oben von P

: Satz 1.2.2, Seite 11, Aufgabe 4(a)

B W N

F(z,) — 1 mit z, — oo: analog

2. folgt unmittelbar aus der Monotonie von Wahrscheinlichkeitsmafien (Satz 1.2.1(4),
Seite 9):
<y = (-o0,z] C (—00,y
= P((—ﬁo,w]) < P((—|<|>0,y])

= F(z) < Fy)

3. Ist (zp)neny CR mit 2, > x Vn €N, z, D7 1, s0 gilt fiir ¥y, := supm>nTm
Yn 4 x, also

,Z)) da Wahrscheinlichkeitsmafe stetig von oben sind.

O

Entscheidend ist nun, daf} die Eigenschaftsliste vollstindig ist.
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Hierzu: (Priifungsrelevant)

Definition 5.5.2 Es sei F' eine Funktion mit den Eigenschaften (1)-(3) aus Satz 5.5.1
(Seite 64).
Dann definieren wir die Quantilfunktion Q@ zu F durch
Q: (0,1) >R, Q(y) := inf{z €R: F(z) > y}
Alternative (aber etwas missverstindlichere) Schreibweise:
F~1 statt Q

Ist X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F, so nennt man F~!(a) (0 < a < 1)
das a-Quantil zu(r Verteilung) von X.

do = Q(a) = F~!() ist der kleinste Wert mit der Eigenschaft, daB X mindestens mit
Wahrscheinlichkeit « nicht grofer ist.

Im Falle X ~ unif(0,1):

F(x)
I ‘
12 &
v
QN 1 x

Median
F(z) =P(X <z)=unif(0,1) =2 —0
((0,z)) C (0,1) fir0 <z <1
Qly) =y,0<y<1

0 =2rzx
0<z<l1

F kann “springen”
F(X) stetig von rechts !
i ¢
~—
FRY @) - '

B
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oder “stiuckweise konstant” sein.

X

| |

| |

| |
- —

\

I

7

a in diesem ganzen Bereich

gilt F(x)>a

Nur wenn F streng monoton wachsend und stetig ist, ist #~! die Umkehrfunktion zu F
“im iiblichen Sinne”

gewohnlich:

F(F-L(y)) =y

hier im allgemeinen #

Lemma 5.5.1
y<F(z) o F 'y <=z

Beweis:
“ =" folgt unmittelbar aus der Definition von F~1
Da auferdem

F(z) <y= F(z+ 1) <y fir einn €N (denn F' ist stetig von rechts)
=>Fly)>z+2 (F' schwach monoton steigend)
= Fl(y) >z

gilt, hat man auch die Gegenrichtung.

A=B

<~
-B=-A
g

Satz 5.5.2 (Ezistenz einer Verteilungsfunktion)
Es sei F :R—R eine Funktion mit den Figenschaften (1)-(3) aus Satz 5.5.1 (Seite 64).
Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaff P auf (R,B) mit Verteilungsfunktion F'.

Beweis:
Es sei Q= (0,1), A = Bg,1) und Py = unif(0,1)
Definiere X : Q =R durch
X(w) := F(w) Yw € Q
Da F~! monoton ist, ist X eine Zufallsvariable, deren Verteilung somit ein
Wahrscheinlichkeitsmafy P auf (R,B) ist.
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Dann gilt fir alle z €R:

P((~o0,]) = Po(X < 2)
=P({weQ: X(w) <z})
=PR{weQ:Flw <z
=P ({w e Q:w< F(z)})
= Py((0, F(z)]) «—dies ist ein Intervall
=F(z) -0
= F(z) O

Ein Wahrscheinlichkeitsmaff P auf (R,B) wird vollstindig beschrieben durch seine Ver-
teilungsfunktion

F :R—R, F(z) := P((—o0,z]).
Was passiert bei diskreten Zufallsvariablen ?
Klar: Die Verteilung L(X) einer diskreten Zufallsvariablen X ist ein Wahrscheinlich-
keitsmafS auf (R,*B).
Typisch: 5-facher Minzwurf:

F(x)

1/32

Solche Verteilungsfunktionen sind “von reinem Sprungtyp”, d.h. konstant zwischen den

xz-Werten, die X mit Wahrscheinlichkeit > 0 annimmt.

Ist f :R—Ry eine Funktion mit [ f(z)dz =1 (Riemann-Integral), so wird durch
F(z) = [, f(y)dy

eine Verteilungsfunktion (und damit ein Wahrscheinlichkeitsmaff P auf (R,®B)) defi-

niert.

f heifst Wahrscheinlichkeitsdichte oder Dichtefunktion zu P.

Schlechte Sprachweise: eine Zufallsvariable X, deren Verteilung eine solche
(Riemann-)Dichte aufweist, nennt man stetig. (ist Abkirzung fir: X ist absolutig ver-
teilt) (im Gegensatz zu diskret)

Ist f in x stetig, so gilt| f(z) = F'(z) |
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Beispiel 5.5.1 Im Falle P = unif(0,1) hat man

. 1 0<z<l1
P((— =[* = ’
(=00, = I, Sy mit 72) ={ 0 <
(x)
1 geeignete 1
: Stammfunktion
— 0 —
X 1
0 1
hier ist F
nicht diffbar
Beachte:

1 ,0<z<51 . . : .
flz) = 0 somst fihrt auf dieselbe Verteilungsfunktion F, also auf dasselbe Wahr-
scheinlichkeitsmafs .

Konsequenz:

Dichtefunktionen sind im Allgemeinen nicht eindeutig.
Dichten konnen als infinitesimales Gegenstiick zu Wahrscheinlichkeitsmassenfunktionen
betrachtet werden, aber der Vergleich hinkt: so kann f beispielsweise durchaus Werte > 1

annehmen. entspricht der
Allgemeiner: P(X € A) = [, f(y)dy Definition mit
A = (—o0,1]

W fur X€EA

/N
X- €2  x+el2 A

W =Fldche unter der Dichte

Pla—5<X <o+5)=["F fdymex f@) & Le [7E f0)dy ~ £(a)

T— T—%
wenn f stetig in .
im diskreten Fall:
p(e) = P(X =) <1
p(z) Massenfunktion

5.6 Einige wichtige Verteilungen mit Riemann-Dichten
5.6.1 Rechteckverteilung, Gleichverteilung

Generelle Voraussetzung: —oo < a < b < 00

1
— ,a<zc<b
‘R—R i=4q bma
fa,b + fa,b(x) { 0 ,sonst
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hat die Eigenschaften fqp > 0, ffooo fap(y)dy =1, ist also die Dichte eines Wahrschein-

lichkeitsmafes auf (R, B).

1
b-a

| —

el e

a

b

Dieses wird Rechteckverteilung auf (a,b) oder auch Gleichverteilung auf (a,b) genannt.

Schreibweise: unif(a,b)

Dies verallgemeinert unif(0,1) 0=2xmxx, 0

<z<l1

fir den Winkel
selbst erhalt
man unif (0,2 * )
Alle diese Verteilungen gehen durch affine Transformationen auseinander hervor:

X ~unif(0,1)
Yi=a+(b—a)*X

——
>0
= ,wenn0< =2 <1
PY<y)=Pla+(b-a)*xX<y)=PX <¥2) = 0 , wenn ¥— <0
1, wenn = >1
Steigung‘%
1
a b
also:' Y ~ unif(a,b)
Beispiel 5.6.1 Ein Stab der Linge 1 zerbricht an einer zufdilligen Stelle.
Annahme: alle Bruchpositionen sind gleich wahrscheinlich,
genauer: Abstand X des Bruchpunkts vom unteren Endpunkt sei unif(0,1)-verteilt.
Y
| |
1
1

[

o |
Sei Y die Lange des ldngeren Bruchstiicks. X
Klar: wieder eine Zufallsvariable.
Welche Verteilung hat y ¢
Auch klar: P(Y <y) =0 firy< i, =1 firy>1
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5 Allgemeine Wahrscheinlichkeitsrdume

P(Y<y)
2y-1
\ % y
0.5 1
Sei + <y<1.
Dann gilt:

PY =vy) :PEmax{X,l - X} <y
=PX<yundl—-X <y)
X>1—y
P1l-y< X <y)
=P(X €[1-y,y])
P(X € (1-1y,y]) (denn P(X =z) =0 Vz €R)
————

*)lings 2 xy — 1, auferdem: (1 — y,y] C [0,1]

D77
o
0 1y 12 vy 1

5.6.2 Gammaverteilung

Die Gammaverteilung mit Parametern o und A (beide > 0), ist die Verteilung mit Dichte

1 a—1 a —AxT
— T(a) * T * A% * e , T > 0
fa’)‘(x) ' { 0 , sonst
mit D(a) := [z x e~ "dx (Gamma-Punktion) (C(n) = (n—1)Y

Schreibweise: X ~ T'(a, A)
mit a @ “Formparameter” und X : “Skalierungsparameter”

Besonders wichtig: o = 1, Ezponentialverteilungen (siehe Aufgabe 26)
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5.6.3 Normalverteilung

Die Normalverteilung mit Parametern p und o?, kurz: N(u,o2), mit u €R, 0% > 0, hat
die Dichte

¢u,02($) = \/2*;7 * ea:p(—ﬁ * (CE - /1’)2)1-7; ER

Die Gaupfsche Glockenkurve

0.16 T

f(x)

fu,o2(x)

0.14 -

0.12

0.1

0.08

5 ) u;o 5 “+0 10 X 15

M
Wendepunkte

u und o beschreiben Lage und Breite von ¢.
Im Falle p = 0,02 = 1 spricht man von der Standardnormalverteilung

Klar: ¢, ,2(z) = 1 « ¢o 1 (Z2) fiir alle z €R
2

Dichte zu N(0,1): ¢o1(z) = \/21*7 xe 7

Die zugehorige Verteilungsfunktion (zu N(0,1)) ist
2
®(z) = [* xe T dy

OO0 /2%x7
D ist vertafelt und in den tblichen Softwarepaketen enthalten. (2.B. im Fuchs)
Besonders wichtig sind die a-Quantile pq fiir bestimmte Standardwerte von a.
(@(pa) = @)
@ ‘ 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995
e ‘ 1.2816 1.6449 1.9600 2.3263 2.5758

(£:0.00005)
Lemma 5.6.1
1. [ ¢y 02(x)dz =1 Vu eR,0% >0
2. ®(z) =1— d(—z)
8. X ~N(u,02),a #0,bER=Y :=a* X +b~ N(axp+b,a®*c?)
Beweis:

1. Die Substitution y := % x (x — p) zeigt, daff es reicht u = 0,02 =1 zu behandeln.
Hierzu:
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w2
([T ™ Tdz) = [, [%og exp(—5 * (% + y?))dudy
(e o] r2
= 02”/ rxe 2drdg
0

(Transformation in Polarkoordinaten

dzdy = rdrdg)
7‘2
= [7"(—e?)|ds
=2x%T
2. folgt mit ¢o1(—z) = ¢o,1(x)

3. Im Falle a > 0 hat man
P(Y <y) = P(X < £5%)

.tb
=[a \/ﬁ xexp(—% * (v — p)?)dz Substitution: a * T + b~ '
1
¥ (' — (a* p+b))?)dz’

J

1
* exp(—
V2% %02 *xa?
Dichte zu Na*u+b,02*a2)
Die Verteilungsfunktion zu'Y ist Stammfunktion zur Dichte von N (a*pu+b,a%+0?),
d.h. Y hat, wie behauptet, die Verteilung N(a * p + b,a? * 02).

= [Y
_°°\v2*7r*02*a2

O
Kantormenge

X eNR X €[0,1]

5.7 Erwartungswerte

Erinnerung: im diskreten Fall, also bei einer diskreten Zufallsvariablen X mit Wahr-
scheinlichkeitsmassenfunktion p(z) = P(X = x) ist

| EX =% ,7+p(z) |
(vorausgesetzt, es gilt > |z| * p(xz) < 00) und in Verallgemeinerung hiervon

Eg(X) =32, 9(z) * p(z)

Wie sieht dies bei “stetigen” Zufallsvariablen mit Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f
aus ?
Die Prdzise Definition erfordert das Lebesgue-Integral (~ Stochastik II)

Heuristik:

Es sei
X, =2"2"x X, X, :=2""%[2" % X].

Diese Zufallsvariablen sind offensichtlich diskret und es gilt
X, <X <X

Die Monotonie fiihrt auf die Forderung
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X =-1100010100
X, = -1100010™000

:Zkerzin 9 f(x )dxfz:keszﬂﬁ*f(x)df

k+1
= f°oox*f( )d$<2kezk2tl*f2é f(z)dz
k+1
2”)

ﬁfn: %

k
= k@gﬂ*P( <X<

\

- EX,

Klar: X, * X, X, | X, also fiihrt dies auf
| EX = [z % f(z)dz  Analogie: Eg(X) = [g(z) x f(z)dz |
vorausgesetzt, [ |z|« f(z)dz < co, g mefbar, [|g(z)|* f(z)dr < oo

Beispiel 5.7.1
Im Falle X ~ N(p,0?) erhahlt man
EX = [z« \/ﬁ exp(— 5z * (z — p)?)dz

- f \/2*11'*0’2 G.Tp(—ﬁ * (.’L‘ o M)Z)dx } - O’ da
antisymmetrisch um p

]. 2
— - d
2*(:10 w)?)dz

J

+ 1ok * ex
# f\/2*7r*a p(

Wah'rschemlzchkeztsdzchte 2u N(p,02)

=M,
der erste Parameter bei N(u,0?) ist also gerade der Erwartungswert.
Analog: 0? = var(X), wenn X ~ N(u,0?)

5.8 Unabhidngigkeit

o-Algebren (bisher nur “notwendiges (jbel”) spielen auch bei stochastischer Unabhdngig-
keit und als Reprdisentanten von Teilinformationen eine Rolle.

Satz 5.8.1 (und Definition)

Es sei X eine Zufallsgrofe auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,2, P) mit Werten
in (Q,2A').Dann ist {X~1(A) : A € A} eine o-Algebra, die von X erzeugte o-Algebra.
Schreibweise: o(X) (Q,2,P)

1 X
(,20)
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Ist & ein N-stabiles Erzeugendensystem zu A, so ist {X "1 (E') : E' € €'} ein N-stabiles
Erzeugendensystem von o(X).

Beweis: Ubungsaufgabe. O
(1a1)a(1a2)a 7(176)
2,1,2,2,"'7276

0= 2 1),( ) ( X 42,3, 12} =

(65 1)5 (65 2)5 T (63 6)
A = P(Y)
{(1,1)} € 0(X), {(1,2), (2, 1)}(= X ({3})) € o(X)
{(1,2)} ¢ o(X)
o(x) reprasentiert die “in X enthaltene Information”
Bekannt: mit A und B sind auch A¢ und B¢, A und B, A und BC,--- unabhdngig.

P(B°)
P(ANQ)=P(A) =P(Ax1)=P(A)«P(Q)
Mit B sind automatisch alle Elemente von {0, B, B¢,Q} = o({B}) von A unabhingig.

Definition 5.8.1 (Der “offizielle” Unabhingigkeitsbegriff)
Es sei (Q,, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

1. Eine Familie {2; : i € I} von Unter-o-Algebren von 2 heifit stochastisch unabhingig,
wenn fir jede endlich Teilmenge J = {j1,--+ ,jn} von I und
alle Aj, € Uy,,--- ,A; €y gilt:
‘ P(nz’e,] Aj) - Hy'EJ P(Aj) ‘ Q

2. ist fir jedes i € I X; eine Zufallsgrifie auf (2, A, P) mit Werten in (£2;,2;), so
heifit die Familie {X; : i € I} stochastisch unabhdngig (kurz: die X;,i € I sind
unabhdngig), wenn die Familie {o(X;) : i € I} im Sinne von (1) unabhdngig ist.

Satz 5.8.2 Es sei (Q,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I # 0, und fiir jedes 1 € I
sei U; eine Unter-o-Algebra von AU mit N-stabilen Erzeugendensystem &;.
Gilt dann

P(Njes Bj) = I1 P(E;)
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fir alle endlichen J = {j1,--+ ,jn} C I und
alle Ej, € €,,--- ,E;, €&, , so sind;,i € I, unabhdngig.

Beweis:

Sei J = {ji1,--- ,jn} C I. Sei Dj, die Menge alle A € A;,

mit P(A)*NEj,N---NE;,) = P(A°) « P(Ej,) *--- * P(E}j,)

Kiar: €, CDj,

Klar: Dj, Dynkin-System

Nach Satz 5.2.3(2) (Seite 57) gilt also Dj, =2,

(“die erste E-Menge darf durch A-Mengen ersetzt werden”).

Im zweiten Schritt sei D;, die Menge aller A € 4, mit
P(Aj, NANEj,N---NEj,) = P(Aj,) x P(A) x P(Ej;) * --- % P(Ej,)

Wie oben: Dj, = ;,, nach insgesamt n Schritten dieser Art hat man
P(Aj, N---NAj,) = P(A;) *---x P(4;,)

fiir alle Aj; € A, ,A;, €Uj, O

Bei einer diskreten Zufallsgrofe X bilden die Mengen X' ({z}),z € Bild(X), ein
N-stabiles Erzeugendensystem von o(X) (man muf O zusdtzlich aufnehmen), Satz 4.4.2
(Seite 39) zeigt also, dafi Teil (2) von Definition 5.8.1 (Seite 75) zu Definition 4.4.1
(Seite 39) “abwdrtskompatibel” ist. Der Zugang iber o-Algebren bietet Vorteile, beispiels-
weise bei Beweisen:

(Q,A,P)
Y X foX

(@1, A") (4
4
(IR, B) (IR, B)

Satz 5.8.3 (Funktionen unabhdngiger Grofien sind unabhdngig)
Fiir jedes i € I seien X; eine Zufallsgrofe mit Werten in (Q4;,2;), (2, 21}) ein weiterer
meflbarer Raum und g; : Q; — Q eine (A;, A;)-mefbare Abbildung.
Ist dann {X; : i € I} eine unabhingige Familie von Zufallsgrofien (X; mit Werten
in Q;), so ist auch {Y; : i € I'} mitY; := g;(X;) unabhdngig.
“In Worten”: Funktionen unabhdngiger Grifien sind unabhdngig.

Beweis: o(Y;) C o(X;) O
(Q,2, P) {X; :1 €I} Zufallsgrife. X; : (,2A, P) = (;,2;)

Unabhingigkeit iber o(X;) = {X; 1(4;) : A; € 2}
P(Xij S Az'j firj=1,--- ,n) = H?:l P(Xij € Aij)
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Beispiel 5.8.1
Es sei (2,9, P) = ([0,1), B([0,1)), unif(0,1))
Fir jedes n €N werde Xy, : Q — {0, 1} definiert durch
Xn(w) = [2" w] — 2% 2" ! w]
=9
~
011001000_1 |10---
~—~
Xn
Dann gilt
w=)0"12""Xp(w),
d.h. die Folge 0.X1(w)X2(w)--- ist (im wesentlichen) die Bindrdarstellung von w.
(0.1999 - - = 0.2)
Fir alle ky,--- ,k, € {0,1} gilt
P(Xy = ki, Xo = ko, , X, = k)
=P 27 <w< Y27 +277)

=9 n
% {’///////////////%zL
) ) kel
) B ) ) kel
L) Fp)
0 00... 10

Fiir beliebige i1 < 19 < --- < i, erhdlt man somit
P(X;,=1,---,X;,=1)

W
Ein Ereignis,das von
den Positionen 1---ip abhdngt

=D ko ki petonyin P(X1 =k, Xy, =k,

{“ijzl far j=1,---,n .
=27" x fH{(k1,- - kp) €{0,1}'" 1 ki, =1 fiar j=1,--- ,n}
=27t 4 2T

= 2—71

“So ungern ich mich selbst kritisiere, aber
hier muf ich es wirklich mal tun”
P(ANB)=P(A)*« P(B)

P(njeJ Ai,-) - HjeJ P(Az'j)

{Xij =1}

11 = d,12 = 7,43 = 13

10

2 0

5 1
6 0
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13 1
Insbesondere: P(X;; = 1) = L und damit insgesamt:

Da {X{l({l})} ein N-stabiles Erzeugendensystem von o(X;) ist, folgt hieraus, dafi die
Zufallsvariablen X1, Xo,- -+ unabhdngig sind.
Auperdem gilt: L(X;) = Bin(1, %), die gesamte Konstruktion kann also als Modell fir
den oo oft wiederholten Wurf einer fairen Miinze dienen.
Umgekehrt liefie sich aus einer unendlichen Folge von Minzwirfen ki, ks, -+ eine
auf [0,1) gleichverteilte Zahl © durch := 0 ki * 27" konstruieren (!).
“Jetzt habe ich gesagt, es ware leicht zu
durchschauen und durschaue es selbst nicht“
Sind X,Y unabhdngige Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen Fx,Fy, so gilt fir
die gemeinsame Verteilungsfunktion Fx y ‘R? =R
FX,Y("E,y) = P(X <zY < y)
= P(X<z)xP(Y <y) Q@
= Fx(z)* Fy(y)

fir alle ¢,y €R:

die gemeinsame Verteilungsfunktion ist das Produkt

der einzelnen - BEI UNABHANGIGKEIT !
Umgekehrt folgt aus (V) die Unabhingigkeit von X und Y, da {(—o0,a] : a €R} ein N-
stabiles Erzeugendensystem von B(R) ist (Satz 5.2.1 (Seite 54), Satz 5.8.2 (Seite 75)).
Sind X und Y stetige Zufallsvariablen mit Dichten fx, fy, also

Fx(z) = [*_ fx(2)dz, Fy(y) = [* fv(2)dz,
so erhdlt man bei Unabhdngigkeit

Fxy(z,y) = ffoo fi’oo fy(u) x fx(v) * du * dv = Fx x Fy

In naheliegender Verallgemeinerung des eindimensionalen Falls nennt man fxy ‘R? SR
eine gemeinsame Dichte von X und Y, wenn P((X,Y) € A) = [[, fxy(z,y) x dy * dz
fiir “hinreichend viele” A CR? gilt. (genaueres in Stochastik II)

2-dim. Lora
Intervall

Insbesondere hat man bei Unabhdingigkeit fxy(z,y) = fx(z) * fy(y), wenn X,Y stetig.

Mit gemeinsamen Dichtefunktionen lassen sich FErwartungswerte ausrechnen, die sich
auf mehrere Zufallsvariablen beziehen.
Erinnerung an den diskreten Fall:

Sind X,Y diskrete Zufallsvariablen mit gemeinsamer Massenfunktion
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pxy(z,y) = P(X =x,Y =y), so gill
‘ Eg(X,Y) = ZzeBild(X) ZyEBild(Y) 9(z,y) * px,y(z,y) ‘
(vorausgesetzt, die Summe konvergiert absolut).
Ganz analog gilt in dieser Situation
| E9(X,Y) = [[g(z,y) * fxy(z,y) xdz+dy |!
(man braucht Mefbarkeit bei g etc.,--- Stochastik II)
Hiermit erhdhlt man unter anderem eine Variante der Multiplikationsregel (Satz 4.5.1
(Seite 40)) fir unabhingige stetige Zufallsvariablen:

[(EXY = [[zsy+ fx(s) fy(y) * dy xdo (9(z,y) = 2 *)
:fw*(/y*fy(y)*dy)*fx(x)*dx

J

~~

EY
=(EY)* [z * fx(z)dz
= (EX)x*(EY) |
EXY = EX x EY gilt also bei Unabhdngigkeit

1. fiir diskrete Zufallsvariablen

2. fir stetige Zufallsvariablen

Das Lebesgue-Integral erlaubt es, (1) und (2) als Spezialfille einer allgemeineren Kon-
struktion zu betrachten und erlaubt auch die Behandlung von Zufallsvariablen, die weder
diskret noch stetig sind.

Weitere Analogiebetrachtungen fihren auf die Faltung von Wahrscheinlichkeitsdichten,
siehe beispielsweise Stundenibung 29.

Beispiel 5.8.2

Die Lebensdauer X einer Glithbirne Marke A sei exponential verteilt mit Parameter
A4, Y sei die Lebensdauer einer Typ-B-Birne, exponential verteilt mit Parameter \p.
Wir setzen voraus, daff X und Y unabhdngig sind.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit brennt eine Typ-B-Birne langer als eine A-Birne ¢

X=y
|R?
X
P(X <Y)=P((X,Y) € {(z,y) €R] : z < y})
= i@y er? o<y} Ixy(@,y) xdy x de
fx(@)*fy (¥)=Aasxdpre” 2 A*Txe~AB*Y
o0
= fooo/ A *e B s dy x Ag x e M x dg
xr
Stammfunk‘tzr'on:—e_AB*y
= fooo e BT 4 X4 e MR 4 g
=+ [y g Patro)s gy “Bischen trivial, nech”
N———

*e—(/\A+)\B)*m

1
Aa+AB
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_ _2a
T AatAB

(Beidg=Ap: P(X<Y)=P(Y <X),P(X=Y)=0)
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6 Verteilungskonvergenz und Normalapproximation

6 Verteilungskonvergenz und Normalapproximation

6.1 Einfiihrung

Sei X eine Zufallsvariable auf (2,2, P), L(X) : Verteilung von X.
(z.B. Augensumme beim 100 fachen Wiirfelwurf)
Es geht um Approzimation zu L(X), also: Verteilungskonvergenz

o (esetz der seltenen Ereignisse, fiihrt auf Poissonverteilungen
(Bin(n,p) ~ Poisson(n * p)) wenn n groff , p klein

o FExtremwertverteilungen

o Zentraler Grenzwertsatz

6.2 Verteilungskonvergenz

Beispiel 6.2.1 Die Zufallsvariablen X1, - - - , X, seien unabhdingig und unif (0, 1)-verteilt;
Y, i=min{Xy,--- , Xp}
Die zugehorige Verteilungsfunktion ist (0 <y < 1)
Fy,(y) = P(Yn <y)
=1-P(X1 >y, ,Xn>y)
=1—-P(X1>y)*---*P(X, >y) (Unabhdngigkeit)
I

=1-(1-y)" 0 y 1
Klar: Fy, (y) =0 firy <0, 1 firy > 1
1 ,y>1 1 ,y>1
Mitn —-o00: Fy, (y) =4 1—(1—y)" ,0<y<1 2221 0<y<l1
0 <0 0 ,y<0

Auf diesem Level erhdlt man nur eine uninteressante Grenzfunktion.

i -
Yn
0 1
Auch intuitiv klar:
Y, 2% 0 “in einem geeigneten Sinn”

n—oo

z.B. P(|Y, — 0| > ¢) —— 0 Ve > 0 (vergleiche Satz 4.7.2 auf Seite 50)
Interessanter wird es, wenn man Y, mit einem wachsenden
Faktor multipliziert, z.B. n*x Yy,:
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6 Verteilungskonvergenz und Normalapproximation

Fray, (y) = P(n+ Y, <y)
= P(Y, < %)
= Fy, (%)
=1-(1-4r 251 —e ¥ ,y>0
Als Grenzwert ergibt sich also die Verteilungsfunktion zur Exzponentialverteilung mit Pa-
rameter 1.
Es gibt eine Reihe von wichtigen Konvergenzbegriffen in der Stochastik.
Hier zentral: (Priifungsrelevant)

Definition 6.2.1
P, P, (n €N) seien Wahrscheinlichkeitsmafle auf (R, B) mit den Verteilungsfunktionen
F,F, (n €N),

C(F) := {z €R:F stetig in x} (continuity points)
ist die Menge der Stetigkeitspunkte von F'.
Gilt dann limp_ooFp(z) = F(z) Yz € C(F), so sagt man, dafy P, schwach gegen P
konvergiert. (P, = P ,“weak”).
Sind X, X,,(n €N) Zufallsvariablen mit Verteilungen P, P,(n €N), so sagt man,
dafy X, in Verteilung gegen X konvergiert. (X, 2 x , “in distribution”))

(Priifungsrelevant)

Beispiel 6.2.1 von Seite 81 zeigt, daff n x min{Xy,--- ,Xn} in Verteilung konvergiert,
wobei der Grenzwert die Exponentialverteilung mit Parameter 1 hat.

Warum nicht punktweise Konvergenz tberall ?
Betrachte X,, = +
“Verniinftiger Grenzwert” X =0

1------ -«

F(z) =
F,(0) =
(0)

F,(xz) — F(x) gilt hier tatsdichlich nur innerhalb von C(F).
6.3 Normalapproximation bei Poisson-Verteilungen

Grob: Poisson()) sieht bei groflen A in etwa wie eine Normalverteilung
mit denselben Erwartungswert und derselben Varianz aus.
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6 Verteilungskonvergenz und Normalapproximation

Aus Beispiel 4.8.2 (Seite 35) bekannt: dieser Erwartungswert ist A\ und die zugehorige
Varianz ist auch .
In welchem Sinne gilt (kann gelten) Poisson(\) = N(\,A) ?
Dies ist nicht trivial, da z.B. Poisson(\)(Ng) =1, N(A\,A)(INg) =0
Sei I(c,\) := [A—cx VA, A+ cx V. Chebychev (Satz 4.7.1(2) (Seite 49) liefert fiir eine
Poisson(X)-verteilte Zufallsgrifie X :
<
P(X €I(c,\) =P(X =X | <cxVA)
=1-P(X = A >c*V\)
>1- (c*\lf)\)2 * var(X)

1
=1-%

——mmmm A —
)\—c*ﬁ1 A A+c*(ﬂ
“Wenn X gegen oo geht,
geht dieses Intervall Richtung
Herrenhduser Gdrten !”
Bei grofiem c liegt die Hauptmasse von X in I(c,\).
Wir behaupten, daf$ I(c,)\) die Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion zu Poisson()) durch
die Wahrscheinlichkeitsdichte zu N(\, X) gleichmdfig gut approzimiert wird:
Sei ¢(z|pu,0?) = \/Q*;T;? * ezp(—ﬁ * (x — p)?) die Dichte zu N(u,o?)

Satz 6.3.1 (Normalapprozimation fir Poisson- Verteilungen, lokale Form)
Fir alle ¢ > 0 gilt:
Ak

* %
SUPEeI(c,\ T 1
€I(c,\) m*ewp(,m*(k,)\y)

e~ mil A—o0
7

-1 0

Beweis:
Sei ¢ > 0 fest. Setze
g(k|X) :=logP\(X = k) = =X+ k xlogh — log(k!)
Z(k,A) = \%}\ x (k— M)
Dann gilt:
g(kIA) — g(k — 1|A) = logA — logk,
|Z(k,\)| < c fir alle k € I(c, \)
Mit| log(1 + z) = z + O(z?) | (bei z — 0) folgt:
logk = log(\ + VX x Z(k, \))
= log\ + log(1 + % x Z(k,\))
= log\ + \% * Z(k,\) + O(3), mit A = oo,
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6 Verteilungskonvergenz und Normalapproximation

gleichmafsig auf I(c, \)

1
log(1 , Tha L
[Einschub: lzmw_miog( to)-z limg_s0 lgim
1
TETRY:
— l,tmx_)ow

1
T2

g
&
N

9k — gL = Xsma) 2 061N — 90— 1)
==L 20N +0()
(VA+0(L) = 0(%))

= =3 * Lo =N +0(F5)
~Le Mo
~La b (k= ) * (k+1— (M) +0()
R—f g (k=22 +0()
= -5 x(k—N)2+ (%)

“Ich hab‘ meine gelbe Kreide noch

nie so vermifit wie heute !”

“Wenn wir uns die Aussage des

Satze, der dummerweise weggewischt

ist, nochmal anschauen...”
(Die Ungenauigkeiten landen alle im O-Term)
Setzt man h(X\) = ea:p(g([)\“/\) so haben wir:

Py\(X =k) = h()) * exp(— 2*)\ *(k—XN)2)« (14+0(L))

v
Es bleibt zu zeigen:

limyseoV25Tx Axh(X) = (@)

Summiere die bereits erhaltene Approa:zmatzon uber I(c,\):
1> PA(X € I(e, X)) = h(N) * (Dgeren eop(— 5 = (£~ 1)) * (1+0())

= * Tk A%k L i* u
= V2rm o Axh(A)+ (140(5))+ _Z A (=)

ﬂ

Riemann—Summe

ALK

I - I

-C 1/@ Cc

konvergiert gegen ffc d(y) * dy
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6 Verteilungskonvergenz und Normalapproximation

“Das ist das, was da oben
gegen die Decke lduft”

Insgesamt bisher:
c

1> (limsupr—oo(V2* T+ A x h(A)) * / d(y) *dy Ye >0
=
—1 mit c—=oo

Also:
‘ limsupV2* mx A+ h()) <1
Analog: liminf > 1, es folgt (Q). O

Korollar 6.3.1 (Stirling- Formel)

lzmn%oo \/2*7r*n*e ngpn
Beweis: Setze A = k = n in vorhergehendem Satz.
Satz 6.3.2 ( Normalapprozimation fir Poisson- Verteilungen, kumulative Form)

Fiir alle A\ > 0 sei X eine Zufallsvariable, die Poissonverteilt ist mit Parameter \.
Dann gilt:

ﬁ(XAf ) —>(J)\(T(O )1)
A
A

(Der Ubergang von X zu kann als Standardisierung betrachtet werden:

nach dieser affinen Transformation hat man Erwartungswert 0 und Varianz 1)

Fxre(E2j0.n)
—
P)\( = k) -1
¢(k|>\,)\l)
lokale Form

I(c, \)

85



6 Verteilungskonvergenz und Normalapproximation

kumulative Form

kumulativ heifst:
bezieht sich auf die

Verteilungsfunktion
Beweis:

Fiir beliebige a,b €R mit a < b gibt es ein C' mit
[CL, b] - [_07 C];

also folgt wie im Beweis zu Satz 6.3.1 (Seite 83)
| limy 00 Pla < 2222 < D)

No
=limy_o0o ZHG*\/EgkgHb*x/XP(X)‘ = k)
. 1 k—A
= limy5 00 Eag%gb o ( ﬁ)
= J2 $(x) * da
= ®(b) — ®(a)

® ist die Verteilungsfunktion zu N(0,1).
22| P(32 <b) 5 ®(b) VbeR |
(Definition von = C(®) =R)
Erste Idee: lasse a gegen —oo laufen
limg——ooPa < 272 < b) = P(2Z722 <)
limg—— oo (®(b) — ®(a)) = D(b)
Was also gebraucht wird, ist
lima— —osolima— oo P(a < %;—A < b) = limyeolime_y_ooPla < X322 < p)

VA
Diese Limesvertauschung bendtigt zusdtzliche Argumente:

Ix=27Z-\, Z ~unif(0,1)
A

P L

Verteilungsfunktion zu Z

limy00o Pla < Zy<b) =0Va,b
—————
P(Z,<b)-P(Zx<a)

lima——oolime—ooPla < Z) <b) =0

1Moo lime——0oP(a < Z) <b) =1

:P(ZASb)tPA(ZA<a)
P(Zy<b) > 1 mit A > o0
Py(Zy <a) - 0 mita - —
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6 Verteilungskonvergenz und Normalapproximation

Sei € > 0. Dann ezistiert ein a > —oo mit ®(a) <
und P(X522 < g) < 5 fir A > 0.

Doy

VA
Begriindung:
P(X\A/_ <a)=P(Xy—-X<axV\)
= P(| \/X/\ > —a)
Xy—A
< P24 o> la|) fir a <0

“sieht etwas gepfuscht aus, oder ?”
P(IXy — Al > |a| * V/A)

< ﬁ *x var Xy nach Chebychev

_ 1

a Z)\
—%///////%a 10
Dreiecksungleichung:
[P(a < X522 < b) + P(F22 < a) = (2(b) — ®(a) + ¢(a))]
= P(%222 <b) - 2(b)|
<|P(a < 32 <) — (@(b) - @(a))] + P(X5 < a) + ()

Also:
limsupy_s oo P( \f;’\ <b)-2B)|<0+5+35
Da € > 0 beliebig war, folgt
limsup|---| =0,
also die behauptete Konvergenz. O

6.4 Normalapproximation bei der Binomialverteilung

Satz 6.4.1 (“lokale Form”)
Es seip € [0,1) fest, ¢ >0, I(c,n) :=[n*xp —c*x+y/n,nxp+cx*+/nN{0,---,n}
Dann gilt

| (2)p (1)
Liman— o0 SUPke1(e,n) | 3(knrpmmp(1=p))

mit n x p Erwartungswert und n * p(1 — p) Varianz von Bin(n,p)

—-1{=0

Beweis:
Wir fihren die Aussage durch einen Trick auf den Poisson-Fall zurick.
Setze A\=nx*xp,y=n=x*(1—p):

n—k

n B e A*i*e P ey
(i) #p" (L —p)"F = — (f+u)*(>\+(u)"k)
Wende nun Satz 6.3.1 (Seite 83) dreimal an.
(Rest technisch) O
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6 Verteilungskonvergenz und Normalapproximation

Satz 6.4.2 (de Moivre-Laplace) (Priifungsrelevant)
Es sei X1, Xo,--- eine Folge von unabhdngigen Zufallsvariablen mit

PX;=1)=1-P(X;=0)=p

fiir alle 1 €N, p € (0,1) fest.

Sei Sy, =Y. 1 X;. Dann gilt: Sy ~ Bin(n,p)

M) 2 N(0,1) mit n — oo
nxp*(1—p)

Beweis:
Wegen L(S,) = Bin(n,p) folgt dieser Satz aus Satz 6.4.1 (Seite 87) mit denselben
Argumenten, wie Satz 6.3.2 (Seite 85) aus Satz 6.3.1 (Seite 83) folgt. O

Beispiel 6.4.1 (Priifungsrelevant)
Mit welcher Wahrscheinlichkeit erscheint beim 600 maligen Wurf eines fairen Wiirfels
mindestens 90 mal und hichstens 105 mal eine sechs ¢
Als tatsichlicher Wert ergibt sich (diese Anzahl ist Bin(600, ¢)-verteilt):
1200 (8%0) % (3)F « (1 — 1)690—F = 0.60501...

Satz 6.4.1 (Seite 87) liefert den Naherungswert

S g0 H(K|100, 230) = 0, 601769....,
also eine recht gute Niherung (relativer Fehler < 0.54%)
Typische Anwendung des Satzes von de Moivre-Laplace:

P(90 < Seoo < 105) = P(89 < Sgoo < 106)

= P(89,5 < Sgoo < 105,5) Stetigkeitskorrektur

\ \ i
89 90 91

= P(SGOO < 105 5) (SGOO < 89 5)
_ P(Ssoo 100 105,5— 100 5600 100 89 5— 100

/ 500 500 / 500 500 / 500 500 / 500

(de Moivre-Laplace besagt, dafi bei grofien n die Vertezlungsfunktzon von %
dicht bei O liegt):

R P(72) — B(—rx)

=0, 601%504 (Tabelleﬁnwert) O(—z) =1—- ()

(relativer Fehler marginal grofer als bei der lokalen Form: 0,57%)

Bemerkung 6.4.1

Es sei (X,)nen eine Folge von Zufallsvariablen mit endlichem zweiten Moment.

Man nennt (Sp)nen mit Sy, = ?:1 X; die Folge der Partialsummen und Sy := 75’%?2”

die n-te_standardisierte Partialsumme.
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6 Verteilungskonvergenz und Normalapproximation

(Klar: ES} = 0,var(Sy) = 1). Man sagt, daf§ (Xp)nen dem zentralen Grenzwertsatz geniigt,
wenn

| £(5%) % N(0,1) |

gilt.

Satz 6.4.2 (Seite 88) zeigt, daff (X, )nen dem zentralen Grenzwertsatz geniigt, wenn die
X; unabhdngig und Bin(1,p)-verteilt sind. Auch die Poisson-Situation pafit in diesen

Rahmen.
Allgemeine Form — Stochastik II.
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7 Goodies, alle Angaben ohne Gewéhr

7 Goodies, alle Angaben ohne Gewahr

7.1 Einige Formeln

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—-P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)
P(AUB)=P(A)+ P(B)—-P(ANB)

P(ANB)=P(A)+P(B)—-P(AUB)

P(ANB)=P(B)— P(A°N B)

P(X=r)=P(X >r—1)— P(X >r)

var(aX) = a*var(X)

var(a + X) = var(X)

7.2 Eselsbriicken

Zum Rechnen: N=x und U=+, mit N-Rechnung geht vor U-Rechnung
Siebformel:
P(A,U---UAy) =Y (ungerade Mengen)—>_ (\(gerade Mengen)
oy = y/var(X)
Polarisationstrick: a b= % x ((a + b)? — (a — b)?)
var(X) = B(X — EX)? = E(X?) — (EX)? = EX(X — 1) + EX — (EX)?
AAB = (AN B U(A°NB) =7(ANB)“?
De Morgan: N A; = (U A$)¢
log(1—z) = =% & 220 54 O(a?)
E1, = P(A)
PX+Y =2)=); P(X=1Y=z-1) (Faltung !)
PXXHY=2({z}) = P(X = 2|X +Y = 2) = 2552
EX =p,(2)
var X = pg(z)"
$(zl1,0%) = gomrgr * €2P(— gz * (¢ — 1)?)

Aufgabe: Gesucht ist die Anzahl der Moglichkeiten “MIFRIFI” anders zu ordnen.
Es gibt 7 Elemente = 7! Permutationen.

Davon: 1 x M,3x1,2x F,1x R

Also lautet die Losung: W‘m*l, =420
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8 Zeichenerklirung und Schlagwortregister

8 Zeichenerklarung und Schlagwortregister

Erkldrung fir einige Sonderzeichen:

# Machtigkeit
3 es gibt
00 unendlich
z.B. zum Beispiel
~ siehe, vergleiche
¢ ist kein Element von
d.h. daf8 heifit
+ strebt von oben gegen
O was zu beweisen war
Vv logisch, trivial, abgehakt
=~ ungefahr
etc. und so weiter
bzw. beziehungsweise
& dquivalent
= daraus folgt
= identisch, Kongruent
A% Zufallsvariable
AL Zufallsgrifie
1.Q. im Allgemeinen
S. siehe
Px(Q | Faltung von P und Q
g.a.n general abstract nonsens
g.d.h.n. | general abstract boring nonsens (Trusch-Version)
(=) Das is 'n smiley,du ...
v fir alle
c,C ist Teilmenge von
— wird abgebildet auf
— geht iber
U vereinigt
N geschnitten
oBdA | ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
~ konjugiert zu
LORA | Links Offen Rechts Abgeschlossen
ROLA | Rechts Offen Links Abgeschlossen
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8 Zeichenerklirung und Schlagwortregister

zu Zeigen

oder

und

nicht

oberer Grenzwert, die kleinste ganze Zahl, grifer oder gleich X

unterer Grenzwert, die grofite ganze Zahl, kleiner oder gleich X
symmetrische Differenz
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P(X € A), 26

P(z+ A), 52

PYIX 37

N-stabil, 57, 74

o-Additivitat, 8

o-Algebra, 7, 11, 54, 57
erzeugte, 74

iberabzdhlbar, 30

Abbildung

mefSbare, 61
Abweichung

mittlere quadratische, 37
Additivitat

endliche, 9

Hyper-, 12
Algebra

o-, 7, 54, 57
antiton, 11
Approzimation

Normal

Binomial, 87
Poisson, 83, 85
Auffassung
Glaubens-, 8
Haufigkeits-, 7
Plausibilitats-, 8
Aziome
Kolmogorov-, 8

Bayes
formel von, 13
bedingt
Erwartungswert, 37
Verteilung, 37
Bernoulli
-verteilung, 28
Bienoymé
Gleichheit von, 43
Bin, 28
Binomial
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-verteilung, 28
Verteilung
Approzimation, 87

Boole’sche Ungleichung, 9
Borel-Mengen, 56
Borell

-mefbar, 62
Borelmenge, 54, 55
Borelmengen, 54

C(F), 82
Cauchy-Schwarz-Ungleichung, 41
Chebychev-Ungleichung, 49
continuity points, 82

cov, 42

Covarianz, 42

deterministisch, 9

Dichte, 68

gemeinsame-, 78
Dirac-Maf$ , 9
diskret

Wahrscheinlichkeitsraum, 26

Zufallsgrofe, 26
distribution, 82
durchschnittsstabil, 57
Dynkin-System, 57

FEigenschaften

Verteilungsfunktionen, 6/
FEindeutigkeit, 57
Einpunktmaf$ , 9
FEinschluf$- Ausschlufformel, 9
Elementarereignis, 6
endliche Additivitat, 9
Ereignis

-partition, 13
Ereignisse, 6

seltene, 29
Ereignissystem, 8
Ergebnisraum, 6, 8
Erwartungswert, 33



bedingter, 37
Existenz, 33
Multiplikationsregel, 40
Rechenregeln, 34
WMassfkt, 33
Erzeugendensystem, 54, 60
EX, 83, 47
Ezistenz
Verteilungsfunktion, 67

Faltung, 44
fizpunkifrei, 23, 24
Formel
Einschluf$- Ausschluf-, 9
Stirling-, 85
von Bayes, 13
von Poincaré, 9
Frequentisten, 7

Funktion
Gamma-, 71
Indikator-, 35
Quantil-, 66

Verteilungs-, 64
Ezristenz, 67
gemeinsame, 78
Wahrscheinlichkeitserzeugende, 47
Funktionen
Mepbarkeit, 62
Verteilungs-
Eigenschaften, 64

Gamma-Funktion, 71
Gammaverteilung, 71
Gauss

Glockenkurve, 72
gemeinsame

Dichte, 78

Verteilung, 36
geometrisch

verteilung, 29
Glaubensauffassung, 8
Gleichheit

von Bienaymé, 43
Gleichverteilung, 69

Index
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Glockenkurve, 72
Grofle

Zufalls-, 59
Grenzwert

satz

zentraler, 89

Grundformeln

Kombinatorik, 20

Haufigkeit
relative-, 7
Haufigkeitsauffassung, 7
Hilbert- Raum, 41
Hyperadditivitat, 12
hypergeometrisch
Verteilung, 30

Indikatorfunktion, 35
1soton, 11

k-Kobination, 20
k-Kombination, 19
k-Permutation, 18, 19
k-tes faktorielles Moment, 47
Koeffizient

Korrelations-, 42
Kolmogorov-Aziome, 8
Kombination

k-, 19, 20
Kombinatorik

Grundformeln, 20
Konvergenz

in Verteilung, 82

schwache, 82

Verteilungs-, 81
Kopplung

unabhdngige, 17
Korrelationskoeffizient, 42
Kowvarianz, 42

Krieg, 41
Lesbesgue-Maf , 57
Liebe, 41

Limes superior, 7
LORA, 5



Index

Mafs , 56 Poisson
Lebesgue-, 57 Verteilung, 28
normiertes, 57 Approzimation, 83, 85
Marginal Priifungsrelevant, 48, 49, 63, 66, 82, 88
-vertetlungen, 37 Produkt, 17
Markov-Ungleichung, 49
Massenfunktion, 26 Quantilfunktion, 66
mejfSbar, 59 Raum
Borel-, 62 Hilbert-, 41

meflbare Abbildungen, 61
mejfbarer Raum, 56
Mefbarkeit, 60

mefbar, 56
Rechenzeichen, 6
Rechteckverteilung, 69, 70

Men%i)rel—, 54, 55 relative Haufigkeit, 7
Mengen Regeln, 8
Borel-, 56 ROLA, 54
Mittelwert, 49 Satz
mittlere von Moivre-Laplace, 88
quadratische Abweichung, 37 zentraler Grenzwert-, 89
Moivre-Laplace, 88 schwach
Moment Konvergenz, 82
k-tes, 34 Siebformel, 9
k-tes faktorielles, 47 Spur, 56
Monotonie, 9 stabil
Moral, 47 Nn-, 57
Moti?')atiorlb, 37 durchschnitts, 57
Multmomz'al Standardabweichung, 34
-verteilung, 31 Standardisierung, 85
Multiplikation stetig
Erwartungswerte, 40 von oben, 11
Multiplikationsregel, 13 von unten, 11
. . . . Stirling-Formel, 85
negative Binomialverteilung, 29 stochastisch

Normalverteilung, 72 unabhingig, 15, 39, 75, 76

normiert Subjekivitisten, 8

Maf , 57 subtil, 29
paarweise unabhngig, 15 Summe
Partialsumme, 88 Partial, 88
Permutation System

k‘-, 18, 19 Dynkin—, 57
Plausibilitatsauffassung, 8 Erzeugenden-, 54
Poincaré

totale

Fomel von, 9 Wahrscheinlichkeit, 13
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unabhdngig, 15
paarweise, 15

stochastisch, 15, 39, 75, 76

Ungleichung
Boole’sche, 9
Cauchy-Schwarz, 41
von Chebychev, 49
von Markov, 49
unif, 57, 70
unkorreliert, 42

Variable
Zufalls-, 61
Varianz, 34, 35
Co-, 42
Ko-, 42
von Summen, 43
Verteilung, 26
bedingte, 37
Bernoulli-, 28
Binomial
Approzimation, 87
Binomial-, 28
EWert, 33
Gamma-, 71
gemeinsame, 36
geometrische-, 29
Gleich-, 69
hypergeometrische, 30
Konvergenz in, 82
Marginal-, 37
Multinomial-, 31
negative Binomial-, 29
Normal-, 72
Standard, 72
Poisson
Approximation, 83, 85
Poisson-, 28
Rechteck-, 69, 70
skonvergenz, 81
von X, 59
Verteilungsfunktion, 64
Eaxistenz, 67
gemeinsame, 78

Index
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Verteilungsfunktionen
FEigenschaften, 64

Wahrscheinlichkeit
bedingte, 13
totale, 13
Wahrscheinlichkeits
-dichte, 68
-erzeugende Funktion, 47
-mafl , 8
-massenfuntion, 26
-raum, 8
diskreter, 26
Rechenregeln, 9

zentraler Grenzwertsatz, 89
Zufalls
-variable
Verkniipfungen, 62
Zufalls-
grifie
diskrete, 26
variable, 26
vektor, 26
Zufallsgrofie, 59
Zufallsvariable, 61
Verknipfungen, 62



